
éƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ,˦ƉțǶƉ eɼɄʯɱʌ
ǑɼɄȭ ÞƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩɾ ŗȩƐ *ǣŗɮŗƅʋƣɮɾ ȹǋ aɮȹʠɤɾࣗ ȳƕࡽ ƨƕࣖࣗ
ſ˦ eɄɼƕɄȳ �ŗȭƨʌ ਀ ¡ŗɼʚǶȳ �ǶƨſƨƉȕ

EțǶ˲ŗſƨʚǫ ,ɼɄƉȕƨɼ

6ƨɱŗɼʚȭƨȳʚ ɄǑ ¡ŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌࣗ 6ŗɼʚȭɄʯʚǫ ,Ʉțțƨǖƨ



ÿŗſțƨ ɄǑ ƉɄȳʚƨȳʚʌ

ࣖࡹ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ

ࣖࡽ E˥ŗȭɱțƨʌ

ࣖࢁ ,ɄȳƉțʯʌǶɄȳ

ࣖࢅ ,ɼƨƕǶʚʌ

ࡹ



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ



eɼɄʯɱʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩɾࣘ � ǖɼɄʯɱ ƉɄȳʌǶʌʚʌ ɄǑ ŗ ʌƨʚ aࣗ ʚɄǖƨʚǫƨɼ ˝Ƕʚǫ ŗ ɼʯțƨ ǑɄɼ
ƉɄȭſǶȳǶȳǖ ʚ˝Ʉ ƨțƨȭƨȳʚʌ ǐ,ǣ ∈ a ʚɄ ǑɄɼȭ ŗȳɄʚǫƨɼ ƨțƨȭƨȳʚࣗ ǐǣ ∈ aࣖ
ÿǫǶʌ ɼʯțƨ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ʚǫƨ ǖɼɄʯɱ ɄɱƨɼŗʚǶɄȳࣖ ÿǫƨ ǖɼɄʯɱ ɄɱƨɼŗʚǶɄȳ ȭʯʌʚ
ʌŗʚǶʌǑ˦ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ŗ˥ǶɄȭʌࣘ

ࣖࡹ ∀ ǐ,ǣ, ȋ ∈ aࣗ (ǐǣ)ȋ = ǐ(ǣȋ)ࣙ
ࣖࡽ ∃ ƣ ∈ a ʌࣖʚࣖ ∀ ǐ ∈ aࣗ ƣǐ = ǐƣ = ǐࣙ
ࣖࢁ ∀ ǐ ∈ aࣗ ∃ ǐ−ࡹ ∈ a ʌࣖʚࣖ ǐǐ−ࡹ = ǐ−ࡹǐ = ƣࣖ

ࡽ



pɄȭɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ŗȳƕ yʌɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩɾࣘ eǶ˙ƨȳ ǖɼɄʯɱʌ a ŗȳƕ lࣗ ŗ ǫɄȭɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǑɼɄȭ a ʚɄ l Ƕʌ ŗ
ǑʯȳƉʚǶɄȳ θ : a→ l ˝ǫǶƉǫ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ (ǐࡹǐࡽ)θ = (ǐࡹθ)(ǐࡽθ) ∀ ǐࡹ,ǐࡽ ∈ aࣖ

ࢁ



eƨȳƨɼŗț �Ƕȳƨŗɼ eɼɄʯɱʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩࣘ ÿǫƨ ǖƨȳƨɼŗț țǶȳƨŗɼ ǖɼɄʯɱ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ȩ Ʉ˙ƨɼ ^ Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ
Ƕȳ˙ƨɼʚǶſțƨ ȩ˥ȩ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ ƨȳʚɼǶƨʌ Ƕȳ ŗ ̇ƨțƕ ^ࣗ ʚɄǖƨʚǫƨɼ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ
ǖɼɄʯɱ ɄɱƨɼŗʚǶɄȳ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳࣖ İƨ ƕƨȳɄʚƨ ʚǫǶʌ ǖɼɄʯɱ
e�(ȩ, ^)ࣖ

ࢅ



éƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩɾࣘ � ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ ǖɼɄʯɱ a Ʉ˙ƨɼ ŗ ̇ƨțƕ ^ Ƕʌ ŗ
ǫɄȭɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ρ : a→ e�(ȩ, ^)ࣗ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ȩ > ࡱ ∈ Zࣖ ȩ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ʚǫƨ
ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ɄǑ ρࣖ

ࢉ



,˦ƉțǶƉ eɼɄʯɱʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩࣘ � ǖɼɄʯɱ a Ƕʌ ǖƨȳƨɼŗʚƨƕ ſ˦ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ŗ ∈ a ǶǑ ∀ ǐ ∈ aࣗ
ǐ = ŗȩ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ȩ ∈ Zࣖ İƨ ƕƨȳɄʚƨ a := 〈ŗ〉ࣗ ŗȳƕ ʌŗ˦ ʚǫŗʚ a Ƕʌ ʚǫƨ
Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼɄʯɱ ǖƨȳƨɼŗʚƨƕ ſ˦ ŗࣖ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩɾࣘ yǑ ŗȩ = ࡹ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ȩ ≥ ࡹ ∈ Zࣗ ʚǫƨȳ 〈ŗ〉 Ƕʌ ̇ȳǶʚƨࣖ yǑ ɮ ∈ Z Ƕʌ
ʚǫƨ țƨŗʌʚ ɱɄʌʌǶſțƨ Ƕȳʚƨǖƨɼ ≥ ࡹ ʌࣖʚࣖ ŗɮ = ࣗࡹ ʚǫƨȳ 〈ŗ〉 = ,ŗ,ࡹ} ..., ŗɮ−ࡹ}ࣗ
ŗȳƕ ɮ Ƕʌ ʚǫƨ Ʉɼƕƨɼ ɄǑ 〈ŗ〉ࣖ İƨ ƕƨȳɄʚƨ ʚǫƨ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼɄʯɱ ɄǑ Ʉɼƕƨɼ ȩ ŗʌ *ȩࣖ

ࢍ



E˥ŗȭɱțƨʌ



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢅ*

İƨ ſƨǖǶȳ ſ˦ ƨ˥ŗȭǶȳǶȳǖ ʚǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ
ࢅ* := 〈ŗ | ŗࢅ = ࣖ〈ࡹ

�ƨʚ Ʉȳƨ ʌʯƉǫ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ſƨ ƕƨȳɄʚƨƕ ρ : ࢅ* → e�(ࡹ,C)ࣖ éƨƉŗțț ʚǫŗʚ
ŗ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ Ƕʌ ŗ ǫɄȭɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ſ˦ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ ÿǫʯʌࣗ ʌǶȳƉƨ
ŗࢅ = ࣗࡹ ˝ƨ ȭʯʌʚ ŗțʌɄ ǫŗ˙ƨ (ŗρ)ࢅ = ρࡹ = ࣖ[ࡹ] �ƨʚ ŗρ = [α]ࣖ óǶȳƉƨ [α] Ƕʌ ŗ
ࡹ˥ࡹ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ [α]ࢅ = [αࢅ]ࣖ

ÿǫƨȳ [αࢅ] = [α]ࢅ = (ŗρ)ࢅ = ρࡹ = ࣗ[ࡹ] ʌɄ αࢅ = ࣖࡹ

࢑



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢅ*

ÿǫƨɼƨ ŗɼƨ ǑɄʯɼ ʌʯƉǫ ȳʯȭſƨɼʌ ∈ Cࣘ ࣗࡹ ࣗࡹࣽ Ǯࣗ −Ǯࣖ

óɄ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ǑɄʯɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࣘࢅ*

࣢ ρࡹ : ࢅ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [ࡹ]
࣢ ρࡽ : ࢅ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [ࡹ−]
࣢ ρࢁ : ࢅ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [Ǯ]
࣢ ρࢅ : ࢅ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [−Ǯ]

óǶȳƉƨ ρࡹ ʌƨȳƕʌ ƨ˙ƨɼ˦ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ ࢅ* ʚɄ ࣗ[ࡹ] ʚǫƨ ǶƕƨȳʚǶʚ ࣗ˦ ˝ƨ Ɖŗțț ρࡹ ʚǫƨ
ʚɼǶ˙Ƕŗț ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳࣖ

࢕



éɄɄʚʌ ɄǑ ĎȳǶʚ˦

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩࣘ �ȳ ȩʚǫ ɼɄɄʚ ɄǑ ʯȳǶʚ˦ Ƕʌ ŗ ȳʯȭſƨɼ ˢ ∈ C ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ˢȩ = ࣖࡹ yȳ
ǖƨȳƨɼŗțࣗ ȩʚǫ ɼɄɄʚʌ ɄǑ ʯȳǶʚ˦ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ ƣ πǮȋࡽ

ȩ ǑɄɼ ࡱ ≤ ȋ < ȩࣖ E˙ƨɼ˦ ȩʚǫ
ɼɄɄʚ ɄǑ ʯȳǶʚ˦ Ƕʌ ŗ ɱɄ˝ƨɼ ɄǑ ωȩ = ƣ πǮࡽ

ȩ ࣖ

࢙



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢁ*

İƨ ʌǶȭǶțŗɼț˦ ƕƨțǶȳƨŗʚƨ ʚǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ
ࢁ* := 〈ŗ | ŗࢁ = ࣖ〈ࡹ �ȳ˦ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ρ : ࢁ* → e�(ࡹ,C) ȭʯʌʚ ʚŗȕƨ ŗ ʚɄ
ŗ ࡹ˥ࡹ ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ŗ ɼƕࢁ ɼɄɄʚ ɄǑ ʯȳǶʚ˦ ŗʌ Ƕʚʌ ʌɄțƨ ƨȳʚɼ ࣖ˦

ÿǫƨ ɼƕࢁ ɼɄɄʚʌ ɄǑ ʯȳǶʚ˦ ŗɼƨࣘ ࣗࡹ ƣ πǮࡽ
ࢁ ࣗ ƣ πǮࢅ

ࢁ ࣖ

óɄ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ʚǫɼƨƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࣘࢁ*

࣢ ρࡹ : ࢁ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [ࡹ]
࣢ ρࡽ : ࢁ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [ƣ πǮࡽ

ࢁ ]

࣢ ρࢁ : ࢁ* → e�(ࡹ,C)ࣙ ŗ )→ [ƣ πǮࢅ
ࢁ ]

�ǖŗǶȳࣗ ρࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ʚɼǶ˙Ƕŗț ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳࣗ ŗʌ Ƕʚ ʌƨȳƕʌ ƨ˙ƨɼ˦ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ ࢁ*
ʚɄ ʚǫƨ ǶƕƨȳʚǶʚ ࣖ˦

ࡱࡹ



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡽ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢅ*

İƨ ȭŗ˦ ȳɄ˝ ƨ˥ŗȭǶȳƨ ŗȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ ɄǑ ŗ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡽ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ
ɄǑ ࣖࢅ*

�ƨʚ ρ : ࢅ* → e�(ࡽ,C) ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗρ =

[
ࡹ ࡱ
ࡱ Ǯ

]
ࣖ

ÿǫƨȳ (ŗρ)ࢅ =
[
ࡹ ࡱ
ࡱ Ǯ

]
ࢅ =

[
ࡹ ࡱ
ࡱ ࡹ

]
= ρࣗࡹ ʌɄ ρ Ƕʌ Ƕȳƕƨƨƕ ŗ

ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳࣖ

ࡹࡹ



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡽ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢅ*

pƨɼƨ Ƕʌ ŗȳɄʚǫƨɼ ƨ˥ŗȭɱțƨ ɄǑ ŗ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡽ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ࣖࢅ*

�ƨʚ ρ : ࢅ* → e�(ࡽ,C) ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗρ =

[
−Ǯ− ࡽ Ǯ+ ࡹ
−Ǯࡽ− ࡽ +Ǯࡽ ࡹ

]
ࣖ ,ŗțț ʚǫǶʌ

ȭŗʚɼǶ˥ �ࣖ

ÿǫƨȳ (ŗρ)ࢅ = ࢅ� =
[
−Ǯ− ࡽ Ǯ+ ࡹ
−Ǯࡽ− ࡽ +Ǯࡽ ࡹ

]
ࢅ =

[
ࡹ ࡱ
ࡱ ࡹ

]
= ρࣗࡹ ʌɄ ρ Ƕʌ Ƕȳƕƨƨƕ

ŗ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳࣖ

ࡽࡹ



ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡽ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ࢅ*

İƨ ʌƨƨ ŗțʌɄ ʚǫŗʚ Ʉʯɼ ȭŗʚɼǶ˥ � Ƕʌ ƕǶŗǖɄȳŗțǶ˲ŗſțƨࣖ

�ƨʚ ò =
[
ࡹ ࡹ
ࡽ ࡹ

]
ࣖ

ÿǫƨȳ ò−ࡹ�ò =
[
ࡹ− ࡹ
ࡽ ࡹ−

] [
−Ǯ− ࡽ Ǯ+ ࡹ
−Ǯࡽ− ࡽ +Ǯࡽ ࡹ

] [
ࡹ ࡹ
ࡽ ࡹ

]
=

[
Ǯ ࡱ
ࡱ ࡹ−

]
ࣖ

óɄ
[
−Ǯ− ࡽ Ǯ+ ࡹ
−Ǯࡽ− ࡽ +Ǯࡽ ࡹ

]
ŗȳƕ

[
Ǯ ࡱ
ࡱ ࡹ−

]
ŗɼƨ ʌǶȭǶțŗɼ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ

ࢁࡹ



,ɄȳƉțʯʌǶɄȳ



,ɄȳƉțʯʌǶɄȳ

ÿǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕ ƨŗɼțǶƨɼ ŗɼƨ ƨȳɄʯǖǫ ʚɄ
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ƨ˙ƨɼ˦ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼɄʯɱࣖ

ࢅࡹ



$ƨ˦Ʉȳƕ ,˦ƉțǶƉ eɼɄʯɱʌ

3ƣ̃ȩǮʋǮȹȩࣘ � ǖɼɄʯɱ a Ƕʌ ŗſƨțǶŗȳ ǶǑ ǐࡹǐࡽ = ǐࡽǐࡹ ∀ ǐࡹ,ǐࡽ ∈ aࣖ

¶ʯɼ ɼƨʌʯțʚ ˝Ƕʚǫ ɼƨǖŗɼƕʌ ʚɄ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼɄʯɱʌ Ɖŗȳ ſƨ ƨ˥ʚƨȳƕƨƕ ʚɄ ŗțț ̇ȳǶʚƨ
ŗſƨțǶŗȳ ǖɼɄʯɱʌࣙ ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ̇ȳǶʚƨț˦ ȭŗȳ˦ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣽࡹ
ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ̇ȳǶʚƨ ŗſƨțǶŗȳ ǖɼɄʯɱʌࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ˦ Ɖŗȳ ſƨ ʯʌƨƕ ʚɄ
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ƨ˙ƨɼ˦ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼɄʯɱࣖ

bɄɼ ̇ȳǶʚƨ ǖɼɄʯɱʌ Ƕȳ ǖƨȳƨɼŗțࣗ ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦ ŗſƨțǶŗȳࣗ ˝ƨ ʌʚǶțț ǫŗ˙ƨ
̇ȳǶʚƨț˦ ȭŗȳ˦ ǶɼɼƨƕʯƉǶſțƨ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳʌࣗ ʚǫɄʯǖǫ ʚǫƨʌƨ ȭŗ˦ ȳɄʚ ſƨ
ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțࣖࣽࡹ

ࢉࡹ



,ɼƨƕǶʚʌ



$ǶſțǶɄǖɼŗɱǫ˦

�ŗȭƨʌࣗ eɄɼƕɄȳࣗ ŗȳƕ ¡ŗɼʚǶȳ �ǶƨſƨƉȕࣖ ÞƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩɾ ŗȩƐ *ǣŗɮŗƅʋƣɮɾ
ȹǋ aɮȹʠɤɾࣖ ȳƕࡽ ƨƕࣖࣗ ,ŗȭſɼǶƕǖƨ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ âɼƨʌʌࣗ ࣖࡹࡱࡱࡽ

ࢍࡹ



�ƉȕȳɄ˝țƨƕǖƨȭƨȳʚ

ÿǫŗȳȕ ˦Ʉʯ ʚɄ ȭ˦ ȭƨȳʚɄɼࣗ �țƨ˥ İǶțʌɄȳࣗ ǑɄɼ ˦Ʉʯɼ ƕƨƕǶƉŗʚǶɄȳ ʚǫɼɄʯǖǫɄʯʚ
ʚǫƨ ʚƨɼȭࣖ yʚ ǫŗʌ ſƨƨȳ ŗ ɱțƨŗʌʯɼƨ ˝ɄɼȕǶȳǖ ˝Ƕʚǫ ˦Ʉʯࣗ ŗȳƕ ʚǫǶʌ
ɱɼƨʌƨȳʚŗʚǶɄȳ ˝Ʉʯțƕ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ſƨƨȳ ɱɄʌʌǶſțƨ ˝ǶʚǫɄʯʚ ˦Ʉʯɼ ƨȳʚǫʯʌǶŗʌȭ
ʚɄ˝ŗɼƕʌ ȭ˦ țƨŗɼȳǶȳǖࣖ

࢑ࡹ
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