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SUR LE POINT DE REBROUSSEMENT

DE LA SECONDE ESPECE
de My, le Marquis de 'HoriTAL,
paR M. EULER.

§. L

ai ddja fait voir dans quelques pieces, que j'zi eu 'honneur de
¥ priéfenter a I'Academie Royale, que meémela Geometrie n'eft pas
exemec des controverfes, & des concradiftions apparentes, quoiqu'on
fouticnne fort fouvene le coneraire.  Mais jai aufli fait remarquer ce
grand avantage de la Geometrie, que ces difficuleés peuvent écre ap-
planies, en forte qu'il n'y refte plus le moindre doute ; pourvu qu'on
examine bien a fond toutes les circonftances du fujec, fur lequel les
controverfes roulent.  Dans ce difcours je m'en vais entretenir I'Al-
femblée encore fur une controverfe de la pure Geometrie, qui regar-
de une certaine efpece de points de rebrouflement,femblables a un bec
d'oifeau, & formés de deux branches d'une courbe, qui tournent leur
concavité du méme coté, au lieu que les deux branches d'une cour-
bes, qui forment des points de rebrouflement ordinaires, font courbées
en divers [ens.

§. 2. Mr. le Marquis de I'Hopital, dans fon Analyfe des infini-
ment petits, nomme ces points de rebrouffement a bec d'oifeau, e la
feconde efpece, & ii foutient qu'il y a une infinic¢ de courbes tant alge-
briques que cranfcendances, qui fone pourvuds d'un tel poine de. re-
broulfement. 1l prouve cela par la Theorie de I'evaluation en certe
n.aniere.  Soit ABC une courbe quelconque, qui aic en B un poinc
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d'infléxion,& qu'on plie autour de cette courbe un fil, qu'on develope
enfuite en le tirant au point A fucceflivement, jusqu'a ce qu'il vienne fe
détacher du poine d'infléxion B, & l'extremicé A décrira par cetce évo-
lution I'arc AD, auquel le fil détaché BD fera perpendiculaire & fon
rayon de courbure,commc on faic par la theorie de I'evolution.  Mais
fi 'on continue cetce ¢volution au deladu poinc B, le fil BD rebrouffe-
ta chemin, & venant dans la ficuacion M N, lon extremité décrira
I'arc DN, quifera par conféquent la continuation de l'arc AD. Or
ces deux arcs AD, DN, qui au point D forment un angle infiniment
petit, tournent leur concavité du méme coté.  Donc cette courbe
ADN décrite par I'évolution dela ligne ABC aura au point D un
point de rebrouflement de la feconde efpece; comme le Marquis de
I'Hopital l'apelle.

§. 3. Quelque folide que paroifle cette démonftration, M.Gua
de Malves dans fon traité : Ufage de I Analyfe de Des-Cartes pour
decouvrir I:5 propriéeés des Lignes geomerriques de tous les Oydyes : eft
d'un fentiment tout a fait concraire, & foutient qu'il n'y a aucune cour-
be, dont une branche s'etant ¢rendué de A & D, puiffe fubitzment re-
broufler chemin, & venir dans la ficvation DN, fans qu'elle change
en meme tems de courbure, ou fans qu'clle devienne convexe,ayant
auparavant ¢o¢ concave en méme fens.  Pour l'epreuve que M. le
Marquis de 'Hopital donne, il ne nie pas, que la courbe formée de
cette fagon n'ait la figure repréfentée: mais M prérend, que la branche
DN n'eft pas la continuation de la branche AD, bien qu'elle foit dd-
crite par le méme mouvement d'evolution. 1l eft donc oblige de di-
re, qu'il n'eft pas permis de juger de la continuit¢ d'une courbe, par
la continuit¢ de fa defcription.  Cetre exception paroitra fans doute
fort écrange, & javoué que, fi elle éroit fondée, elle renverferoir la
pluspart des marques, par lesquelles nous croyons pouvoir avec allu-
rance juger de la figure des lignes courbes.

§. 4. M.Gua ne reconnoit que I'équationanalytique, de laquel-
le on puifle tirer une exalte connoiffance de la figure d'une ligne cour-
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be, du nombre de fes branclies & de leur concinuité. 1l croit avoir
démontré dans fon Quvrage, que toutes les fois qu'il fc trouve un el
poine de rebrouffement dans unc ligne courbe, clle eft encore defeétu-
eufe: & que fil'on en acheve la defeription fuivant I'équation qui ex-
prime fa nature, la figure provient toujours telle, que la 2 fig. repré-
fente: ceft a dire, que le bec doifeau deviendra double ADM & a D
n, & que ce n'eft plusl'arc DN, qui foit la continuation de l'arc AD,
mais l'arc D a;de forte que le pointD ne foic que l'incerfeftion de deux
branches, AD 2 & N D », qui fe coupent en D fous un angle infiniment
petit, & qui tournent leur concavité du méme coté.  On pourroit
aufli dire,que ce font deux branches d'une méme ligne courbe AD#» &
ND 4, qui fe touchent enfemble au point D, & alors il feroit incertain,
li I'arc D # ou I'arc D a feroic la continuation de l'arc AD.

§. 5. Pour prouver cette thefe, il tire par le point D la tanpen-

te ED ¢, qu'il prend pour l'axe, fur lequel il pofe I abfcifle DP — &
& l'appliquée PM — y- Maintenant quelle que foit I'equation pour
la courbe, fil'on prend l'abfcille & fort petite, la valeur de y fe pourra
toujours exprimer par une ferie convergente de cctte forme:
xx m n k
y =5, +tAx +By +Cx &c

ou les expofans m, », k &c. croiflent de plus en plus, & font des nom-
bres, ou entiers, ou rompus; & s'il y en a des fraftions, dont le déno-
minatcur eft un nombre pair,les valeurs de ces termes feront ambigues,
& ce fera le cas ou plufieurs branches de la courbe viennent tou-
cher I'axe Ee au point D, Or le premier terme ou la plys baffe puis-

fance dexfera E , file rayonde la courbureen D eft fuppofé = .
]

§. 6. Cela remarqué il fuppofe l'abfciffe x infiniment petice
pour connoitre le train de la courbe au point D, & dans ce cas, dic-il,
évanouiront tous les termes Ax™, Bx", Ca® &e. par rapport au

Cc 3 premier

I'ig. 2,

Fig. 3.



Fip. 2.

& 206 e
premier ':;, puisque leurs expofans font plus grands que 2; de for-

; : : xrx
te que pour la courbe au point D il ne refte que I'équation = =
iT.

gvi en exprimera le train ou la route, que la courbe fuic en deca & en
dela du point D, pourvi que l'abftiffe » demeure infinimenc petite.

: ; ” . X X :
Or dans ce cas il eft clair, que I'équation g == refte laméme, foit
a

quon prenne x afhirmative ou negative: & partant il conclud, que la
courbe aura toujours aupres du poine D la forme MD m; & que par-
confiquent l'arc A D doit prendre fa continuation vers Dm.  Cela
doit s'entendre, lorsque la courbure en D eft finie, ce qui arrive dans
notre cas; car fi la courbure ¢roit, ou infinie, ou infiniment petite, ce
raifonnement perdroic [a force,

§. 7. Cec font les raifons dont M. Gua de Malves combar l'idée
de M.le Marquis de 'Hopital fur les points de rebrouffement de la fe-
conde efpece; & fi 'on pefe les argumens de part & d'autre, on les
trouvera fi fores, qu'il paroit presque inévitable de reconnoitre une
contradi€tion entre la defcription faite par I'evolution, & I'équation de
la courbe; I'une nous montrant tres clairement que la continuation de
I'arc AD doit paller en rebrouffanc par DN; tandisque ['autre nous
perfuade, que cette continuation doit abfol amentfe faire par D» ouDag,
Neéanmoins je prouverai par des raifons inconteftables, qu'il n'y a pas
ici lamoindre diffenfion entre la defcription nfecanique & le calcul ; mais
qu'il s'eft glifl¢ dans le raifonnement de M. Gua, rour folide qu'il puis-
fe paroitre dailleurs, une petite inadvertence; qui €tant remarquée,
cette contradiftion disparpitra d'abord entierement.

§. 8. Car quoiqu'il foit vrai, que dans une telle (quation

= ;'L.rn —+-B ..1rli:I —i—ﬂ.t'? -[-D.ra—l-d:{:i ou les expofans
a, &, v, & &c. font des nombres affirmatifs allant en croiffant, on peut
nigliger par rapport au premicr terme les fulvans, lorsqu'on fuppofe x

infini-
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infiniment petic, tant affirmacif que negatif, & que dans ce casonn'a

" ’ y @ ’ i T )
qu'a confiderer cette €quation y— A x : ncéanmoins il fauc bien re-

marquer, que cecce omiflion des termes ne peut avoir lieu, qu'aux cas,
ou ces termes ont tous des valeurs réelles, quoiqu'elles foient infini-
ment petites.  Car fi un feul terme de ceux qu'on rejette ¢oit imagi-
naire, toute I'expreflion, & par conféquent la valeur de y le feroitaufli;

donc on auroit grand tort, fil'on mettoit y—Ax @ ou 2 une quantité
reelle.  Et partant la régle recue , par laquelle on fait évanouir par
raport au premier terme les fuivans, demande cette reftrition, que
les termes a omertre ne foient pas imaginaires,

§. 9. Mr. Guade Malves n'a pas pris garde a cette limitation
abfolument néceflaire, & c'eft de la, que fa pretendué contradidtion
dans le point de rebrouflement de la feconde efpece a tiré fon ori-
gine. Pour é&claircir cela mieux, foit propofée cetre équation
y =& =+ xx V=13 &onverra dabord que la valeur de y eft tou-
jours imaginaire, excepté le feul cas ou x—o, auquel devient aufh
y—o. Ainfi cetce équaticn ne défigne qu'un feul point ficué fur I'axe
au commencement des abfcilles . Mais fi nous voulions juger de la
courbe exprimée par certe équacion, fuivant la methode de Mr. Gua,
en fuppofant I'ablciffe & infiniment petice , nous n"aurions qu'a confi-
derer cecte équation y—.wx, & nous en conclurrions, que cetee courbe
fe confond au commencement avec une droite exprimée par y —=.x ;
ce qui feroit pourtant contraire a la vérite. Cependant certe conclu-
fion feroit bien jufte, fi le cotfhcient de x ., au lieu d’etre imaginaire,
eut éeé une quanticé réelle quelconque.

§. 10. Oril peut arriver, qu'une branche de la courbe évanouit,
ou devient imaginaire, quand méme aucun terme de I’ cquation n'eft
affeft¢ ouvertement par une quantité imaginaire. Car confidérons la
courbe dont I'équation eft y—x——x Vx, & fuppofons .x infiniment
petit tant afhirmatif, que negatif. Dans le premier cas le terme 2 V'
¢tant réel, & infiniment plus petit que .+, on le pourra négliger pour
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avoir y—a, qui repréfente le commencement de la courbe vers la
région des abfciffes pofitives.  Mais des qu'on prend x negaif, quoi-
qu'infiniment petit, le terme xV & devenant imaginaire, rendra aufli
Ia valeur de y imaginaire; & partant dans ce cas il ne fera plus permis
d'envifager I'équation y —.x au lieu de y —x -2 V. Certe
courbe ne s'étend donc pas dans la région des abfciffes negatives,mais
elle aura deux branches vers la région des affirmatives felon la double
valeur de 4 xV.x, quiforment un point de rebrouffement de la pre-
miere efpece. 1l eft clair que c'eft la parabole cubique feconde.

§. 11. Un tel point de rebrouflement ordinaire fe trouvera

P . i . 1..;__"_‘.

auffi dans cette équation plus générale y —ax—+4-Ex .

toutes les fois que m fera un nombre impair, & # pair affirmatif. Car
1=

dans ce cas la valeur du terme S # fera ambigu, & on aura

="

I-|—- o
y—oexr+bx n . Pour trouver la forme de cette courbe,
on n'a qu'a tirer ia droite AL, que prenant l'abfciffe AP—.», 1'ap-

pliquée PL devienne —e . Enfuite qu'on prenne fur PL pro-

o

longée LM —LN — Ex b=t ® , qui fera infiniment plus petit
que x, fix eft infiniment petit, & la courbe pallera par les points M
& N, qui fe réiiniflent au point A.  Done Ia courbe aura deux bran-
ches AM & AN, dont chacune eft convexe vers AL, & qui forme-
ront par conféquent un point de rebrouflement MAN de la premicre
efpece : car cecte courbe ne s'etendra pas dans la région des abfciffes
negatives, puisque mettant x negative, l'appliquée y devient ima-
ginaire.

§. 12. La meme chofe peut arriver dans des courbes, qui fem-
blent 2 M. Gua ne pouvoir admettre un point de rebrouffement de la
feconde efpece. On n'a qu'a confidérer cette équation y — o x x =+
€ xx V x, laquelle devient imaginaire dis qu'on met v negatif, &

partant
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partant il eft fur, que cette courbe n'a auciine partie dans la région des
abfciffes negatives. Pour connoitre la figure de cette courbe, on n'a
qu'a conftruire fur 'axe AP une parabole AL, qui répond a I'équation
—a xx, & nommant AP == xr onaura PL—axx. Qu'on pren-
ne enfuitc LM —= LM — Exx V a, & les points M & N feront dans
la courbe cherchde; & puisqu'en fuppofant v infiniment petit, les par-
ties L M & L N fonc infinimenc plus petites que PL, I'une & l'aucre
branche A M & A N fe confondra au commencement A avec la para-
bole AL, & aura la méme courbure, & tournera par confiquent fa
convexité vers l'axe AP’ ; delorte que ces deux branches MA & NA
formeront en A unvrai point de rebrouffement de lafeconde efpece.

§. 13. Delail eft clair, que quoiqu'on fuppole I'abfcifle x infi-
niment petite, il n'eft pas permis de négliger le terme ExxV #
par rapport a ax.x, que lorsque x eft prife affirmative; & qu'au cas,
que x eft prife negative, I'équation y——a ¥ x ne pourra plus éire em-
plc:-yu.’:e pour y —a.axx BrxV.x_*; puisque celle-la montreroic une
valeur réelle de y, qui et pourranc,a caufe du fecond terme, imaginaire.
Par conféquent le raifonnement de M. Gua n'a plus lieu dans ce cas,
quand il prétend, que I'équation y — « x & puille étre employée pour
connoitre la forme de la courbe pres du point A; d'ou il s'enfuivroic
fans doute, que la courbe s'¢tendroic dans la region des abfciffes nega-
tives: car I'autre terme négligé 3.+ xV x nous fait connoitre, que les
appliquées y deviennent alors imaginaires. Il n'eft donc pas permis de
négliger ce terme par rapport a e.x.x, que tandis que fa valeur ne de-
vient pas imaginaire, quoiqu'on prenne & iufiniment perite.

§. 14. Ayant ainfi trouve une courbe, qui a un point de re-
broulfement de la feconde efpece, il fera facile de s'imaginer une infi-
nit¢ d'autres courbes, dans lesquelles il fe trouve un pareil point de
rebroylfement.  Car a I'équation y = e v + BrxrV x on pourra
ajouter autant de puiflances de .x qu'on voudra, pourvi que leurs ex-
pefants foient des nombres affirmatifs plus grands que 25 puisque rous
ces termies Cvanoufront egalement par rapport au premier a.r.r,pourvd

Alem, de Pdcad, Tem, ¥, Dd l;]u'ﬂn
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qu'on fuppofe .+ infiniment petite, mais affirmative.  Car pour les va-

leurs negatives de . le feul terme B.x x 1 i rend cette hypothefe inu-

tile. De plus on pourraencore ajcuter ce terme xx P, pour avoir
y—eaxx+fBrxlV r—4 xaP

fi P marque une fonétion quelconque de x, qui évanouille en faifan:

x—o.

§. 15. Ileftaremarquer, que toutes ces courbes, qui font con-
tenués dans cette équation generale, auront au point de rebroufle-
ment A leur courbure finig, ou le rayon de la dévelopée y fera fini; tout
comme cela arrive dans les courbes, que M. le Marquis de I'Hopital a
formées pour démontrer l'exiftence du point de rebrouflement de la
feconde efpece. 1l fera a propos de rapporter ici quelques courbes
des plus fimples de cecte nature.

y=axx 4 BraVax du sm¢ ordre

y=axx + Bx3Vax du 77¢ ordre

j—exxy 4+ BrtVx du 97 ordre

J—axx + BasV x du 117 ordre

&ec.

qui toutes ont au commencement ou X —— o, un point de rebroufle-
ment de la feconde efpece, & le rayon de la developée elt dans ce
poinc d'une quantité finie.

§. 16. On peut rendre ces formules encore plusgénérales fans
augmenter le nombre des termes, en employsnc un zutre igne radical,
dont 'expofant eft un nombre pair, afin que la valeur foic ambigue;
ainfi nous aurons ces ¢quations

ou
y = axx .B.r.r'l:.r f:n.r.r—f—ﬂ.r.r‘lf’.r
y — axxy 4 frx "I:’.r’ y = axx + frx Vs
y — axx 4 Bl Va y = axx - (a3 Vx
y = axx - B’ T:’-l‘ y —arx - Bxi 'pi_rs
&e. &,

Teoures
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Toutes ces formules feront comprifes dans cette générale

=, .
2= . T
y—axx—— B 7, ou m marque un nombre affirmacif impair,
& # un nombre affirmatif pair quelconque. Le rayon de la dévelo-
pée fera dans toutes ces courbes au point de rebrouffement fini.

§. 17. Aulieu du premier terme exx on pourra aufli prendre
une autre puiflance de x plus haute, & alors le rayon de la dévelo-
pee au point de rebrouflement fera infiniment grand, comme dans ces
formules

m

y = ax? ﬁx3+:
™

y = axt - 13‘:4+ —
b

y =ars 4 e T m

&e.
&
ou plus généralement ;:m:k - Bx T 5 , ou £ marque un

nombre entier plus grand que 1, & les valeurs de s & » demeurent
comme dans l'article précédent.  Car fi £ écoic =1, le point de re-
brouffement deviendroit de la premicre efpece. 1l neft pas aufli né.
ceilaire que & foic un nombre entier, il peut écre un nombre rompu,
pourvi que la puilfance x* n'acquerre pas une valeur ambigue, qu
puiffe ¢tre auffi bien negative qu'affirmative.

§. 18. L'expofant £ peut aufli étre un tel nombre rompu me.:-
dre que 2, pourvu qu'il foit plus grand que 1, &dans ces cas le rayon
de la dévelopie au point A, oule trouve lc point de rebrouffement
de la feconde elpece, deviendra infiniment petit.  On pourra meme
prendre & plus petic que l'unit¢, pourvu que la puillance x* ne de-
vienne pas ambigue, ce qui arrive, fi £ eft une fration dont le denomi-
nateur eft un nombre impair. Mais alors la tangente de la courbe au
point de rebroullcment A deviendra perpendiculaire a l'axe AP, au

Dd 2 lien
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lieu que dans les cas précédens elle tomboit fur Yaxe AP méme.
Dans ces cas il faut remarquer,que le rayon de la developée au point
A fera fini fi #— %, (cas qui (e trouve exclus,); infiniment petit
i k> & infiniment grand i £ < %.  Ainfi cerre équation

y—eo V¥ =V x marquera une telle courbe MAN, qui aura
au point A un point de rebrouflement de la feconde efpece, ou le ra-
yon de Ia dévelopée fera infiniment grand.

§. 19. 1l eft aufli poflible que I'expofant # foit =, fans que la
1

puilfance ax * devienne ambigue : 'ambiguité Ceane détruite par le
terme fuivant, comme dans cette équation y—a Vx4 g VaV¥Vx,
ou le premier terme V x fe trouve dans le fecond encore apres le figne
radical, de forte que fi I'on prenoit le premier cerme Ve negarif, le
fecond en deviendroit imaginaire. Et en effec puisque x a dans le
fecond terme plus de dimenfions que dans le premier , cette courbe
aura au commencement aufli un point de rebrouflement de la feconde
efpece. Or cette courbe appartiendra au quatricme ordre, puisque
fon ¢quation étant délivrée des radicaux devient

yr—20axy® —4uifrry + etra—pEtx?—o
qui paroit éere |z plus fimple courbe douée d'un tel point de rebrouf
fement.

§. 20. Caril eft affez évident qu'un tel point de rebrouffement
ne peut pas avoir lieu dans les lignes du troifieme ordre ; puisqu'il
elt poflible de tirer une ligne droite, par un tel point dec re-
brouffement , qu'elle falle quatre interfeftions, ce qui demande aw
moins une ligne du quatritme ordre. Or je ferai voir bientdt, qu'il y
a une infinité de lignes du quatriéme ordre, qui ont un tel point de
rebrouflement , & il fera encore incertain laquelle d'entr'elles pour-
roic ¢tre jugce la plus fimple: G l'on ne veut regarder dans ce juge-
ment, que I'cquarion entre les coordonnees, la décifion ne fera plus
difficile, dis qu'on confidérera I'équation générale du quatriéme or-
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dre, qui renferme toutes les courbes de cette nature. Par la il eft aité
de juger, que dans le cinquiéme ordre & les fuivants le nombre de
telles courbes fera encore infiniment plus grand, de forte qu'on ne fau-
roit plus avoir le moindre doute fur 'exiftence de ce point de re-
brouflfement de la feconde efpece de M. le Marquis de I' Hopital,

§. 21. Laderniere formule y— alVx—~ 1V V' » ne differe
des precédentes, qu'en ce qu'ici I'axe AP cft perpendiculaire a la
courbe,au lieu que dans les précedentes équations elle éroit la tangente
mcme. Car on n'a quz changer y & # pour avoir ¥=Vy—VyVy,

4
& prenant les quarrésonaura x¥—y - 2y Vy—=yVy. Donc
fi ¥ & y font infiniment pertits, on rejettera le dernier terme, & ayant

y = xx, cette valeur fubfticuée dans le terme y]}y donnera x ¥V x,

de forte que yx—y—4-xxV'x ou y = xa+ x2Vx, quielt une

des ¢{quations precédentess.  De méme de lequation géndrale
k-2

[ e ::.rk - Ex -+ » (17), changeant les coordonnées x & 9,

b2

onaura ¥ —y ko ¥y Or puisque & & y font fuppofies
1

infiniment petites, il y aura yA— » & 9= a* ; donc

m & - ! m—f-n

.:r:yk —+x - y e y=V(r=2 b ﬁ):xT—}-f:-ﬁ_—
| mo—f=n

ou y== e 3 -+ E :_ﬂr, équation pour uneé courbe qui aura

au commencement un point de rebrouffement de la feconde efpece,
qui eft perpendiculaire a I'axe.

§. 22. De ces formules il eft aife d'en tirer d'autres, qui con.
tienrznt des paints de rebrouffement de cette feconde elpece, dont la
tange~te falle un angle quelconque oblique avec l'axe AP. Pour
commencer des cas les plus fimples, foit propofte cette équation y =

Dd 3 AK
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ar - Brx 4 yxxV.r, &on verra premierement, que la droice
AK fera latangence de cette courbe au point A, fipofant AP — .,
fera PK — ax. Enfuite qu'on conftruife la parabole AL de forte que
PL —ax —f xay, &qguon prenne LM = LN =vyxxV x; on
obtiendra deux branches AM-& AN, qui fe réiiniffant en A, y auront
pour tangente la droite AK, & leur courburc fera la me¢me, que celle
de la parabole AL; dcforte que la convexite de ces deux branches au
point A fera tournée vers laxe AP, Or fi le cocfficienc 3 eft negarif,
cette équation y —ax—B.x——7yxxVx repréfentera un point de re-
broulfement MAN, dont la concavité fera tournce vers l'axe AP.

§. 23. Ceute formule peut éere rendut plus générale de cette
e rd

maniere: y —— & X == Bxxr—47vyx Sy en fuppofant m un nom-
bre impair & 7 un nombre pair: on y pourra encore ajouter autanc de
puiffances de x qu'on voudra, pourvu que leurs expolants foient plus
grands que 2, & dans tous ces cas le ravon de la dévelopdée au point
de rebrouffement fera fini.  Or il lera  infinimene grand dans cee
cruation:

y—axr—Px : -7 x
fi 'expofant & eft plus grand que 2; mais infiniment petic, fi cet ex-

pofant t eft moindre que 2, mais pourtant plus grand que 1: ou il
elt a remarquer, qu'il peut aufli étre un nombre rompu, pourvu que la

puiffance x* w'en devienne pas ambigue.

§. 24. Pour rendre ces formules encore plus générales, foic P
une fonétion quelconque de x, qui n'ait aucune ambiguité, laquclle
devienne — o en fuppofant x — o.  Enfuite foit Q une telle fonétion
ambigue, qu'elle renferme auffi bien une valeur negatnve quathrmati-
ve, ou qui foic + Q, mais qui devienne imaginaire enprenant x nega-
tif,au moins tandis qu'il elt infiniment perit: & de plusque Q ¢évanouis-
fe en faifant x —o. Cela pofc, i eft clir, que cette équation:

— ¥

4"
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g—ax—xP (1+Q) défignera une courbe, qui aura au com-
mencement un point de rebrouflement de la feconde efpece: & cet-
te équation peut éere rendud encore plus gencrale en fuppofanc

—ax—-xP(1+Q)”, n marquant un nombre quelconque tanc
affirmarif que negatif. La fonftion P pourra aufhi éere ambigue, pour-
vu que fon ambiguité foic détruite par la fonftion Q, ce qui arrive i
elle renferme V' P, puisqualors P ne peut pas recevoir la valeur
negative.

§. 25. On pourroit rendre cette formule encore plusgencrale
en ajoutant a y des fonétions de y, qui évanouiffent par rapport a P,
fi 'on met x infiniment petit, mais je ne m'y arréterai pas, puisque
cecte formule eft déja fuffifante pour trouver une infinicé detelles lignes
courbes de tous les ordres aprés le croifieme.  Je remarquerai feule-
ment que faifantn —=—1, P—x & Q=¥ », on obrient encore une

e —:quifera comprife
1+ BV x 1
dans cetce Equation (y—&xx)? == gyyx, & qui paroit encore plus
fimple que la précedente. En changeant les conftantes pour remplir
uniformité, elle eragayy—2ayrxr—x* —baxyy.

§. 26. Par le moyen de ces formules il fera donc aifé de fout-
nir une infinité de lignes courbes, qui auronc un tel poine de rebrous-
fument de Ia feconde efpece. Mais il w'en fera pas de méme de la
queftion inverfe, fi 'on veut juger, I'¢équation pounr une courbe ¢tant
donnée, i cette courbe aura un tel poine de rebrouflement, ou non?
Pour déterminer le point de rebroulfement ordinaire, on a coutume de
chercher 'endroit,ou le differenciel fecond de 'une des coordonnées,
ou ¢vanouit, ou devient infini; puisque dans cet endroit la le rayon de
la courbure elt toujours,ou infini,ou egal a zero Maisdansle point de
rebrouflement de la feconde efpece le rayon de la courbure cft tantéc
fini, tantdt infiniment grand, tantoc infiniment petic; de furte que ce

poinc n'eft pasattach¢ a une certaine propriecé des differentiels feconds.
On

autre courbe du quatridéme ordre: y =
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On ne fauroit non plus rien conclure des differentiels du troifiéme on
de quelqu'ordre plus haut, puisqu'on pourra toujours afligner de tels
points de rebrouflement, ou tous ces differentiels ont des valeurs
quelconques,

© 4. 27. Nevoyant donc aucune mechode fire pour découvrir
cette cfpece de points de rebroullement,par quelque propriéeé des dif-
fercntiels, on fera obligé de fe tenir a l'analyfe des finis, ou de tirer le
jugement de l'équation en termes finis de la courbe. Or d'abord il eft
évident, que ce point de rebrouffement eft un point double de la cour-
be, & partant il faut commencer par chercher tous les points doubles
qui peuvent fe trouver dant la courbe propofée, & enfuite le juges
ment, {i un tel point double eft en méme tems un point de rebrouffe-
ment de la feconde efpece, ne fera plus difficile. Or pour reconnoirre
les points doubles on peut faire ufage des differentiels; car ayant dif-
ferentié I'équation propofée entre les coordonnées x & y, on fuppofera
féparément égaux a zero, tant les termes qui contiennent les 4 , que
les dy: & les cas, ou ces deux équations jointes a I'équation méme de
la courbe, auront les mémes racines, montreront tous les points dou-
bles, qui fe trouvent dans la courbe propofie.

§. 28. Par ceree methode ayant decouvert les poines doubles
de la courbe propofée, on jugera de-chacun, s'il eft un point de re-
brouflement de la feconde elpece, ou non, de la manicre fuivance.
On tirera par le point double 2 volonté une droite, qu'on rcgardera
comme l'axe, fur lequel on prendra depuis le point double les abfcifles,
qui foient —= ¥, & les appliquées — y, qu'on fera, ou perpendiculai-
res, ou inclin¢es fous un angle quelconque a 'axe.  Cela fair, I'équa-
tion pour la courbe entre x & y fera toujours telle, qu'il ne s'v trou-
vera, ni aucun terme conftant, ni lestermes ob x & y n'ont qu'une feule
dimenfion, & partant I'cquation, qui réfulte, fera toujours comprife dans

cetre forme géncrale.
ciux=+F#J+Tf‘+ dx3 +ix*}-7|-f-t'f‘—f—ﬂy? 4+t ix7 g+ &
Car
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Car toutes les fois gue dans I'équation manquent le terme conftant &
les ternics &y, ¢ ‘ot vrie may ‘que feure,que lacourbe aura au commen-
cement, 0t + —= 0 & y = o, un point double, ou une interfe@tion de
deux biasches.,

§. 29. Enfuite on fuppofera ¥ & y infiniment petits pour avoir
cette équation o —a & & - £ ¥y - ¥y}, done les racines y = —

B x ER o
—+xV ([ -—- — — )marqueront les tangentes des branche
2y syy ¥/ . “

qui s'entrecoupent au commencement, Donc fi ce point double eft
un point de rebrouffement, il faut que ces deux tangentes foient les
mémes, ce qui arrive fi 22 — 407y. Par conféquent s'il n'y a pas
£f—4ay, ou fi l'equation, en fuppolant x & y infiniment perits, n'au-
ra point deux racines égales, ce fera une marque fure, que le point
double n'eft pas un point de rebrouflement, foit de la premiére ou de
la feconde efpece. 1l ne refte donc que le cas de deux racines égales
pour entrer dans le jugement, sl y a un point de rebroaflement de
la feconde efpece ou non.

§. 30. Mais {i les deux tangentes conviennent,on pourra pren-
dre cette commune tangente pour axe, & alors I'¢quation pour la
courbe aura cette forme.

o—Ayy+Ba’ 4+ Cax?y+Daxy* +Ey’ +Fat + Gy + &,
Naintenant il faue voir, fi les deux branches ont tourné leur cour-
bure du méme coté. Pour cet effet il faur, que dans la fuppolition de x
infiniment petit, en heégligeant tous les termes, qui ¢vanouiflent par
rapport aux ausres, la valeur de y ne devienne pas ambigue, cefta
dire, il faue qu'il oitou y Taxw, ouyTax’; ouy “Taxr? &
Soity—aya, Cequ et le cas ou le rayon de la developée devient
fini, & alors on aura en négligeant les dimenGons plus h autes que la

quatrieme.
o—a*Ax? 4 Ba’ 4= aCxr* = Fat

Miwcires de " Acadepvic. Tom. V., Ee donc
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donc il faut qu'il foit B—=o0, & que a n'obtienne pas une valeur douhl.
de I'equation a* A—4 & C—4-F—o,ouque CC = 4AF, defor.
que Ayy -} Cxxy -~ Fax* devienne un quarré.

§. ar. Donc a moins que I'équation n'ait pas cecte forme

(}"-—ﬂx.t == Bry?*—=Cyi—+-Daiy—4- Ex xyy—+ Faryd —-&c

Ja courbe n'aura pas un point de rebrouffement de la feconde efpece
Mais cela ne fuffic pas encore; il faue outre cela, que dans I'expreffior
Bxy? 4 Cy3 &c. fi 'on met y—a.xx, laplus bafle puiffance de &
foit impaire. Par 12 on comprend aifément, que fi 'équation Ctnii
(y—ax3)? — Bxy? == &c. cette partie doit avoir toujours Ia
méme propriété, qu'aprés avoir fait y —ax? la plus balle dimen-
fion de . foit impaire & plus haute que x¢ ; & certe méme maxime
fe doit obferver dans les équations plus compliquées ; de forte que
le jugement du point de rebrouffement de la feconde efpece ne fera

jamais difficile en fe fervant de cette maniere.

§. 32. De la nous pourrons donner une équation générale pour
toutes les lignes du quatrieme ordre, qui auront un point de rebrouf
fement de la feconde efpece ; laquelle fera

(y-—n‘.-f#‘ :':J-'l-"_}':—l—E}'J—f—C*I}'"i*D#f}'H'E:J'j'f‘FJ' 4,

Car cette dernicre partic Axry® —— By? 4= Ca?y &c. deviendra
au commencement ou y —ayx ¢gale a

¢*Ax’ -’ By'4-aCr’—a’Da’—a’Ex? - a*Fx’

& partant en négligeant les plus hautes puiffances de &, 1'équation fera
pour le commencement

(y=ax*)""a (aA+4-C) x* ouy —axs + xxVa(aA—4-C)a.

Dong
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Donc pourvu que ¢ A—C ne foit pas égal a zero, les lignes
comprifes dans I'¢équation générale donnée auront un point de rebrous-
fement de la feconde efpece. Par conféquent cette propriéeé aura lieu
toutes les fois, qu'il n'y a pas C—= —aA; & alors ce point de re-
brouffement fera de cette nature y —exrx - Exx V.

§. 33. Maisquand C —=—a A, il y aura encore des cas, o
I'équation :
(y—axa)* —Axy(y—axx) + By’ +Daxyy+ Exy? 4 Fy*

contient des courbes d'un tel point de rebroulfement. Pour trouver
ces cas, on n'a qu'a fuppofer, pendant que x eft confidéré comme infi-

niment petic :
y—axxy - pga’d 4=yt Vo

& apres avoir déterminé 2 & ¢ on parviendra a cette equation:
(y—axx—3 Axy)* = Byy(y—axx)—=Exy’ -~ Fyt

qui renferme encore une infinic¢ d'autres courbes, qui ont toutes un
tel poinc de rébrouflement. Donc en regardant la fimplicit¢ de I'équa-
tion,il n'y a aucun doute que cette ligne (y—axx)* = Axyy ou
— 2T e foit la plus fimple qui aic cette propriéeé
e e RE J PEEE

§. 34. Soit propofte pour donner un exemple de la methode,
quc je viens d'expliquer, cette ligne du cinquiéme ordre, dont I'equa-
tion eft :

X
(1—- :t-) (e@a—22)* 260y —x*—2xraz2.

Pour trouver fi cette courbe a un point de rebrouffement de la
feconde elpece, je cherche premicrement,fi clle a un point double.
Pour cet effet 'équation propofée donnera par la différentiation en

{uppofant & conftanc :
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—4 (1= 35:—) (ag—2z) 2dz -4 4xxzdz2 = o.

Or en fuppofant z conftant nous aurons :

_":L_‘r (ea—22)° — qaaxdxr — 4x7dx — 4xzzdx.

A ces trois équations fatisfont ces valeurs ;
r—o & z=—*+ a
§.35. Certe courbe aura donc deux points doubles, & pour cher-
cher la nature de chacun, je fuppoferai 2=—a—y, car il eft clair de
I'équartion propofte, puisqu'elie a un diametre fur lequel font prifes
les abfcifles x,que ces deux points doubles feronc femblables entr'eux.
Or pofant 2 — @ — y, ®ous aurons certe ¢quation:

(1-—%);3(25—3'}2 —2aaxx—xt—2xx(0—y)?

ou bien:
3 4 gyt P
4aajy—4ay*+y*—4axyy-+4x)y == —2aax ¥+x*"_"0
-4ﬂx.ry+1.rr_]r_j! e R

& partant.
Xyt
a
D'o1 il eft clair que cette courbe a deux points de rebrouffement de la
feconde elpece.

§. 36, Pour connoitre la figure de cette courbe, onn'a qu'a
chercher la valeur de z z de I'équation propofée, qu'on trouvera

(2ay—xx)* == 44y’ + 4axyy+y*+ 42y’ +22xyy—

axxtx*Vax xxVoa
r2—aa— , U2z —a4qd—=——————, Dela
a—x Va+¥Vax

quelle on tire les endroits ou I'appliquée z evanoutt, par le moien de
cetee Equation aaVe+aalVx —xa Va—=o ou(ea—xx)*=a’x
qui a deux racines réelles qui fone:
XS 0;52408876m; &xr—"1,49021024
Eafujte
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Enfuite la valenr de dz fera—o, dansle cas V=4V aour—
lf.a:: 1,7777 a; &lavaleurded x fera— o, o1z = 0, c.a.d,

ou la courbe coupe l'axe.  Mais fi nous fuppofons » — ’—f , Tous
aUroOns ou £ — ’,“?‘1 as ouzTT__—— -f-g?—y aa, dontla derniere valeur
elt imaginairc. Enfin on voit que la courbe aura aufli une afymtote
perpendiculaire a l'axe, oux —a.

§. 37. Cette courbe eft repréfentée dans la g« figure, ot CO
eft I'a<e & en méme tems le diametre de la courbe, C le commen-
cement des abfcilles x. Les points A, A font les deux points de re-
brouflement de la feconde cfpece, que nous venons de trouver étant
AC—a. Lesdeux branches qui conftituent ces points de rebrous-
fement, forment la lunule ABADA. Owutre celaprenanc CE — a,
Ja droite FE F perpendiculaire al'axe C O fera une afymtote de deux
autres branches | H K &1 H K, qui de K, & vont en divergeant a I'in-
fini, ayant en H, H leur plus petite diftance a 'axe C O, On voic
aulli qu'on peut tirer une droite, qui coupe cette ligne courbe en §
points, fuivant la pature des lignes du 5™ ordre.

Ee 3 RECHER.

Fig. 9.



