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CONTINUATION
DES RECHERCHES

SUR LA THEORIE DU MOUVEMENT
DES FLUIDES,

paR M. EULER.

L

A}fﬂﬂt réduit dans mes deux Mémoires précedens toute la Théorie

des fluides, tant de leur équilibre que de leur mouvement, 4
deux équations analytiques, la confidération de ces formules paroit de
la plus grande importance; puisqu'elles renferment non feulement rout
ce qu'on a déja découvert par des méthodes fore différentes & pour la
plipart peu convainquantes, tant fur I'équilibre que fur le mouvement
des fluides, mais auflt rout ce qu'on peut encore défirer dans certe
Science. Quelque fublimes que foient les recherches fur les fluides,
dont nous fommes redevables & Mrs. Bernonllis, Clairaut, & & Alem-
bert, elles découlent fi naturellement de mes deux formules générales :
qu'on ne {cauroit affés admirer cet accord de leurs profondes médi-
tations avec la fimplicité des principes, d'ol j'ai tiré mes deux équa-
tions, & auxquels j’ai éé conduit immédiatement par les premiers
axiomes de la Mécanique.

II.  Quoiqu'il ne foit pas fouvent & propos de donner & nos re-
cherches une trop grande érendue, de peur gu'on ne tombe dans un
calcul trop :nmphqué dont on ne puiffe faire | ‘applicarion aux cas les
plus fimples, qu’avec bien de la peine, il arrive ici précifément le con-
traire : puisque mes équations, quelque générales qu'elles foient, ne
laiffent pas d’écre aflés fimples, pour les appliquer aifément 4 rous les
cas particuliers : & par cela méme elles nous prélentent des verités fi

uni-
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univerfelles, que notre connoillance en tire les plus grands éclaircifle-
mens, quon puifle fouhaiter. Er enfuite la plus grande univerfaliré
qu'elles embraflent, n'empéche pas, qu'elles ne foient presque aufli
fimples, que lorsqu’on confidére des cas particaliers.

IIE.  J'ai déjd remarqué que mes formules renferment roure [a
Théorie rant de I'équilibre que du mouvement des finides: or, par
rapport 4 la nature des fluides, elles s'étendent également aux fluides
nommés elaftiques, qu'a ceux qui ne font pas fufceptibles de com-
preflion : & & I'égard de ceux-ld, de quelque maniere que la denficé
puifle dépendre de l'elafticité,, foit que ce foir felon une loi conftante,
ou variable d’une maniere quelconque. Enluite, quelles que puiffent
érre les forces accélérarrices, qui agiflent fur les élémens du fluide,
leur effet elt auffi compris dans lesdites formules ; & enfin, de quel-
ques forces externes que le fluide foit follicité, & quelle que foitla figu-
re du canal, ou vaiffeau, ot le fluide fe trouve, il y eft tenu compre
de toutes ces différentes circonftances.

IV. Soit que la queftion roule fur "équilibre, ou fur le mouve-
ment d'un fluide; & qu'on demande, ou la viteffe & direction de che-
que particule, ou les forces, que le fluide exerce fur les parois du
vaiffeau, qui le contient, ou la réfiftance, quun corps folide, quiy
eft plongé, eflaye, ou I'élalticité & la denfité du fluide, lorsqu’il elt
compreflible en chaque endroir : routes ces queltions, & d’aurres fem-
blables, qu'on peut imaginer rant fur Iéquilibre que le mouvement des
fluides, fe réduifent 4 une feule recherche, qui eft celle de I'érar de pres-
fion, ot le fluide fe trouve dans chaque point.  Je mefure certe pres-
fion par la hauteur d'une colonne d’une matiere pefante homogene,
dont je pofe la denfité = 1, en forte que, pour trouver la preflion,
qu’une furface infiniment petite foutient, on n'a qu’a multiplier certe
furface par la hauteur, qui lui convient, & le poids de ce volume,
€ant rempli de ladite matiere homogene, fera égal 4 la preflion
cherchée.

Rr 3 V.
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V. Cleft pour cette preflion, ou plutdt la hantenr, qui lni ferr
de melure, que je donne une équarion différenticlle, & rour revient
en rrouver lintégrale. Mais, comme cette équation renferme plufieurs
variables, on n'en fauroir enrreprendre lintégration, avant qu'on ait
découvert le rapport entre cvs variables, qui eft nécellrire pour la ren-
dre intégrable. On tire de li les conditions de tour le mouvement,
tant par rapport 4 la vitefle de chaque particule qu'i la denfiré, quis'y
trouve en chague point, & a chaque inftant; de forte qu'une feule équa-
tion différentielle renferme i la fois pluficurs déterminations différen-
tes. L'intégrarion en elle-méme ne donne que la feule dérermination
de la preflion, mais l'intégralité tient lieu de plufieurs équations, qui
fourniffent les autres dérerminations effentielles 4 la Théorie du mouve-
ment des fluides.  Or, pour avoir routes les dérerminations, par les-
quelles en chaque cas le mouvement elt entierement déterminé, il faur
joindre & cetre équation l'autre équation, que jai trouvée.

VI, Certe autre équation peut étre regardée comme finie, puis-
qu'elle ne contient point des différentiels, quoiqu'elle en renferme des
sapports.  Elle eft fondée fur la continuité du fluide, & exclor rant le
vuide, que les parricules du fluide pourroient laifler entr’elles, que
leur pénétration mutuelle.  Certe derniere circonftance eft aoffi effen-
tielle aux corps Auides que lolides; mais a 'égard de'autre, il peut bien
arriver, que les parties du fluide fe féparent aftuellement, en laiifant
entr'elles un vuide, comme nous voyons dans les jers d'eau, qui font
diffipés enfin en gourtes.  Les parties érant alors entidrement féparées
entr'elles, il eft évident qu'en n'y faurcit plus appliquer mes formules;
& moins qu'on ne veuille confidérer chaque goutte féparément, entant
qu'elle conftitue un corps fluide & parr. Toute la Théorie des fluides
et donc uniquement fondée fur deux équarions, dont I'une contient la
preffion, & l'autre la continuité du fluide, dans toutes fes parties.

VII. Sansentrer de nouvean dans le dérail des raifonnemens,
qui m'ont conduit A ces deux équations, je me contenterai de merre
ici
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ici devant les yeux les équations mémes. Er d’zbord je confidére le Fig 1,
fluide comme rempliffant un efpace quelconque Z, je le rapporte fe-
lon la maniere ordinaire & trois axes fixes & perpendiculaires entr’eux
su point O, par le moyen des trois coordonnées :
OX=«x; XY=y, & Yi==x

paralleles aux trois axes OA, OB & OC. 1l eft évidenr, que ces
trois coordonnées font indépendantes entr'elles ; car pour aveir rous les
points du fluide, il faur faire varier chacune féparément: & quand
on aura donné i deux des valeurs dérerminées, la variabilicé de la troi-
fi¢me nous découvre encore une infinité de points différens. Clelt
donc par ces trois coordonnées que le liew de chaque point du fluide

elt dérerminé.

VIII. Mais quand il sagic de différens artributs, qui convien-
nent & la parricule du fluide, qui fe rrouve dans ce point, il ne fuffic
pas d'en [avoir le lieu; il faur ourre cela conkdérer, que I'érar du Auide
dans ce méme point peur varier avec le rems, ce qui amene dans le
calcul la goatriéme variable, indépendante des trois aurres, & par la-
quelle eft marqué I'inftant du tems, pour lequel on cherche I'érar de
la particule du fluide, qui fe rrouve alors au point Z.  Pour cer effet
il faur érablir une époquelxe, depuis laguelle nous comprons le rems :
foic donc ¢ le rems écoulé depuis cetre époque jusqu’d l'inftanr en ques-
tion; de forte que laqueltion déterminée eft a préfent dechercher 1"érac
du fluide au point Z, dontle lieu elt déterminé par les trois coordonnées
x, v, & =, & pour le tems depuis I'époque érablie == 2. Je marque
ici comme ordinairement le tems par efpace divifé par la viteflt, & la
moitié du quarré de chaque vireffe dormme lahauteur, d’oll un corps gra-
ve tombant acquiert une vitelfe égale.

IX. Enfuite, je pofe pour le point Z déterminé par les trois va-
righles x, y, & %, & pour le tems = ¢ la preffion du fluide expri-
mée par la haureur = g, de la maniere que jai expliquée cy-dzflus.

Or, de quelque maniere que ceite haweur p kra wouvée, on la pourra
tou-
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toujours regarder comme une fonétion des quarre variables x, y, %,
& t, de forte que fi 'on mer le tems ¢ conltant, on en rrouvera la
preflion pour tous les points Z du fluide, & au méme inftant ; mais fi
l'on fait conftantes les trois coordonnées x, ¥, & &, on en connoitra
les preflions au méme peint 7 pour rous les tems.  Daps les cas donc
ou la preflion au méme point Z demeure toujours la méme, elle fera
exprimée par une fonétion du lieu feulement, ou des trois coordonnées
x, ¥, o, lans que le tems 2 y entre.

X. Nenelt de méme de la denfité du fluide, en cas qu'elle foit
variable, comme nous devons le [uppofer pour rendre nos recherches
aénérales. Soit donc 7 la denfiré du fluide au point Z & pour le tems
¢, & ¢ doit aufli écre regardée comme une fonltion des quatre va-
rigbles x, ¥, 3, & t: la mefure de la denfité 7 eft déd déterminée
par la denfité de la mariere grave & homogene mentionnée cy - deflus,
laquelle eft exprimée par I'unité, d’od la denfir¢ indéfinie 4 fera expri-
mée par un nombre abfolu. Lorsque la denfité eft partour & roujours
la méme, comme il arrive dans les fluides incompreflibles, je pole

—g. Dans les fluides élaftiques, ou plutdr compreflibles, la denfiré
¢ dépend de la preflion p, ou uniquement, ou de plus d’une fonétion
des varisbles x, ¥, =, & 73 ol je remardllk que ia preflion p mefure
en méme tems P'élaflticité des fluides au point Z ; vu que V'elalticité eft
toujours balancée par la preflion.

XI. Aprés la preflion & la denfité, il faur confidérer les forces
accélérarrices, par lesquelles tous les élémens du fluide fonc follicités,
& donr la gravité n'elt qu'un cas parriculier, dont jexprimerai la force
accélérarrice par I'unité, & partant les autres forces accélérarrices par
des nombres ablolus,  Or, quelles que foient les forces accélérarrices,
qui agiffent fur I'élément du fluide en Z, on fair qu'on les peur tou-
jours réduire & trois, felon les direttions ZP, 20, & ZR, fixes &
paralleles & nos trois axes, Soient donc ces trois forces accélératrices :

felon ZP=P; flon ZQ=Q; [elon ZR =R,
Si
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Si elles dépendent uniquement du lieu Z, elles feront des fon&ions
des trois variables x, y, =; mais fi 'on vouloir qu'elles variaffent
aufli auec le tems, leurs expreflions renfermeroient outre cela la qua-

tri¢me variable 2.

XII. Enfin, fi le Auide eft en mouvement, quel que foir le mon-
vement de la particule, qui fe trouve & préfent au point Z, on le peut
aufli décompoler felon les mémes trois directions fixes ZP, ZQ,
& Z R ; foient donc les vitefles de I'élément en Z

felon ZP —u; felon ZQ—=v; felon ZR—=w
de ces trois vitefTes dérivées on connoitra non feulement la vraye vi-
tefle du point Z, mais aufli fa direCion. Car la vraye viteffe fera
¥Y(uu —— vv -4 ww), que je nommerai — &, & les frac-

tions = ; : L4 exprimeront les cofinus des angles, fous lesquel-

8’ 8’ 8

les la vraye direétion eft inclinée aux axes OA, OB, OC. Ces vi-
teffes doivent aufli en général éure envilagées comme des fonétions
quelconques des quarre variables x, y, 2, & ¢, puisquil pourroic
arriver qu'au méme point Z le mouvement variar aveg le tems.  Or il
eft évident, que lorsquon aura trouvé pour quelque cas dérerminé, ces
fonétions «, v, & 1w, on lera en éear d'afligner le vray mouvement,
que chaque particale du fluide aura & chaque inftant.

XI1l. Pour ne rien omettre, qui puiffe fembler néceffire a I'é-
clairciffement de mes formules, je dois expliquer une maniere parti-
culiere d’exprimer certaines veleurs différentielles , quoique je I'aye
déjd employée plufieurs fois. Lorsque s marque une fonétion quel-

ds _
conque de &, ¥, =, & ¢, cette expreffion (E-) marque le diffé-

rentiel de 5, (qui réfulte dela feule variabilité de », en pofant les autres
quantités ¥, 3, & ¢ conftantes,) divilé par dx ; d'olt 'on comprend

i i (‘E) ‘“) 2. Donc,
ce que [ignifient ces expreflions 5/ 2 \7:/) * \ar) onc, fi
Ss

Mim, de T dcad, Tom. XL e
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le différentiel complet de 5 eft ds = Ldx —4~Mdy~-Ndz—+-0dt,

on voir quil y aura ﬁ:h:rn cette maniere décrire

(=1 @)=w @)=x G)=0.

Donc, en -:unnmﬁ'ant tous les différenriels particuliers, on en formera
gif¢ment le différentiel compler, qui fera :

’d s ds ds
J!_JI(E‘)—I-.J'}I(EE = dz )-—-—|—-—-ﬁ’t ),
dont il eft bon de bien remarquer la compofition, puisqu'elle nous fer-

vira & épargner quantité de coéfficiens, que nous ferions obligés d'in-
troduire dans le calcul,

XIV. i eft démontré, que dans un tel différentiel complet :
ds—=Ldx =} Mdy 4 Ndz 4 Odt,

les cokfficiens L, M, N, & O, ont toujours un tel rapport en-
tr'eux qu Ml ya:

=G =G :fﬁ>=cif
:"M) ( ) (JM J;)) ( ,,-.?EJ-.

& cette méme maniere d'exprimer peut fervir & demnnrrﬂr cetre helTe

; d )
propriéeé. Car, puisque L — (;—:—_)foprimﬂns %) Pﬂr(;%)’
ce qui marque qu'dl faur différentier deux fois s de {uite, en po-
fant la premiere fois la feule x, & la feconde fois la feule y varia-

ble, & omettre les différentiels dx & dy. Cela remarqué, on aura
(5)=5) « &)=Ga);
dy xdy d ¥ ydx/

or
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d’n".r)__ dds

=\BT) d'od la véried

or il eft aifé de montrer que ( =%

de cette propriété devient évidente.

XV. Maintenant je pole pour abréger:
)+ (@D +r )+ (%)
V=) G+ () + ()
2= () +e(G) + o (D) +e (D),

& I'dquation dnﬁ'érent{clle qui décermine la preflion p eft:
i —Pdx 4 Qdy == Rds — Xdx — Ydy — Zds,

7
dans laquelle le tems ¢ eft fuppofé conftant.  Or I'autre équation
tirée de la continuité du Auide eft :

() <)+ () ()=

& ce font les deux équations qui contiennent toute la Théorie tant

de I'équilibre que da mouvement des fuides, dans la plus grande
univer{alit¢ qu'on puille imaginer.

XVI. Lorsquil eft queftion de ¥'équilibre, on n’a qu'i faire éva-
nouir les frois virefles », v, & w, & puisque slors les quantités X,
Y, & Z, évanouillent aufli, toure la Théorie de I'équilibre des flui-

des eft cnnn:.nué dans ces deuu équations :
ﬂr‘p — Pdx 4+ Qdy = Rdz, le tems ¢ érant conftant,

&' (:)_ﬂ' ' 3s 2 de
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de forte que la denfité ¢ doit étre une fonflion indépendante du
tems £, ou bien la denfité au méme endroit Z, fera toujours la mé-
me. Donc, puisque dp = Pgdz 4~ Qgdy -4—Rgd=, ceue for
mule doit ére un différentiel complet, & partant il faur que les
forces P, Q, R, ayent tant entr'elles qui la denlité¢ ¢ un tel rap-
port qu’il foit :

.Pg __(d{} i J.F:p) Jﬂg .*IR
GDH=CD GD=(TD: GH=GD
& quand ces eonditions n’ont pas lieu, il eft impoflible que le fluide
puifle jamais parvenir I'érar d'équilibre.  Je pafle d'autres proprié-

tés, que jai fuffifamment dévelopées dans mon Mémoire fur I'équi-
libre des fluides.

XVII. Pour le mouvement en général, puisque I'équation
différentielle eft :

dp =g (P=X)dx -9 (Q~-Y)dy 4 g (R-Z)ds,
afin qu’elle foit poflible, nous aurons de femblables déterminations :

(cﬂarf;-x;) = (4QY)
(LB-X) — (LaR=2)
(‘5':?(*}5—?)) = (iffi"z}),

de forte que la feule premiere équation renferme quatre dérermina-
tions, mais auxquelles on peur farisfaire par une infinité de manieres
différentes. Ces trois dernieres conditions ne dérerminent donc ab-
folument les trois vitefles, mais en chaque cas il faut avoir égard aux
autres circonftances, comme a I'étar inirial, 4 la figure do vaiffeav, &
aux forces externes, qui agiffent quafi par des piftons fur le fluide.

Ces
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Ces circonftances n’entrent pas en confidérarion dans I'"équation diffé.
rentielle, mais il en faur tenir compte dans lintégration.

XVIIl. D’autres qui ont traité cette mariere, i 'on en excepte
M.d’.Alembere, n'ontdonné au fluide qu’une érendu# par deux dimenfions
tout au plus, ou du moins ils ont fuppofé que le mouvement de chaque
particule fe fafle dans le méme plan, & partant on ne peut regarder que
comme particulieres les formules qu'ils ont trouvées; aulien que celles
que jeviens de donner, fonr rout 4 fait générales, & on ne fauroir imagi-
ner aucun cas, quelque compliqué qu'il puilfe &cre, quin’y feroit pas com-
pris. I fera donc bon de faire voir d’abord, que rour ce qu'on adécouvert
jusqu’ici fur le mouvement des fluides, fe déduir fort ailément de mes
formules générales: or presque tour ce qu'on @ donné fur cetre ma-
riere, fe réduit au mouvement des fluides par des ruyaux infinimene
étroits, ou gu'on peur au moins regarder comme tels, de forte que
dans ces cas on ne congoit qu'une feule dimenfion rant dans le flui-
de que dans fon mouvement. Enfuite je ferai sulli voir comment
tout ce qu'on a écrit fur le mouvement des fluides en confidérant deux
dimenfions, découle trés naturellement de ces mémes formules,

XIX. Que le fluide foir donc renfermé dans un ruyau FZV,
dont Pamplitude foit partour quali infiniment perite, que je fuppolesai
néanmoins variable, ce qui nous riendra lieu de la feconde équation
tirée de la continuité du fluide. Car nous n’anrons qu'a fuppofer par-
tout le mouvement & 'amplitude, telle que la continuiré exige. Pour
cet effer foit dans un endroit fixe du tyan F l'ampiitude = F, &
aprés un rems quelconque = #, foit la denfiré du fluide en F — @,
& la vitefle vraye dont le fluide s’y meur dans le tuyau — w ; & quel-
que variables que puilfent étre la denfité @, & la vitelle w, leur chan-
gement dépendra uniquement du rems ¢, de forte que @ & w ferong
des fonétions du tems ¢ feulement. Maintenant, fi nous fuppofons a
un endroit quelconque Z I'amplitude du ruyau — r», qui fera une
fonction du feul lieu Z, fans qu'elle dépende du rems #, & que nous

Ss 3 pofi-
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pofions aprés le tems ¢, la denfité du fiuide en Z = 7, & la vraye
vitelle —# ; & par la continuité du fluide, il faut qu'il fubfifte un cer-
tain rapport entre ces quantités, qui répondent aux fections F & Z.

XX. Pour trouver ce rapport, nous n'avons qu'd chercher la
quantité du fluide, qui occupe maintenant le tuyau FZ, & la pofer
égale & celle, qui occupera aprés I'élément du tems d#, la parde da
tuyan 3, prenant Ff— wder & wdt. Pour cer effet foir la lon-
gueur du ruyau FZ — s, & il eft clair que la quantité du fluide, qui
remplit & préfent le wyau FZ, eft = f7rrds:  or aprés I'élément

du tems J¢, puisque la denfité 4 fe change en ¢ - 4'¢ ( 'g).
la quantité du fluide , qui rempliroit la méme longuevr FZ, feroit

d
= [grrds —=dt frrds (ﬁ) : ajoutons y la petite porrion, qui

occupera I'élément Zz — gdt, qui fera = grrudt, & en rerran-
chons la portion , qui répond i l'elpace Ff— wdt, qui feroit
fFowde, pour avoir la quantité du fluide, qui remplira apris k
tems dt V'elpace du ruyan f=, qui fera:

— fqgrrds == dt [rrds (%) —=rrgudt — fFpuwde.

Or celle-cy devant Etre :Egaf: d celle qui occupoit suparavant le tuysu
F7Z, oua fgrrds, nous aurons cette €quation :
d
rrgB = fQw—/frrds —J'-f )
qui tiendra lieu de 'équation tirée de la continuité du fluide.

XXI. Soient mainrenant comme auparavant les forces accélérg.
trices P, Q, R, quiagiflent for I'éiément du fluide en Z, felon les
directions 2P, ZQ, & ZR, & que », v, w, expriment les vi-
teflis dérivées du flude en Z , felon ces mémes direftions pour le
tems écoulé = ¢; ces directions éranr priles paralleles aux trois axes

fixes
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fixes OA, OB, OC, auxquels je rﬂppurrf.: les trois coordonnées
OX=w, XY—y, & YZ — =, qui déterminenr le lieu du point
Z. Or, puisque le ruyau FZ eft regardé comme une ligne immobile,
fa narure fera exprimée par une double équarion entre les trois coor-
données x, ¥, & % ; ou bien rant ¥ que = fera exprimé par une
certaine fonction de x ; & puisque s = V (dx?*——~dy* —4=d=z3),
la longueur du tuyau FZ = r, fera aufli une fonétion de x: de mé-
me que l'amplitude du ruyau en Z = #». Ou réciproguement on
pourra regarder les quantités x, y, =, & rr, comme des fonétions
de la feule variable s, dont la nature fera connué, quand on [up-
pole donnée la figure du twyau.

XXII.  Puisque la vitefle vraye # fuit la direétion du tuyau en Z

nous en connoitrons les vitefles dérivées, qui ferone :
__ddx #dy _#ds
ey v Y= b Mgy s
d’'olt nous rirons comme en général ¥¥ = ww 4= vv = ww
enfuite nous aurons :
udy —vdx; wds —=wdx; & vdzs " wdy.

Or je remarque de plus, que puisque les deux varisbles y & 2 ne
varient qu'avec x, de forre que prenant x conftante, les deux aurres
y & =, ne fubiflent point de changemens; ;l" nous rapportons rout 4 la

variabilicé de ., les expreflions E—Tf) ) 79 &c. évanoui-

du
ront ; parce que J_ga( ) marque le différenticl de %, fi 'on fup-

pofe », & 5, & 2, n:unﬂ'nntes or pofant » & ¢ conftantes les quanti-
tés u, :.r, w, ne faumiem‘ plus varier. Donc nous surons :

4 d
= (e () Y= () () =2 () ()
de forre que rous n a_’runs dans ce cas que deux variables » &
XXIIL
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KX De la nous obtiendrons :

e Yz (YOG i Y () 5D

Or, puisque vdy —vdx & wds — wdx, nous aurons:

_,f. d (%") +udy (%) +ud 5(% — udy ﬂr-—_:_{)+wfx G:IU) +wrﬁ=-(j—é)

::r!.t‘( EJ?)%-C;: | (w{;,ff):a'x %):HHH

en ne fuppofant que x variable, ou bien en ne fuppofant que le rems #
conftant, puisque nous n'avons que deux variables x & ¢.  Enfuire

dcoule de v — % , puisque le rapport Z—r'é, ne dépend point du
du\ __ dxfds
tems ¢, nousaurons { — ) = -\ — |, & partant :

d dw dx? dn? pd d
i (GG === =4

Par conféquent nous aurons :
Xir4+-Ydy+Zds —ds (j-—j) —+ 8ds,
en fuppolfant dans te terme #d% le tems ¢ conftant.

XXIV. Donc, expofant la preflion du fluide en Z par la hau-
teur p, DOUS parvenons a cette équation différentielle :

Y

ol le tems ¢ eft fuppofé conftant, tour comme le terme v’y le renfer-
me déja: & cette équation jointe & l'autre tirée du principe de la con-

d
tiouité rrgE — Jgj-’]:p:uf-—---_,.l"i'*r-:I"s(?:;)1r

renferme toutes les déterminations du mouvement du fluide par le tu-
yau
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yau FZ. Je remarque ici en paffant, que fi au lieu de rapporter les
quantin;:; y & % & x, jeullerapportéou » & 2 d y, ou x & y
a %, Jeulle trouve la méme Equation dlﬂ"ﬂrﬁnnellc, ce qui eft évi-
dent, puisque aucune de ces trois coordonnées n'y entre préférable-
ment aux autres. Elles n'y paroiflent méme plus que dans le membre
Pdx 4= Qdy -4~ Rds, qui réfulte des forces follicitantes.

XXV. Voili donc les formules pour le mouvement d'un fluide
quelconque, tant incompreffible, que compreffible felon une loi quel-
conque, & follicité par des forces accllératrices quelconques, par un
tuyau d'une figure quelconque ; que perionne n'a encore données dans
ce degré de généralité autant que je fache. Mais auffi dois- je avolier,
que dans cette grande érendué on ne fauroit découvrir lintégrale de
cetre équarion différentielle ; d'ou dépend cependant roure la détermi-
nation du mouvement.  Or, fi nous fuppofons le fluide incompreTible,
& que [a denfité foir parrour & roujours la méme — g, ce qui eft le
cas auguel on s’eft principalement borné, i caufe de ¢ — p —¢,
nos deux équarions pour le mouvement dans ce cas deviendront :

-ir—F: Pdx 4+ Qdy 4+ Rdz — ds C;; — 8y,
_ fw

& rrg = ffw, ou &= =

XXVI. Puisque y & = font dérerminées par x, quelles que
foient les forces P, Q, R, la formule Pdy 4 Qdy 4 Rdz fera
toujours intégrable. Soitdone Pdx 4 Qdy 4 Rds = dV, de
forte que V exprime ce que jappelle I'effort des forces.  Enfuite,
puisque »» ne dépend point du rems #, pendant que la vitefle w,

i la fefbon donnée F en dépend uniquement, nous aurons

d
( ) 'ﬁr 'fm) & l'expreflion ( 'u) y ne, dépendra pas non

plus du ]I-...I.'l Z., ou de la variable x, ou de s.
Mim, de P Acad, Tom. X1. Tt Done
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Donc notre équation différentielle fera :

& parce que le tems ¢ eft fuppol¢ ici conftant, I'équation inrégrale
en fera:

” .
2 —yv— J::)f'f‘;—{ua—-ﬂunﬂ.

g d ry
ou bien en remettant pour ¥ [a valeur % :
2 —v— (B) 82 12
T v dt ' i

ol la conftante peut renfermer le tems ¢.

XXVIL.  Cette formule comprend tour ce qui a éé écrit jus-
qu'ici fur le mouvement des fluides par des ruyaux, ou canaux quel-
conques; que les Auteurs, ou ont fuppof¢s infiniment étroits, ou ont
erli, qu'on pouvoit regarder le mouvement rel, comme s'ils éroient
infiniment étroits.  On n'a pas méme dourté d'appliquer certe formule
au mouvement de l'eau par des vaifleaux d’une largeur quelconque,
en quoi on seft fondé fur cetre hypothefe, que par toute I'étendué de
chaque feétion horizontale du vaifleau I'eau ait le méme mouvement :
& ayant comparé ce calcul avec les expériences, on a trouvé en effer,
qu’on ne s'étoit pas écarté trop de la vérité.  Cependant la condition
de Pamplitude infiniment petite eft i effenrielle au cas, que je viens de
déveloper, qu'on n'en fauroit admettre 4 la rigueur Vapplication aux
tuyauXx, ou vaifleaux, dont la largeur eft confidérable. Les conclufions
qu’on en en fire, ne peuvent érre regardées que comme des approxi-
mations a la vérité.

XXVIIl. On peut avfli faire 'application de la formule (§.24.)
au mouvement d’un fluide élaftique par un tuyau infiniment érroir,
quand on fuppefe que le mouvement eft déji devenu permanent, ou

tel
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tel qu'au méme endroit du tuyau Z, tant la vitefle 5, que la denfité ¢,
{oit toujours la méme. Dans ce cas les quantités ¢ & & feront des

d
fonctions de la feule variable 5 on &, & partant (dr-—f) =0, &

(j? — o; or les quantitds @ & w deviendront ablolument cons-
ranfes. On auradonc rrgy = fpw, & I'équation différentielle

fers T2 — 4V — uds, o le tems oft fuppofé confant.  Donc, i

7
la denfiré 4 eft proporrionnelle au reffort p, ou qu'il y ait p— Ef,
4
de forte que fi la denfité eft — g, I'élafticité foit = &, on aurs

X 1y =V — juy -4 Contt ou bien :

h Fprw? A
B N Bl " + T e + T
g ! ( artgg 7 i '
en prenant l'intégrale V en forte, qu'elle évanouille au point F,

ol devient g = @, & rr = f.

XXIX. Pour appliquer ce calcul & l'air, fuppofons encore plus
généralement, que I élalticité ne dépend pas feulement de la den-
fité, mais aulli de la chaleur, qui foit variable par la longueur du tu-
yau. Soit le degré de chaleur en Z —p, que je fuppole aufli tou-
jours le méme, & en F =1y, ol la denfité foit p = g, & polons

I'élafticité en Z exprimée par la hauteur p = ﬁﬂ, ol la chaleur p

foir donnée par une fonétion quelconque de 5, ou de . A]:'m donc
h
rrog = fgw, & JF:H (i’“’i"‘i“?“rﬂ:
netre équarion différenticlle fera:

ﬁ EJ—ﬁF- Sr= —
ﬁ@g_{: : ) =V — s,
Tt 2 ou
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: d d
ou bien & caule de 7 S i 2dr =
i 1 ¥
ﬁ( Ed"# :ga"r
| e -df B e ! —
= g = 2 —dV —uydy,

d'otd il s'agit de chercher la valeur de 8.

XXX. Pour éviter les difficultés du calcul, fuppolons le tuyau
horizontal, & partour de la méme largeur, de force que rr = f,
g8 — gw, & la force accélératrice de la gravité donnera dV — o,
d'oll nous aurons :

A d { ‘
—(:fg—mE a)_-—-ua"ﬂ on — i e gfu — —dsy,
£y oy
1/

)
dont 'intégrale eft — =2 w—4, d'ol l'on trouvera lavi-
8 £Y¥8 gw S

teffe &, & de lila denfité ¢ :'%E, & enfin I'éafticité , ou la pres-

fon p—= ::JJ"—E-»{-E w(w~#). Sil'on prend I'unité pour

marquer la denfiré du mercure, 4 fera la havreur du barometre
en F; donc, fi la hauteur du baromerre & I'autre bout du tyau Z,
qui eft — p, eft aulli connué, nous en tirerons:

P o o o SRR 41
TP yw hr -
Donec ww— = YPLA=—p) d'ot 'on connoitra le mouvement de 'air
glhe—vp)’

par ce tuyau horizontal, qui fe réduira 3 rien, & ce qu'on voit, lors-
gue p — A.

XXXI. Or, fi noos concevons un royau horizonral A C ouvert
par fes deux bours A & C, & que la hauteur du barometre en
A — AB — 4, foir plus grande que celle en B=CD —p, l'air
coulera fans ceffe de A vers C. Que ad repréfgnre ledegré de cha-

leur
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leuren A & cd celuien C, & tandis que %E > — le mouve-

ment de l'air par le tuyau arteindra un degré permanent; mais lorsque
AB _ CD AB _CD

e T a bl 1 i e
= Ta & & plus forte raifon lorsgue — < —,lemouvement

ira roujours en accélérant, & deviendra de plus en plus rapide. Cela
arrivera donc lorsqu'il fait beaucoup plus chaud en C, que le barome-
tre ¢ft plus bas qu'en A, ol il eft plus haur. Mais, fi la hauteur du
barometre eft la méme de part & d'autre, Vair ne fe mouvra pas par
le tuyau, quoique la chaleur foir différente ; ce qui cependant nleft
pas contraire & ce que J’ai démontré, que l'stmofphere ne fauroir érre
en équilibre, & moins qu'a égales haureurs la chaleur ne foit la méme :
car dans le préfent cas I'équilibre eft maintenu par la fermeré du ruyau.

XXXII.  Sur le mouvement des fluides par des ruyaux infini-
ment érroits, on trouve encore des recherches parriculieres, lorsque
les tuyaux ne font pas en repos, mais qu'ils fonr tournés aurour d’un
axe. J'ai trairé affes au long certe matiere en quelques Mémoires,
que j'ai compolés & l'occafion d'une machine hydranlique auffi ingéni-
cufe que nouvelle, inventée par M. le Confeiller Privé de Signer
dHalle. Quelque difficile & epineufe que puifle paroitre cette recher-
che, elle peur étre déduire aflés aifément de mes formules generales,
& méme de celles, que jai deji dévelopées pour le mouvement des
fluides par des tuyaux immobiles, en y introduifant la confidération
du mouvement, gu'on veut fuppoler dans le ruyau.  Dans les Mémoi-
res allégués je n"ai examiné que les cas, ou le tuyau eft tourné au-
tour d’un axe fixe ; mais, puisque le ruyau peut recevoir une infinité
d’autres mouvemens, je m'en vais faire 'application 4 un mouvemens
quelcongue du ruyau.

XXXII  Iciil faot d'sbord bien diftinguer le mouvement rélatif
du fluide dans le ruyau, de fon vrai mouvement ; ce mouvement
rélauf s’eftime de la méme maniere, comme fi le tuyau éroit en repos;

Tt 3
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& le vray mouvement fe trouve par la combinaifon du mouvement ré-
latif avec le mouvement du tuyau. De la mEme maniere le vrai mou-
vement de chaque element du fluide fera compofé de fon mouvement
rélatif & du mouvement du point du tuyau, oh cetre particule fe
rrouve a chaque inftant.  Or les forces qui agiffent fur le fAuide fe ra-
portent & fon vrai mouvemenr, & poinz du tout & fon mouvement ré-
latif : cependant il eft clair, que [i le mouvement du tuyau éroit rel,
que tous fes points fuflent portés avec des viteffes égales & uniformes
fuivant la méme direction, ou que rour I'efpace qui contient le tuyau,
fe miic uniformement felon la méme direftion, le vrai mouvement
du Huide demanderoit les mémes forces, que le mouvement rélanif:
ou bien le mouvement relatif fubiroir les mémes changemens que fon
mouvement véritable, '

XXXIV. Ce n'eft donc, qu'entant que les élémens du tuyau
ne fe meuvent pas uniformément, & felon la méme direction, que le
mouvement rélacf du fuide eft croublé, entant que le fluide ne recoit
pas les mémes accélérations que le tuyau. D'op il s'enfuit que le mou-
vement rélatif fera le méme, que fi le Auide éroir follicité, outre les for-
ces qui v agiffent immédiatement, par des forces égales & contrai-
res a celles donr le mouvement du tuyau eft accéleré ou rerardé,
Pour rendre celg plus évident, on n'a qu'd conflidérer une portion de
fluide dans un tuyau, & que le tuyau regoive quelque accélération en
avant, alors le fuide demeurera en arriére, & fon érar relatif dans le
tuyau fera le méme, que fi le fluide éroit pouflé en arrié¢re par une ac-
célération égale.  Donc, pour déterminer le] mouvement rélatif du
fluide dans un tuyau mobile, nous n'avons qu'd rranfporter fur le
fluide les forces accélératrices qui agiffent fur le toyau, mais felon des
directions oppofées.

XXXV. Que le tuyau par un mouvement quelcongue foir donc

Tig. 4 Fun’mu aprés le tems = ¢, dans la firvation FZV, qu'au bour F,

oit comme auparavant fon amplitude — #,.la denfité du fluide = @,
&
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& la viteffe rélarive dans le tuyan —=w, & ces quantitds P & w,
feront des fonétions du rems, comme gulli les trois coordonnées

OD =4, DE—=#, & EF —= ¢, par lesquelles eft dérerminé le
lieu du bour F au tems —=¢. Qu'a un autre point quelconque Z
dérceminé par les trois coordonnées OX — x, XY —3, &
Y Z — =z, foir 'amplitude — r», la longueur du tuyau FZ — s, &
au méme rems ¢, la denfité du Hluide en Z =g, la vitelle rélarive
dans le tuyan — &, & la preffion —p. Donc, pour la continuité du
fluide, qui fe détermine également par le mouvement rélatif, que par

I'ablolu, nous aurons cerre équation : »r g8 = ffQw — frrds G;_{)

pourvl qu'on érende l'intégrale /r»ds (%) par la pactie FZ , de

forte qu'elle évanouifle en faifant + —a, y =&, & s =0¢.

XXXVI. Soir I'élement du fluide en Z, follicité par les trois
forces accélérarrices ZP =P, ZQ=Q, & ZR—=R, comme
auparavant. Mais pour le mouvement du tuyau, quel qu'il foir, qu’on
décompofe le mouvement du point Z, felon les mémes diredlions,

dont Ie'_.; vitefTes foient :
felon ZP—=u; felon ZQ —=v; & felon ZR = w;

j'employe ici les mémes lettres », v, w, qui me marquoient aupara-
vant les vitefes du fluide, puisque dans ce fens elles ne font plus dans
le caleul, & qu'il n'y en a point & craindre de confufion. Or, puis-
que le tuyau elt fuppofé rigide, & ne fauroit changer de figure pen-
dant fon mouvementr, les trois vitefles doivent tenir un certain rapport
aux coordonnées; & cerre confidération nous fournit les dérermina-

tions fuivantes :
u—l4=Cy=nz; v=m=lz=Cx; w—n—qr~0y;
oit les quantités /, m, #, ¢, w, 8, font, ou conflantes, ou des fonc.
tions quelconques du tems £,

XXXVII-
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XXXVI. Pour obrenir maintenant les forces accélérarrices du
point Z du tuyau, il eft évident que ces forces feront:

du dv __dw
felon ZP =t felon EQhﬂﬁ, [elon ZR — =
on du, dv, di, marquent les changemens des vitefles pendant le
tems dt ; or pendant ce tems les trois coordonnées x, y, %, qui
fe rapporteut au point Z prennent les accroiffemens dax — w d ¢,
dy—vdt, & de —wdt; d'ot nous aurons :
du—dl 4 yd¢ — sdn 4 {vdt — ywdt
dv—dm—=2d 8 — 2d{ 4= wdt — Cudt
dw— dn 4 xdy — yd =y udt — fvde,
& en fubltituant pour #, v, & w leurs valeurs, nous aurons :
du _dl yd¢ 2dy
St e s e S = M) A Y
dv_dm «df xdl |
dt —dt ' de dr '

dw__d dy  yd0
E:f:?: T L e = = (4= 88) 30 Sy - 0

02—C1= (5640 y+bnr——Cyn

XXXVIIL  Ayanc rrouvé ces accélérarions, nous n'aurons qu'a
‘les foutraire des forces accélératrices P, Q, R, qui agiffent immédiare-
‘ment fur lelément du Auide, quife trouve en Z, & de li nous tire.
rons pour le mouvement rélatif du fluide dans le tuyau mobile I'¢-
quation différenticlle fuivante :

d du dv dw dy
f: Pdx+Qdy4Rdz— — dx— —dy— dr—,“'ﬁ"“"(;;)-”ﬁr

ott le tems ¢ eft fuppofé conftant; & puisque la figure du yau eft
donnée, les trois varisbles x, ¥, %, feront déterminées par la feule ».
On
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4z &ﬂrflesva]mrsrmu

e ™ dt

vées, & onaura les équations les plus générales pour le mouvement
d'un fluide quelconque dans un tuyau agité d'un mouvement quelcon-
que. Lorsqu'on veur que le ruyau rourne sutour d’un axe fixe, ce
n'elt qu'un cas trés particulier de I"hypothele générale , fuivant la-
quelle jai érabli le mouvement du tuyau tel, qu'il s’étende ablolument
i tous les mouvemens poflibles.

d
On n'a donc qu’d {ubftituer pour :

XXXIX. Pour faire voir I'ufage de ces formules dans quelque
cas plus particulier, fuppofons d'abord que le fluide foit incomprefi-
ble, Br. que fa denfité foit parrour & mujc:-urs la méme. Pofons done
o—=g, & §—g, & I'équation, qui renﬁerrne la continuité du
fluide, fera rr# — fw, donc t.r:‘%J & :f: 'f -rfr)'
Soitde plus Pdx 4~ Qdy4-Rds = dV, & Imlégralﬂ d: notre
équarion di!ﬁ’:rtntielie fera :

W )Iﬁ“ﬂ's flwd  xdl  ydm  adn

T P

2t dt dt dt
LT WL (MY Sy SR

- (¢m=—nm)x =4 (ﬂu—gw + {nf-am;ﬁ
— () ar — F (0 4=20)yy— 2 (m—=69) 22
s = fﬁ.rm +¢nxy 4= 1{yz,

oll puisque le tems eft fuppofé conftant, il faur prendre les intégrales
S(ydx—xdy) &e. dela pofition du tuyau & chaque inftant.

*XL. Puisque ce cas eft encore trop général, fuppofons que le
tuyau rourne autour de l'axe OC, en forte qu'aprés le tems — ¢,
la vitefle de rotation i la diftance — e foit — v,-& la virefle de ro-
tation du point Z, dont la diftance i I'axe OC elt =V (xa—=1yy),

Mim, de P Acad, Tom. X1, Vv fera
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fera — {-V{ xx —=4y), dot nous tirerons fes vitefles derivées

L I

e L=t & 1w = o ; deforre que pour cecas on aura :
l—oym—o;un :f_ ;=o0; 8—=o;

& partant nous aurons pour le mouvement rélatif du fluide dans ce
fuyau certe équation :

; dr f’n’: Srdw? !
£ CtHV— (;,—r) S — = f(ﬁr-xﬂ':r)

27t m’ ¢
——
— (xx +39);
o la conftante peut encore renfermer le tems ¢ d'une maniere quel
conque.

XLI. Confidérons la pofition initiale du ruyan, od le lieu du
point Z ait éré exprimé par lestrois coordonnées X,Y,7Z, & pendant
le tems ¢ le point Z ou Y aura décrit autour de 'axe O C un angle

b, de forte que 4 = L , & =S u—‘“ d'ol aprés le tems ¢

les coordonnées pour le pmnr Z feront :
s=Xcoly—Yliny; y=Xfiny -4 Yeof}; 2=2;
& partant xx 3y = XX —4-Y Y. De plus d caule de
dx = dXcoly) — dYlind; & dy—=4dX(liny - dY cof,
nous aurons :  ydx — xdy = YdX — XdY.

Donc, par I'équation pour la figure & fituation du tuyau au commen-
::m.eu:, nous aumns
fds  flw?

dy
—C+H-V— 'ﬁ S i (YdX - XdY)

z2rt

v XK 4 YY),

2f¢

ALIL
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XLII. On peut rapporter ici encore une autre queftion de la
derniere importance en plufieurs occafions, qui roule fur la force de
réaftion que le vaifleau fourient des preffions du Auide, qui y eft con-
tenu. Comme certe réaction eft le rélulrat de toutes les preflions du
fluide fur les parois du vaiffeau, on la pourroit déduire de I'expreflion
générale, qui donne la preflion du fluide en chaque endroit: or
cetre détermination deviendroit fouvent trop épincufe, & méme impra-
ticable. Mais j'ai expofé ailleurs une autre méthode fort fimple pour
arriver 4 ce but, qui eft fondée fur cetre belle propriété, que la réaétion
fur le vaiffeau eft égale & la fomme de toutes les forces, qui agiffent
fur le fluide, moins celles qui font requiles & maintenir fon mouve-
ment. Dela i #, v, w, marquent les crois vitefles du vray mouvement
du Auide en Z,, puisque I'élément delamaffe y eft = grrds, la réac-
tion qui réfulre de cer élément fe réduira a ces trois forces :

felon ZP — grrds .(Il_ (j—:)), fuTnnZQ:grra’:(Q—GED)
& felon ZR = grrds (R"(%)*

XLIII. On peut de méme réloudre la queftion en général, lors-
qu'ondemande les forces, qu'un vaiffeau quelconque foutient du fluide,
quis'y trouve agite d'une maniere quelcongue. Car d'abord le vailfeau
foutient les forces externes, qui agiffent par le moyen des piftons
fur Je fluide; enfuite le vaifleau foutiendra aufli de la parr de chaque
¢lément du fuide en Z, dont la malfe peur étre répréfentée par
gdr dyds, & que j'appellerai — dM, de certaines forces, qui fe ré-
duifent 4 trois, fuivanc les direCtions ZP, ZQ_& ZR, & ces for-

ces élémentaires leront

felon ZP = dM (P = (;‘D) i felon ZQ = JIM (Q-(j'_':))

& felon ZR = dM (R - Qif))

Vvaz On

Fig. 1,
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On n’a donc qu'i prendre les intégrales de ces formules, & les érendre
par toute la mafle fluide contenue dans le vaifleau, pour avoir conjoin-
vement avec les forces des piftons la force rotale de la. réaction.

XLIV. J'ai déja remarqué que presque tous les cas du mouve-
ment des fluides, qu'on a trairés jusqu'ici, fe réduvifent @ celui d’'un
tayan infiniment étroir, que je viens de déveloper. Qutre celui-li on
n’en trouve guéres, quon ait confidéré. Or, poury arriver il faur trés
confidérablement limiter nos équations générales. Car d’abord il faut
fuppofer le Auide incompreflible, ou fa denfité ¢ conftante, tant par
rapport au tems qu'au lieu; pofons donc y=—=g. Enfuire il faur fup-
poler le mouvement du fluide permanent, ou tel qu'au méme endroit
les trois vitefles u, v, w0, avec la preflion p, demeurent roujours les
mémes, quoiqu'il palle cuntinue'tiemenr d'autres élémms du fluide par

d
le méme point : de forre que ) — 0 —y- =90 &
g — o. Le tems n'entrera donc plus en confidération, &

toures les quantités que nous aurons & déterminer, ne feront que des
fonétions des trois variables x, 3, & 2; ce font les trois vitefles
a, v, w, avee lahautenr p, qui expriment la preflion dans chaque pointZ.

XLV. Nous aurons donc pour kes quantités X, Y, & Z, les va-
teurs fuivantes :

x=u(G) -+ (5 +o(5)
=@+ @+ @D
2= u(G)+0(7)+* (),
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& nos deux équations, qui renferment le mouvement du fluide, feront:

?: Pdx —|-- Qdy —|— Rds — Xdx — Ydy — ZLds,

& ) = =o,
Donc, la premiere équntmn devant En:e intégrable, il fant qu'il foir

P— .fx) (JQ ﬂ) 1P .fx) :fR—d?) (.-;Q_ n"f)

Or fi les forces, dont le fluide eft follicité, fonr réelles, la partie
Pdx -~ Qdy =+ Rdas elt toujours intégrable d'elle-méme, &
l'intégrale que jindique par V, marque I'effort des forces follicitantes.

XLVL Or, puisque lemouvement du fluide eft fuppofé perma-
nent, toutes les particules, qui paflent fuccellivement par le point Z,
décriront la méme route. Ou i nous concevons dans le fluide une

fetion fixe B O C, routes les particules qui paffent par le méme
point F de certe feftion, fe mouvront felon la méme ligne F Z V.

Introduifons done cetre ligne F Z 'V dans le calcul; & foient pour le
point F les coordonnées OE —= 4 & EF — ¢, qui fonr conftantes
pour laméme courbe FZ 'V, mais variables de toures les manieres poffi-
bles pour des courbes différentes. Pour un poinr quelconque Z de cet-
te courbe foient les trois coordonnées OX — x; XY =y &
YZ — =, & la nature de cerre courbe fera exprimée par deux équa-
fions entre x, ¥, & % qui renfermeront outre cela les deux con-
ftantes 4 & ¢, comme fes parametres ; d’ot 'on pourra dérerminer
I'une & I'autre féparément par les trois coordonnées x, y & s.
Soient donc les formules différentielles, qui en réfultent :

db—Ldx 4=Mdy—4Ndz & de—=Ildx—4-mdy— nds
o L,M,N, L m,», feront des fonétions des feules coordommées
0

Vvg XLVIL

R-d7Z
dy

Fig. 12

)
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XLVII. Puisque la particule en Z {e meut fuivant la direftion
de lajcourbe Z s, fes trois vitefles », v, & w, tiendront entr’elles le
méme rapport, que les différentiels dx, dy & du, entant quils re-
rardent la méme courbe.  Or, ayant dans ce cas 46 — o & dec o,
nous aurons : .
dy _ La—NI!
dr ™ Nm—DMn
dz Lo ~4-M/

Lmde = Nmds =Mldx~-Mnds; ou o= = ~ g

Lrdx 4 Mundy =N/dx -~ Nmdy; oun

d'oll nous rirons :
dy : dy : ds = Nmw—Mn : Lu—N/{: M/—Lm=
Pofons donc :

w— K(Nm—Mn); v = K(Ln—N/); o= K(M/—Lmn)
ol il eft encore incertain, fi le fateur commun K dépend uniquement
des quanrités conftantes & & ¢, ou outre cela encore des coordonnées
x, y & =%, ce qu'il faur décider par I'équarion tirée de la continuité
dp fivide.

d
XLVIII. Mais, pour avoir lavaleur de ﬁ_) , 1] faut regarder

Ia fenle x comme variable, & les deux autres y & 5 comme conftantes,
d'oit cetre confidération s'érend fur les courbes voifines, & fuppole
par conféquent variables les quantités /& ¢; d'od nous aurons
db — Ldx & de — /dr. Or nous verrons bientér que le
facteur K doit ére une fonftionde & & ¢.  Soir donc :

/K — Bdbl 4 Cde

& puisque les aurres quantités L, M, N, & /,m, n dépendent uni-
quement des trois coordonnées &,y & %, nous aurons :

Jis T : dﬂ LN - ‘ii = i )
(E_),(BL+CF}(1\?"-M”H“(“ w7z ) M) ()
De
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De Ia méme maniere on trouvera :

7 d ALy o Adl\ o oIN
(E”)-_-(ﬂnucaj (Lu—NIH-K(L(Eg)f-n(EE- —H(a)— / _{;))
() =@Ntenm-Lmtk(M(7) + G)-L()-n ()

& la fomme de ces trois formules doit étre égale i zero.

XLIX. Or lafomme des trois premiers membres fe détruit vi-
fiblement ; & pour les derniers membres, fi nous confidérons, que les

formules différentielles Ldv —4—Mdy 4~Nds & /dx ~~mdy - nd=
doivent étre intégrables, on aura:

dm d/f dn dl d 1 dm

=) @)=) G=Z)

M H(a'L CpINN AL AN\ pdM

7)=F) @G)=(G) G)=G),
& parrtant les trois derniers membres fe détruifent aufli d’eux mémes,
D’ol je concluds que K elt uniquement fonction de & & ¢, comme jai
fuppofé. Car fi I'on croyoir, que K pilt aufli renfermer x, 3, & s,
je remarque dabord, que par le moven des deux éguations entre
b, ¢, x,¥, %, on en pourroit éliminer deux, de forre que K ne feroit
fonétion que de /, ¢, & d'une des trois &, y, 5. Or fi s'¢toir a, on

, gl dK
auroir outre les rermes qui fe dérruifent encore (I]— (Nw=Mu),

& ainfi des deux aurres, d'ou il eft évident, que K doir uniquement
dépendre des deux quantités /7 & .

L. Prenant donc pour K une fon&ion quelconque de & & ¢,
nous avons déja des valeurs générales pour lgs trois vitelles :

k= K(Nm—Mun); v=K(Le—N/); w=KM/—Lw)
qui
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qui fatisfone & 1a formule, que la continuité du fluide nous a fournie,
Mais pour 'autre équarion différentielle, je remarque que fi 'on confi-
déroir la feule x comme variable, & qu'on intégrit la formule, on
trouveroir la vraye intégrale, pourvu qu'on fic entrer les deux autres
variables y & = dansla conftante, que l'intégration entraine. Dans
ce cas on opéreroit de la méme maniere, comme fi 'on vouloit feule-
ment chercher la preflion pour les endroirs, ot y & 2 lont de méme
valeur, ou qu'on voulut chercher la preflion pour une ligne droite pa-
rallele 4 I'axe O A, De la méme maniere on pourroit rrouver l'inté-
grale, en fuppofant x & y, ou x & =, conftanres, ou engénéral pour
une ligne quelconque, qu'on congoit tirée par le fuide.

LI. En conféquence de cela nous pourrons aufli trouver I'incé.
grale, en ne confidérant que la leule ligne FZV, ou en regardant les
quantités & & ¢ comme mnﬂantcs Or, puisque alors les quantirés
Y E:lr: % d-.:pendem de x, fi la variabilit¢ de la feule x dogne

) ( ) ( ) les fﬂrmuteg< ) C;’u o

dm"u:nﬂruﬂt nutlcs » d'oll nous tirons:
Xdix —— Y dy—=Zids = udx “"_") 7 "?‘) Jz,(""
X == 1 dy % i, Cf..r = 1ty 5= = ﬁ’)

Mais dans ce cas ayant % :v:w = dx:dy:ds, & partant
wdy — vdx & wds = wdx, ceue formule devient

Xdr = Ydy—=2Zdas —udx ::'T::) ——vdx (f'-y) —wdx GEJ)

o wdutvdvd wd ¥/
=i ( P 'LU) dx Y |
fi nous prenons ¥ pour marquer la virelle vraye du ﬂmd-: en Z. Donc,

fi nous pofons Pda - Qdy - Rdgs—= 4V, |'intégrale de notre

équation différentielle fera F— = V— 3y —+D,

ol D eft une certaine fnnﬂlﬂn des quanrites & & .
LIL
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LII. Cette méme mrégrnl: fe trouve auffi, fans que nous né-

gligions les formules ) ( ) &ec. pourvu que nous re-

marquions que pour les vlta{rea du fiuide dans la ligne FZV il y a
udy — vdx; wds — wdx & wvdz — wdy
Car alors la formule Xdx == Ydy == Zdz [e change en celle-cy :,

wdx J’r)ﬁ@( d")+ﬂﬁdﬂ)
ua’:dv)-i-m’_}'(‘f)‘[“"f“(jy)_“?xd )+HJ)<J )+H ﬂrs(d:)
wds(%’)+ﬂﬂ5'(ﬂi—} 4'“"!"(?5) ’

dont lintégrale eft évidemment § & 8: & nous aurons comme
cy - deflus : i:‘u"—--}#&—l—b.

Or, puisque nous avons ici traité comme conftantes les quantités 4 &,
la conftante D renfermera ces guantités,

LIII. Donc, pour la méme ligne courbe FZ V, puisque la va-
leur de D eft conftante, nous pourrons comparer entr'elles les pres-
fions du fluide dans tous les pumts de cette ligne, de forte que fi nous
favions la preffion dans un feul point, nous en pourrions conclure la
preflion dans tous les aurres. Car d'abord nous avons pour chaque
point la valeur de V, & la figure de la ligne FZV nous donne 4 con-
noitre par les l’:qualmms Ldx 4+ Mdy 4= Ndz — &
& ldx 4+ mdy 4 nds —o lestrois vitefles », v; w, ot
nous tirons :

_ |'[L(mm-—|—:m}+Mhi{f:’—{-—un}+ﬂﬂ(ﬁ+mm}1
LB T LM{m—zLN/w—:z2MNmau

;Hr'-n_ de Pdcad, Tom, X1, Ax ol
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ol K eft auflLune quantité conftante par toute I'étendue de la courbe
FZV, & %#gindique, comme J'ai déji remarqué la haureur dué 3
1a vitefle 8, ou celle de laquelle un grave tombant acquiert la méme
vitelle ¥. '

LIV. L'équation rr{:-ulee__‘E = V—"1gy—4D feradonec

Ia veritable intégrale de notre équarion différentielle, pourvu qu'on
afligne 4 D la jufte valeur qui lui convienr. Ou bien cetre fonétion
de 4 & ¢ doit érre telle, qu'en différentiant "équation trouvée, en fup-
pofant aufli » & ¢ variables, on parvienne précifément & notre équa-
tion différentielle. Donc il faur quil foit 8 d 4 — d D —=
Xdx 4~ Ydy - Zds; cequidonne

(wdy —vdx) (%D —+= (nda—wdx) (j_.:)
dD = (#JJ_‘HJJJ(%) —+= (vds — wdy) Gf_;")

- (wdx ——udz) (j—z-_:) = (wdy—vdz) G;?),

ou bien:

4D = (udy~- u.n’:}((;—;)- j—D)#—fﬂﬂ‘-’- =) ((E)-(%))
+ God—uie) (E)-(42)).

LV. Puisque Deft fonétion de s &, pofons /D =Ed/ +F,
& remettant pour d4 & de leurs valeurs, nous aurons :

dD=(EL+F/)dx 4 (EM }Fm)dy — (EN+Fn)ds

ce différentiel devant étre égal 3 celui que nous venons de [rOuver, nous
en tirerons les trois égalités fuivantes ;

EL

-



EL-F/=o "“’)_u< ) ( o (%)

| EM—4+-Fm— w(-— 1——-w —l—zr(— —u dﬂ

EN4-Fn—u ﬁ —-—n(jj:_" ~+=v J#) (

Ces trois égalités, en ]es combinant enfemble, & remarquant que
Ly 4~ My - Nw —o & /u = mv ~ nw —o
aous les réduifons 4 ces deux ;

e =G~ G G- (@G- (D)
;—L( L(- n) M “F") M(5- h_}wd")-w s

LVIL Puisque E, F, & K, font des fontions de J & ¢, il
faat que ces deux formules foignt telles;, qu'en fubfticuant pour,

(""I”) ("FH) &ec. leurs valeurs, elles deviennent réduétibles aux

!,']El]h feules quaniités & & ¢: c'elt @ dire, que par le moyen des deux
équations entre ..r, ¥, %, & &, ¢, les trois quantités x, y & = en puis-
fent entierement érre éliminées.  Donc, pour que cela arrive, il faug
que la fonétion K obtienne une cerraine défaenmnntmn Enfuice il faue
de plus, que ces deux quantités ou fonétions de & & ¢ foient telles,
que la ﬁ::rmulc Ed) —- Fde devienne intégrable : & de la on tire-
ra la jufte déterminartion de la quantité 1D, & par conféquent celle de
la preflion p.  De i on comprend aufli que les deux équations entre
%y 5 & bone dcpendan: pas enticrement de notre volonté, mais
qu'elles exigent cerraines conditions, pour que le cas foit poflible,

Xx 2 LVIIL
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LVIL. Un cas particulier, qui mérite notre attention, eft lors-
que chaque particule du fluide tourne aurour de I'axe OC, de forre
que toures les lignes F 4 V fonr des cercles décrits autour de Paxe
O C. Nous aurens donc, puisque rous ces cercles font en des plans
parsileles au plan AOB, YZ —a=¢, & xa—-yy=1¥é; do

: xdx --]—jd'j —_ :
nous tirons o b= AT & de—= ds & partant:

L= s M= 2 N=—o; [—o; m—o; r—r:

V(ﬂf +37)° T Vx4’

Donc les vitefles feront:

% = Y V= o & w—=o

=T Vx4’ T VEata) o
& la vitelle vraye 8= V(wu -+ ve 4+ ww) =K D'oi I'on
voit que, par toure la periphérie du méme cercle, la vitefle eft la méme,
ou gue chagque élément du fluide fe meur d'un mouvement uniforme
sutour de I'axe OC, dont la virefle a— K ell une foncton, rant dela
hauteur du cercle EF — ¢ que de fon rayon OE — £

LVIIL. La preflion du fluide, qui tournc de cette fagon autour
de 'axe O C, fera donc en chaque point Z ; Py 1KK<4-D

ot la quantité D doit éire une cermin: fonétion de 4 & ¢, en forte que

dD — (udy~ W’-f}((ﬁ )-+—m’“( - wd )

Or udy—vdy —=——=—+— ———=—Kdb, & dz=dc, de plus

pofant 4K — Bdb 4 Cde = ~-Cdz, nous aurons :

d
o

— V(xx 'I'_’.I"J’J
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Tu Kax Byy dv\ __  Kyy Bxx
~&(Z)=—""_ 4 ;
VT gyt AV (eagyy)® FEHVY
doy.  GF o ‘E‘)-—- £y
dz) ™ V(xxtyy) dz) —  V(xx+tyy):
Ces valeurs érant fubftituées donnent, & caufe de & = V(rx ~-yy)

a0 =252 4 Brap 4 cxae="EL | xax

Cetre formule devant ére intégrable, il faur que K foir une fonftion
quelconque de 4 leulement, fans renfermer la haureur EF —e.

LIX. Deoncla vitefle par chaque cercle décrit autour de Paxe
OC dépend uniquement du rayon de ce cercle ; prenant done pour
K une fonétion quelconque du rayon O K — &4, nous aurons

Kz 44
P = = = —+ $KK; & partant pour la preffion nous aurons

cette équarion :

L = A f“l :f'.
Les limites, ou la furface fupréme de cette maffe fluide fera 13, ou la
preflion p ¢vanouir, c’elt & dire, o il y aura: V ~— / -8 ? —

Sous cette furface le fluide e trouvera dans rtour T'efpace, ol la pres-
fion p le trouve pofitive.  On voir bien que cerre furface fera engen-

drée par la rotation d'une cerraine courbe autour de l'axe OC, & la

. d\
nature de cette courbe fera exprimée par I'équation V 4 -—:j —

Or certe méme équation, en changeant les conftanres, exprime routes
les aurres furfaces, ot la preffion eft la méme, qu’on appelle les furfaces

de niveau.
Xx 3 LX.
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-LX. Soit AZ C la génératrice d’une telle furface de nivemn, &

¥ig. . qu'on pofe OP=ua, PZ =y & OZ=x=, deforte que y marque

Vg,

le rayon du cercle décrit par le point Z dutour de I'axe OC ; & foit &
la vitefle de ce point, & une fonftion quelconque du rayon P L=y
Q:n le point Z foit attiré au cenrre O pas une force accélératrice 7,
qui foit une fonétion quelconque de la diftance OZ ==, & on aura
pour la nature de la courbe A Z C cette éguation

— fZds ”:‘ff — 0.
Soit, par exemple, Z — a 2m & ¢ —=F8", & notre équation fera
QQ‘]'“ . 0ot o w1
S ) -
& de li le demi- diametre de 'équateur GA, quifoir OA =, fera
déterminé par certe équation ;

, en pofant le demi-axe OC — a4,

: Y
{m+l.-f§§ (R — ,f-m—]—l Ve ﬁm+1
2an

ou bien, fachant le demi-diametre de I'équateur O A = ¢, le demi-axe

il (H?_l_l g;
fera: a — V/{ em+1 'J_I'— en ) & i la différence eft

fort petite, onaura 4 == & —— —— e=m,

LXI. Confidérons aufli un fluide qui tourne dans un vaiflean

, cj,lmdnquﬂ A E F B, aurour de fon axe OC, qui foir vertical, &

que le fluide n'efluye d'autres forces que celle de la gravité. La plus
haute furface A C D fera done concave; & pour en trouver la na-
rure, pufuns OP—== & PZ =y, & lavitelle rotaroire du point
Z ., qui foit — », [oir une fonétion quclconque du rayon PZ — y,
L:Hur: de la gravite == 1, agiffant dans la direction verticale fera
— f— dz = — =, d'vl I'équation pour la courbe CZ A fera;

7
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%‘i’? — % = a. Donc, fila vitefle eft proportionelle i la dis.
tance de 'axe 5, ou qu'il foit 8= .‘—;,?:_ , Péquarion fera yy=2¢(z~a):
& partant la courbe ACB fera une parabole dont le fommet eft en C,

& le parametre — 2¢. Il ell évident que les folutions de ces cas font
les mémes, que celles qu'on a trouvées par les methodes ordinaires.

LXXII. Paflons & des cas un pen plus compliqués, & fuppo-
fons que chaque courbe F Z V fe trouve toute dans un plan parallele
au plan A O B, & que le mouvement par tous les plans paralleles au
plan A OB foit le méme. On aura donc pour la courbe FZV,
premidrement 2 —¢, & enfuite une équarion entre les deux coordon-

nées x, 3, & le parametre OE—1J, qui fera indépendante de la hau-
teur EF — ¢; de cette équation on pourra donc définir 4 par x & 3,
d'otl nos deux équations différentielles pour toures les courbes FZV
feront :

db — Ldx 4+ Mdy & de = ds
de forte que N—=o0, /—o, m=—o, & wn=—1. Doncles
trois virefles du point X4 feront :
— e kM; v=KL & v —o.

Hn—r

D'ot, fi nous pofons dK—Bdé + Cde=BLdx 4+ BMdy { Cds

nous aurons :
duy\_ dMN  fdaN__ s JM) die
(d_.; —-BLM-K ;—;) ATy —-BM3-K o 7

dvy __ dLN  fdv\ _ AL\  [dv
b P __-}BL!.{.K(E), C—(})_BLM-I-KGE ’(E

LXIIL

Fig. 1.

=-~-CM

e L



8 30 8

LXII. Ces valeurs fourniffent les furmult_:s fuivantes :

K_K*(M(#r sl ‘%‘))
()

dL
Dot 4 caule de ( 5 ) ( nous aurcns :

xa;puwza::—-m(w Cm -Lﬁ’r( M)H*"Y( )"M“'f( ))

Ou bien pofant la vraye vitefle V(nw 4~ve = ww) —4, la pres-

fion fera exprimée par cetre formule ‘g: Ve—jsg—4=D, ouD

eft une telle fondtion de & & ¢, que

iD= KJ&(B(L’-i— M2)—-K ‘j‘*)+ K('%i))—l— CK (LL+-MM) dc
Or Bdb 4= Cde —= dK; donc
dD = KdJdK (LL 4 MM) 4 KKd/ (%_)_1-(%'))

& parrant il faur, que les quantités x & y fe puiffent entierement
::hrnmr:r de certe fu:mulc, par la relation donaée entre x, 3 & 4.

LXIV. Dans le cas du cercle il eft arrivé, que les guantités
L, dM
LL - MM & ( ) ( ) font devenues réduétibles & la

feule quantité b : mais, {i 'on Pﬂ:!‘ld d'autres lignes courbes, on s'ap-
percevra bienior, que cette rédution ne fauroir avoir lieu que rrés ra-
rement. Eril femble que ce foic un des plus difhciles prnhlcmc-:s de
trouver telles équations entre x, y & &, quela valeur rrouvée pour
dD paille entderement étre deliveée des quantités x & y par le

moyen
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moyen de I'équation [uppofée. Or fi cela arrive ou non? on s'affeu-
rera en forte: Ayant rrouvé l'exprellion différentielle de 4D, on fub-
{tituera pour y fa valeur par # & x ; enfuite on verra s'il eft poffible
de pofer pour K une telle fonétion de 4, que tous les termes, qui con-
tiennent encore &', fe dérruifent tout i fait : quand cela réulfit, on au-
ra @D exprimé par une fonétion de & multipliée par d &, d'oli I'on ob-
tiendra enfin aifément l'intégrale.

LXV. Quelque difficile qu'il foit de réfoudre cetre équation, ou
de lui fatisfaire par des formules particulieres , on en peur trouver une
infinité par une fuppofition heureufe, qui rend d'abord I'équarion diffé-
rentielle intégrable, au lieu que j'ai commencé ici par farisfaire a I'équa-
tion tirée de la continuité,  J'ai déja remarqué que notre équation dif-
férentielle devient intégrable, en prenant pour les trois vitelles », v, w,
telles fonétions de x, y, & =, quela formule wde —=vdy 4= wds
admette I'intégration, ce qui fe peut faire par une infinité de manieres
différentes : car on n'a qu'a prendre i volonté une fomdtion quelcon-
que de x, ¥, %, ladifférentier, & choilir les coéfficiens de dx, dy,
& d'z, pour lesvaleurs de #, v, & w. Mais il faut bien prendre gar-
de, qu'on ne donne cette folution pour générale, vii quil y a une in-
finité de mouvemens poffibles, o la formule ndx ——vdy - wd's,
n'eft pas intégrable. Cependant cette fuppofition eft trés propre a
nous fournir une infinité de folutions particulieres, auxquelles on ne
fauroit parvenir par la methode que je viens d’expliquer.

LXVI. Soir donc comme jusqu'ici le fluide incompreffible, & fa
denfité parrour & roujours la méme g—g : & que de plus le mou-
vement {e trouve dans un étac permanent, de forte que le tems n'en-
tre point en confidération. Pour ce cas j'ai donné cy - defus (45) les
deux équations, qui renferment les conditions du mouvement.  Sup-
pofons de plus que la formule Pdx —— Qdy == Rdz, tirée des
forces accélératrices, foit intégrable, I'intégrale érant ——V qui exprime
I'effort de ces forces. Cela polé; ‘

Mim. de [ Acad, Tom, X1, Yy Soit
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Soit 1a formule ¥ dx —— vdy -~ wd s intégrable,

s (2 =(2) s (=) ()=

nous aurons :

X = & (" 4o () +=(3)
) 40 (5) ()

d
Z:H(ﬂrﬂ By (d’)_l_ (d:r
donec Xdx 4= Ydy = Zds = wdu - vdv -~ wdw.

LXVII. Pofant donc la vitefle véritable
en Z—e =V (wvu 4 vv 4= ww)
Pintégrale de notre équation différentielle fera :

1gy 4+ C,

ot C eft une telle conftante, qui demeure partout & toujours laméme.
Er deld on reconnoit d'abord, que cette folution n’eft que particulicre,
vii que nous avons déji eu des cas, ou la preffion p n’éroir pas définie
par cette forme. Car, fi nous comparons certe expreflion avec l'in-

tégrale générale trouvée ci- deflus % —=V~— 188~ D, nous

voyons que lh}rpnthcfc préfente n'elt que ce cas particulier, ot D
devient égal 3 une quantité conftante, au lieu qu'en géneral la quan-
titd D éroir variable par rapporr aux :ﬂurh-::s différentes, que les par-
ticules du fluide parcourent, quoique pour la méme courbe D de-
meure invariable,

LXVIIL
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LXVIIL Cela eft auffi évident par I'expreflion différentielle, qui
a éeé wouvée cy-deffus (54) pour lavaleur de #D, qui évanouir ou-

vertement lnrsquE(-j—-;):(%)i (%:'r) :C:,j)i :j ) = ('g’)

& ce font les conditions de ['intégrabilitd de da Formule :
ude 4=rvdx 4~ wds, deforre que dans ce cas la quantité D de-
vient en effer conftante. Donc, puisque en géneral elle peut avoir une
valeur variable, on fe tromperoit fort, fi I'on simaginoit que l'intégra-
bilité de la formule wdx == vdy < wdz fiic une condirion abfolu-
ment nécelfaire pour tous les mouvemens des fAluides. Muis cetre hy-
pothele ne farisfaic qu'd I"équacdon différentielle, & il refte encore 3
remplic la condition de la continuité contenué dans cerce formule :
(i‘:{’) = (;_;) e GE ) —o. Er partant il s’agit de rrouver

telles expreflions pour #, v, & w, qu'il foir:
g ’ dw J-E"' g
I. r:ir-}-ri}r-}-w.a’ﬂ intégrable: & 11 (ﬂ,—: +(a’_})+ F_r)__,a,

& alors on aura pour Iérat de preflion du fluide cette équation :

f; =V — 88+ C.

LXIX. Pourluivons d'abord le cas, ol chaque’ particule du Aui-

de acheve fon mouvement dans le méme plan, auquel 'axe OC foit
erpendiculaire, ou ce qui revient au méme, que route la mafle du
Auide foit réduire au plan AOB, auquel {e fafle aulli le mouvement.
Or celt & ce cas principalement, que fe fonr artachés ceux qui ont
examiné plus foigneufement le mouvement des fluides. Donc, puisque
dans ce cas la vicelle w el nulle, notre hypothefe exige de telles va-

leurs pour les deux aurres vitefles » & v, qu'il foir :
L ud dy incigntle, & 1L (N4 (2D)=
. #dx = vdy integrable, . (d‘_;,_i_ ﬂ’_J —,

& alors on aura pour la preflion p, I'équation fuivante :

I i
- 188 4= G, pre.
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prenant # pour la vraye virelfe de chaque particule, ou §&¥, pour
la haureur du¢ a cette vitefle, de forte que 88 —ww ——ve. DMais
il ne faut pas penfer, que ces deux conditions renferment rous les
mouvemens poflibles dans le méme plan ; car il y a en cffer des
mouvemens, ou la formule #dx — vdy n'elt pas intégrable.

dx
en rendant ce différentiel ¥dy — vdx intégrable. 1l faur donc que
ces deux formules wdx 4 vdy & wdy — vdx [oient intégrables,
ce qu'on obtient par la méthode fort ingénieule de M. d".dlemnbert.
Car, puisqu'il faur que la premiere, plus lafeconde multipliée par V'—1,
foir auffi intégrable, on aura:

#(dx ——dyV- IJ—I—FE{J:-—FJ}?V— 1), 4 rendre intégrable.
Er prenant V'—1 aulli négartif, il faur que ces deux formules :

v v
(r:—|— F_—l)(a:-’r—[—:f}-']f—l) & (H—F:}-)‘:dx—‘ffy“’)!

foient intégrables ; auxquelles conditions on farisfair en prenant pour

d d
LXX. Or on fatisfair & la formule u) —- (?}) —i,

] +17i_1 une fortion quelconque de x 4~y V=1, & pour

U — ITF—I une fonétion quelconque de x—y¥ —1. Or il faut

prendre de relles fondtions, que les deux valeurs de » & v devien-
nent réelles, & que les imaginaires foient détruires.

LXXIL. Prenons les @ & W pour marques des fonétions, & pofons:
7

47— =0 (- V1) bi(s 4y V1)

V— e Qi =y V1) — i (1 =y V=1),
&
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& noust aurons :

W10 (V=) (3=0V =1 Y — i hgV = 1)y — -5V 1)

I

Vo PV - ‘}']'ET:‘—T OV —1)+ib(x+¥V=1)+id(xzV 1)

Or fi @:p & @:¢ marquent des fonétions femblables des quantités
p & g, de méme que §:p & :g¢, les imaginaires fe dérruiront
dans nos formules, & # & v feront exprimées par des fonltions
peelles de » & y.

LXXIL.  Or, pour trouver les valeurs réelles que ces expreflions
renferment , pofons la droite OY =+, & Pangle AOY = w,
pouravoir x —scoflw, & y—sfinw; & puisque

xtyV=1=rs(colw+V—1finw), & une puiffance quelconque
(x+yV-1)p=s"(colnw+ V—1.finnw), nous aurons en polant:

Q:p—A—+4Bp—+Cp? 4 Dp3 - Ep* -+ &ec.

pip =AU 4+ Bp4-Cp* + Dp* 4 Cp* 4~ &e.
pour les viteffes # & v les formules fuivantes :

w— A= Bscofw—4=Csscolzw——DsIcof3w—-E s?cofl g = &e.
— B finw— Csslin2w - Ds? fin 30— Es*fin gw ~-&e.
v =N+ Brcolw ——Crrcolzw~4Dslcol3w -4 E st colyw 4-&e.
—Bsfinw—Cysslin20—Ds?fin 3w—Es* fingw1-&e.

ol 'on peur prendre pour les coéfficiens A,B,C, &c. & U, B, €, &e.
des quantités conftanres guelconques: & fi I'on veur remerrre les va-

1}! —_— x
= . &cof e
Vet & Vot

on obtiendra les viteffes # & v, exprimées par x & y.

Fig. 7-

leurs s — V(xx$yy) ; finw =

LXXIII. De li on pourra aufli trouver une équation pour tou-
tes les courbes, que chaque particule du fluide décrira fur le plan
Yy 3 AOB.
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AOB. Soit EYV la courbe, que décrit la particule, qui fe trouve
en Y; & puisque les viteflesfourniflent dx = wdt & dy—wvdt,la
narure de cetre courbe fera exprimée par cette équation wdy —vdy —o,
Maintenant, i nous {ubftituons pour « & v lesvaleurs rrouvées 4 caule
de dy =dslinw = sdwcolw, & dx —=dscolw — ¢dw linw,
nous trouverons de I'équation wdy — #dxr — o lintégrale {uivente :
O =+ Asfinw —+ 1Bstfinaw——1Cs3fingw—— } Ds fingw—=&e,

— Nscolw— 3Bs2col20—1Es? cofgw— £ Dt colyw — &e.
ot O marque une quantité, qui eft bien conftante pour roure lacourbe
EYV, mais pour des courbes diverfes elle doir &rre variable. Elle

fera donc comme le parametre de ces courbes, dont la variabilité four-
nir toutes les courbes, que tous les ¢lemens du fluide décrivent.

LXXIV. Voilid donc une équation générale pour roures les cour-
bes, qui peuvent étre décrites par les particules du fluide, entant que
Fhypothefe de l'intégrabilicé de la formule wdx —~ vdy eft admile.
Cette équation eft entiérement générale , i I'en y ajoute aufli des
termes, OU I'expofant de s elt, ou négatif, ou rompu, comme

3 T
s¥finlw, s fin Lw, &c. Car, quand méme les fon&ions de x+y)/—r
feroient , ou rompués, ou irrationnelles, ou méme tranfcendantes, on
les peut toujours convertir en des feries infinies, dont les rermes ren-

ferment des puiflances x+ V=1, & par li on parviendra toujours
3 une expreflion femblable a la trouvée.  Je remarque de plus, qu'une
t=lle fanction log. (x4 yV'—i)—log. (x—§V'—1) donneroit 2/s, &

1 by V-1 : L a4
donneroit 2 w, d'oli nous pourrons encore ajou-

— ———

V-1 x=yV-=I
cer 4 nos formules & volonté tels termes a/s & Ew, qui rendroient
jas courbes tranfcendantes.

LXXV. DMais ce qui eft fe plus important de remarquer fur certe
équation, c'eft qu'elle renferme roures les courbes poffibles, ou bien
lemouvement dufluide peur roujours éire tel, qu'une des courbes EYV

[oir
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foir une ligne donnée. - Et c'eflt par certe propriété, que notre calcul
peut éwre appliqué a un vaiffeau d’une figure donnée; car, fi le plan, od
fe trouve le fluide eft terminé par la kigne BH, il faur bien que cerre
ligne BH , foir une de l'infinité des courbes EY V. Comme toures ces
courbes différent entr'elles par la variabilité de la quantité O, on peut
concevoir que le cas O — o, donne la courbe propofée BH. Or dans
ce cas notre équation peur éwre réduirte 3 cerre forme :

o =:(x4yV—1)+0: {I'FV_‘J'!'?E_: b (x4 jJV—I}—-_F-i—I Yi(x=y¥V=1).

Il s'agit donc de prouver, que quelle que foir lacourbe donnée BH, fon
équation entre x & y eft toujours réduétible 4 cerre forme, ou qu'on
peut toujours afligner pour @ & 1 relles formes de fonctions, que
certe équarion exprime une ligne donnée.

LXXVI. Pour merttre cela hors de doute, pofons x4y —1 —2p
& x—yV—1=2g, deforteque x—p}7 & y:‘::ﬁ:; &
fubftituons ces valeurs pour x & y dans I'équation de la courbe donnée
BH. De li nous obtiendrons une équation entre p & 7, dans laquelle
entreront les deux quantités p & g presque également, la différence
ne viendra que du ligne V'=1. De cette équarion entre p & g4, qu'on
cherche premiercment p par g, & la réfolution des équations. que je
fuppole ici, donnera p — Q, ol Q_fera une cermaine fonétion de g.
Qu'on cherche enfuite pareillement ¢ par p, pour avoir 4 =P, ol P
fera une certaine fonétion de p, & femblable d la fonétion Q au figne
V-1 prés. Deces denx valeurson pourra former une nouvelle équation
ptq-P-Q=n0; ou encore plus généralement fip+fig—fP-£Q =0,
ol f eft la marque d’une fonchon quelcondue; & cetre équarion ren-
fermera encore la courbe donnée B H.

LXXVIL. Or, f{i nous remettons pour p & g leurs valeurs
= i‘t—}g—_—' " e 4;'_1';—_11 il eft évidenr, que cette équa-

tion fera comprife dans la forme : o=
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= p(x+y¥V = Y@ (x=yV -1 }‘{-’-FI:?P'E-*' :[-]'V—I )—Fi—lila:(r— yV—1);

ou fans faire la reftitution desvaleurs p & g, on s'appercevra aifément,
que ['équation : Fipe4Sig—fiP—f:Q o,
elt coujours réductible & la forme:
¢+ Q7+ 17{—[ pip— -;,—:_*;Ll”f:ﬂ
Or, avant réduir I'équation pour la courbe BH i la forme :
-fig—fiP— f:Q=o,

routes les autres courbes EYV, qui repréfentent avec la donnée le
mouvement du fluide, feront comprifes dans certe équation :

p+Ffig—fiP—fiQ=0

en donnant &4 O fuccellivement toutes les valeurs poffibles.

LXXVIIL. Si nous prenons pour f': la marque d'une autre
fonftion quelconque, la courbe donnée fera aufli comprile dans cette
équation plus générale :

f'F'-I—f'?—fP—fQ_ 1
SELEV N By . .2 B ¥ S
qui fera encore rédufl'lh!e i l:: F-:rrme

Qip+ Q737 11*.#——17—41?—5

Er alors on aura pour muus Ics autres courbes EY'V, que le fluide
décric par fon mouvemenr, cette €quarion :

Fip —= fig = [fiP — f:Q
I I I | i
+‘17':;f=ﬁ_]7_1f77:?+]7:1f7=P—-f_-lf+QJ

en donnant 3 O fucceflivement toutes les valeurs pofiibles,

=

LXXIX.
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-~ LXXIX. Par cette réduction générale on voit que, pour la mé-
me ligne donnée BH, on peut trouver une infinité de fyltémes diffé.
rens pour les aurres courbes EY V, puisque nous pouvons prendre
pour les deux marques f, & f7 des forces des fonétions quelconques.
1l {e pourra donc faire que, parmi les autres courbes EY'V, il fe trou-
ve encore une quifoit donnée.  Er cetre recherche fervira 4 decouvrir
la vraye réfiftance qu'un corps d'une figure quelconque, placé dans le
courant en fouffrira; car alors certe autre courbe donnée doit conve-
nir avec la figure du corps. Or, pour trouver la réliftance, on na qu'a
différentier Péguation générale pour les courbes, en fuppofant O cons-
tant, & la comparaifon du différentiel avec la forme wdy —vdx—o,
donnera les valeurs de ¥ & v, d’ol 'on tire enfuite la vraye vitefle
8 — V(uu—=vv), & de lila preflion du fluide & chaque endroit.

LXXX. Cependant il faut que je le répéte encore une fois, que
par ce moyen on n'obtiendra point tous les mouvemens poffibles pour
chaque figure donnée du plan, ot le fluide fe meut: on ne trouve que
les cas, o la formule ndx ——vdy eft intégrable, & hormis ces cas
il y a encore une infinité d'aurres, qui renferment également des mou-
vemens poffibles. On comprend aufli aifément, que quand méme la
figure du canal, & celle du corps qui y eft fixé, eft donnée, le cas
n'eft pas encore dérerminé: car le mouvement du fluide pourroic érre
agité & troublé d'une infinité de manieres différentes, de forte pour-
tant que le fluide qui rouche les bords du canal, & le corps qui y eft
fixé, en fuive toujours la diretion par fon mouvement: & cerre feule
réflexion peut fuffire pour neus convaincre, que les formules que je

viens de trouver, ne font pas générales.

Asém, de I dead. Tom, X1. Zz NOU-



