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DE VERA

TAVTOCHRONA
s "IN FLVIDO.

Auctore
L. EFLERO.

Quae haftenus de tautochronis in wedio refiften- _ __
te ingeoti ftudio funt prolata, non tam ob ‘ 5
viim pra&icum omni lande digna funt aeftimanda, |

fed vires ingenii , quibus (cientia plorimum locuple~

tari folet, non mediocriter exercucrunt. Primum

enim in rerum natura vix alia refiftentisze lex .re-

peritur , nifi quae quadrato velocitatis fit proportio-
~nalis; tum  vero etiam in hac ipfa refiftentiaze hy-

pOtheﬁ curua tautochrona.a Geomeiris affignata nul-

lum plane vfum in praxi habere poteft; - propterea

quod aflcenfus et defcenfus corporis peculiates et di=

verfas curuas ad tantochronismum requirunt; etiam-

fi enim hae duse curuge coniungantur et ofcillatio=

nes in curua defcenfium incipientes aequalibus ab-

foluantur temporibus ; tamen ofcillationes fequentes,

quae in tautochrona afcenfus eﬂ‘ent incepturae , tau-

tochronismi proprietate .eront  deftitutac, = Quemad- - .
modum autem. huic incommndo occurri poﬁet, -in : , ‘ 3
opere meo mechanico (ummo {’cudm inueftigaui

neque tamen optatum fcopum mihi 4ttingere licuit,

“nifi eo cafi; quo refiflentia fuerit quam mxmma- |

Tt 3 _ neque

DRSO . ) . a5 s G 0 T o i Y RV N o,



33¢+ DE VERA

neque vero quisquam ab eo tempore feliciori fues

ceflit in hoc negotio elaboravifle videtur. . Ob tan-

tas igitur difficultates operae pretium erit, praeci-

puad momenta , guibus haec inuefligatio innititur,

perfpicue expofniffe , cum nullum fit dubium, quin

analyfis infignia incrementa fit acceptura, fi cui ar-

duam hoc negotium expedire contigerit, Fundamen-

tum hwius invefligationis fine dubio ex eo proble-

mate repeti oportet, quo pro data curua quacun-

que , fuper qua corpus defcenfus fuos abfoluat, in-

veni curuam iungendam afcenfui deflinatam , ita,

vt quilibet defcenfus cum afcenfu fequente dato tem-

pore abfoluatur,  Nunc enim totum negotium eo ;
reducitur , vt cafiis quaeratur, quo curua alcenfus
ipli curuae defcenfus fimilis euadat et aequalis; fic ‘
enim omnes plane ofcillationes five in hac fine in

altera curua incipiant, neceflario erunt ifochronae ;

atque hanc demum curuam licebit veram tautochro-

nam in fluido adpellari.  Quomodo igitur huius
quaeftionis folutionemi tentari conueniat, hic adcura-

tiys fum examinaturus, |

Tab. IV.  § 1. Repraefentetur igitur ifta curua in fi-
Fig. 5 gura annexa, quae circa axem verticalem OA duos
ramos habeat fimiles et aequales O E et O ¢ et fu-
mamus corpus ex E deftenfum inchoaffe, in altero
autem -ramo iterum afcendere vsque ad e, ita, vt
tempus totius ofcillationis per arcum E O ¢ femper
eiusdem quantitatis effe debeat , vhicunque defcenfus

inceperit,

§ 2.

Y
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§. 2. Iam vtrumque motum tam afcenfus
quam defcenfiis feorfim perpendamus ac primo gqui-
dem pro defcenfu vocetur abfciffa O x — . et arcus
~O 8 == §; celeritas autem in punéo S:debita fit al-
titudini V ac principia motus hanc praebent ace
quationem '
| iV —=—4g X-4¢VdS

fine dV—-chS-——-dX
quac in ¢=°V du&a et integrata dabit
SV =C—fie—5dX
quod poftremum integrale ita caplatur, vt in pun-:
¢o infimo O, vhi et x =0 et S=o, enanefeat;
pro conftante autem inuenta C flatnamus corporis -
celeritatem in pun&o infimo O debitam efle altitu-
dini %, faGoque S—=o et V.—k, elicitur conflans
C==%, ficque habebimus o
V=65 (k—Le5d X).

§. 3. Eodem modo euoluamus motum afcen-
fus, pro quo fit abkifa Ox—x et arcus Os— s
et altitudo celeritati in s debita —w; quo. pofito
gequatio motum exprimens erit '

dv=—dx—cvds
five dotcvds——dux
quae per & ° multiplicata et integrata dat
ecs ‘v — __f ec $ d x :
quod poﬁremum integrale etiam euanefcat in i ipfo

puncto O et quia hic adtitudo celerijtati debita. ef-
: Ciamnom
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mamnum eft k, B&o s — o colligiter C=k, ita,
vt {fit pro afcenfu

o= (k—[ e dx)

§- 4. Definita vtraque celeritate confideremus
etiam tempora, quibus arcus O S et O 5 abloluun=~
tur et quit ipfae celeritates per V' V et V o expri-
muntur , erit pro defcen{fu tempus per arcum O S

]
a5 ‘ e *» dS
j: CS[h [ o—eCSdm :f 3 —€5 7. 0
Ve Tk~fie™dx]) TV (k—[ e dx)
ita fumendum , vt ecuanefcat, faGo S=o. Pro
afcenfu autem erit fimili modo tempus per O s
cs
e* ds
f'v(fc_f. ¢ dx)’
“quod integrale etiam in .nihilum abire debet, facto
$ == o. ‘ -

| §. 5. Prior harum formularum integralium
exprimet tempus totius defcenfus per arcum E O,
§i peracta integratione flatuatur

fe " Sdy=—kFk; _ |
tempus autem afgenfus per totum arcum Oe ex
formula pofteriore elicitur, fi poft integrationem fiat

_ﬁe"dxik.; o '
q’uqcifca efficiendum eft, vt haec duo tempora iun-
&im fumta qoantitati confianti fiant aequalia ; in
guam adtem neutiquam ingredi debet quantitfs‘ k,
quippé
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quippe quac pro diverfis ofcillationibus diverfos for-

, " titur valores, '

: : §. 6. Quoniam ‘hic binae - vauabllcs X et x

t = operinde a¢ S et s nullo modo a f& inuicem pendént,

queniam in figura. pun&um s refpeGu S nulla re-

latione definitur ; nobis liberum relinquitur , certam

quahdam relatlonem inter haec bina punéta s et §
- ftabilire 5 ad noﬂrum antem  inftituturn  conuenit

g flaegi . :

' fe“”st—f £5dx;

fic enim fam in ipfo pup@o O, vbi viraque for-

mula euanefcif, quam pro terminis S et s;-vybi vira-

que formula fieri debet = k, conditip motus imple-

'
ey e

.dX-—t’"sdz et dx c‘““dz

OS et O.r fmndim fumtam eric

S

TS d5+£’d:
f"V(k 2 fw 'jf VikE=%" '

cujus integralis walor fumto 8 =k debet gfile quan-

huic formulae conuemat

auda
V(z(k-—-..,})

quippe qude abit in ..m w, quare fi huu; {oxmulae
no*ﬁTam aequalem ﬁatuqmus, adipifcimur

e =.dS+ e rads— 1,—’;— S '
T@m.XVII,NQu.Comm. ' Yy 1y

S

tar, Denotcmus aurcm hnnc‘xz ringque formulae va-

§ 7. Hoc fafto tempus per ftrumqug arcum.,

titas conftans , nen pendens £ k, quae proprletas ity I

fte © Ty

R 1 R L p—
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et integrando

¢S s

’—e—.T—}—,-..e-‘h 2aV z .
Vbi conftante addenda non eft opus, quxa caf‘n » quo

S=o et s=o, (ponte fit 2= o; ficque obtinui~
mus hanc f'ormulam fatis concmnam
: cs ce

—e e =acV z .
§. 8. Conditiones igitur, quibus fatisfieri opor-

tere hadtenus inuenimus , fequentibus formulls con~
tinentur

I. dx=¢5dx

.o dax =t d

—cS cs )

L —¢ * e —acVaz
quibus facile infinitis modis fatisfieri poteft, atque
adeo hinc clare intelligitur , quomodo’fi curna pro
defcenfu O E vtcunque fuerit data, inde curma pro
afcenfu: O ¢ definiri poflit; quod quidem problema
in  opere citato fufius fum perfecutus.

§. 9. Nunc autem potiffimum praecipua con-
ditio ad inftitutam noftrum. pertinens eft expenden-
da, qua. poftulatur, vt corua Oe prorfus fimilis
et aequalis. prodeat curuae © F. . Ad hoc autem
necefle eft , vt elementum 4 X eodem prorfus mo-
do per arcum O S cum fiio elemento 4S determi-
" metur ; qUO elementum 4 per arcum refpondentem
Os cum fuo elemento 4 s; feilicet fi ﬁatuamus

dx_ds A s,

quoque
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quoque effe. debet | | |
. da—=ds.pps; )
8 dum chara@er A verinque denotat fapcionem  eius-
dem indolis. Hac ergo conditione principali intro~
du@a fequentibus aequationibus. fatisfieri oportebit :
I dS.a:S=¢5dx |
AL des:is=e¢" dz
1L —e¢ ret—ac. Vi
. His ergo tribus aequationibus folutio huius quaeftio~
nis difficillimae continetur , et Grometrae’, quihune
laborem fufcipere voluerint, plurimum certe prae+
(itiffle erunt cenfendi , i his conditiopibus fatisfa-
ciendi methodum inuenerint. o

3

§. ro. Quo vim iftarum formularum’  melius
* perfpiciamus , confideremus “cafum’, quo vel ipfum
fuidum eft rarifimum vel totus arcus vna ofcilla«
tione confe@us quafl infinite paruws, quandoquidem -
motus afcenfus et defcenfus inter fe erunt fimiles
et aequales , tum autem pro defcenfu erit

©—es - ENT
1—e *—lasVzete * —1=LacVz
hoc enim modo tertise aequationi manjfefte fatisfit,
Tam pro prima sequatione , quum fit -
— ¢85 : -8
S Va=Z (1-e¢ °* )F‘{(IT‘, )y
‘ s

- e . ___ 1., . -; s
ponendq =4, erit z=aa(1—2e + 6~ °)
Vv ' et




140 DE VERA -
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n

»

et dz==caadS(e —e“cs):e*‘sd){'

L‘S

ideoque habebitur 4 X ~aa /:dS(e 1)

quae eft aequatio pro arcu defeenfus. Pro' afcénfit
autem quum fit R

J-L5 4 o2
Vez—ale *—1) erit s—aalet*—2e *401)
‘ : SR S ~
et dx—aacds(et—g H—e+dx - i
— s At
ideoque dx=aacds(1—e *), &

quae duse aequationes vtique conueniunt cafu, qua
vel- S fiue ¢, vel ¢ eft infinite parunm , tum enim
fir : |

eS -t

g, AeImatS et T—e rmrgos, .
ita vt oriatur;
dX — %2265 45 et dx—-““"sd.f,

ficque virague aequatio candem curuam exprimit.

§. 11. Generatim autem plurimum notaffe it
vabit , binas aequationes inuentas lege continuitatis
inter fe cohaerere, fi enim in' priori loco 5 feriba~
tur — 5 et 4 loco X aequatxo abit in hanc

'dx-—aac-dsu—é ),

quae eft ipfa altera aequatio, vnde patet curuam
afcenfizs renera effe comtinnationem curuae dcﬁ:enfus

eademque aequ'\tlone expr1m1 ) etlamﬁ ambo rami
‘ non




B

"habebimus
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ion - fuerint inter {& aequales.. Hoc cafu perpenib in
gencrc colligimus flatui debere
cS - s,

[

y—e ,2_—_-_aacﬂ/z et ¢ T :Téﬂw"/z.

e . .o
fic énim quoque tertite nofirac aequationi fatisfits

et nunc bina tempora defcenfus et afeenfus non am-
plitts funt aequalia. Tenendum autem eft, quanti-
tatem g pro punéto infimo 'O in vnitatem abire
debere -, quoniam hoc loco ‘quantitas z evanefeit , ex=
ponentialia autem abeunt in voitatem.  Hinc jam
pro defcenfu ob _ -
—cs . ds -
Yz—a(y—e *)et z=aaly’—2ye = e %,
*) =§-—ad€dS<}"£ A |
o memthd Xy
vide. pro cmua deduatur 1ﬂa aequauo
dX:zaady( S — + )+rmm’5 ‘=—-:)§.
Eodem modo pro afcenfu ; “quum {it;

¢S

' 'dz:-za.édj;(}-’—-é

cs

Vaeza( =)

1deoque I _
ie -
= aa(c"'“”— zye T—I—_yy)
dlﬁércnnando nancifcimur e s
cs
dx—=aatds (e""’-_ye"'s-)-zmzd_y( g
—e¥*dx, vndc fit

o ] ‘__ﬂ_‘!
ﬂx:aacdﬂ: —-jé‘ " )—-zaad_y( 3 —yg=t7),
- A K quae

e,

T —— e
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’

quie dequatio ex praecedente refultat,” fi loco X
fcribatur & et — 5 loco S dum- quanntas ¥ enadem
retinet valorem , ex quo etiamnunc intelligimus cur-
vam afcenfus cum curua defcenfus’ efle ' contintam ,
dummado y fuerit funftio par ipfins S, quae fcili-
. ¢et eadem maneat, etiamfi arcus S negatine capiatur,

§. 18. Nunc igitur quaeftio huc redit, cuius-
modi func&tio par ipfius S pro y accipi debeat, vt
acquatio pro aftenfu inter x et 5, cum aequatione
inter X et S plane conueniat. Attenderti autem flatim
per{‘plcuum erit , hoc euenire, i X aequetur funcio-
ni pari arcus S, vnde fequitur 4 X aequari elemen-
to 48 in fun&ionem imparem ipfius S duco, Hoc
obferuato alterutram harum duarvm  aequationum
conﬁdcraﬁ'e fufficiet , quam ita comparatam cfle opot-
tet, vt fi arcus S vel s negatiué accipiatur manen-
te y inuariato, eadem aequatio- refultare debeat,

r.onﬁderemus igitur aequationem poﬂeriorem-
_es

dr=aacds(x—ye ’)—uzad_y(e —je—“)
quae fumto s negatime abit in _hgn;

,+c: ) :_‘;es
dyx—aacds(ye * —1I)+ zaady(ye*'”-—e 2y,
quae duze aequationes ‘vt mter fe congruant ne-
ceffe eft, vt fit. o

apdyerme ety T
cs L )

+cyd.r'(e S Ty —acds=0

u

vbi

=
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ﬁngula membra innoluunt funﬁ:lones impares

1pﬁus s, quandoquidem # eft functio. par..Nam quum
fit per feriem

P aal=s TR Y PR Vo o ——1—56 s —{—--c .r etc.
et At R . s —Fc 5 —l—uc s —-mc I etc.
7 erite Vt-lquc ' _ |
et — e“?‘-—zcs——i— R N
quae manifefto eft fun&m mpar , quod etiam de
_|.‘ﬁ L ts

—~— g 2

valet , fimul autem hmc perl’pmltur formulam
cs " — E_i . . .
S
"forc fun&mnem parem.

§. 13. Huc ergo ardua noftra quaeﬁlo eft per--
ducts, vt ex pof’srema illa aequatlone ‘valor quanti-

tatis: y eruatur, quippe quem iam nouimus fore funs

&ionem parem ipfius 5 - Ac pnmo quxdcrn vt ex-
ponentialia elidamus , ftatuamus.

56‘5 _56':
£ —¢€ —2p,

ita vt p fit functio impar jpfius s, ac v1c1ﬁin‘1 K
1mpar ipfius p, hlnc autem ellcxmus. :

'—V(I—I-Pp)-i—ﬁ —'I/(I —l-PP)*P
c=~—:+2pp+2p1’r I+PP): e C=xtapp-apV(xte)
et ¢ds = ﬂfifmi
his
e ‘j;\gh
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his antem. valotibus fubftituis ae,qumm nodira indact
hane formam;. - :

2]6171’]5"/([——}—[3’[))—-])4}—1——.}&?— o

V(u—;—pp)

6. 14 Vi hane agquationetn’ etiath ab 1rrauo~
matibus hberemus y fidtmansus : ’

y=

V(:—H:pJ
vbi 7 deber effe fondio par ipfius p, vt fit
: e PO L NN 5 7} ST .
3= gotiss TEPR T

et facta muliiplicatione per (1 4- pp)*’ * fequentem
impetramus agquationem :

“rdfp(r~1-M>—1>dr(2+171>>—-2mﬁ’P—LMp( +2pp)

—dpir-rpp)=o.
Quia nouimus c1fu p=o fiem debere r= 31, flu-
tpaous #== 1 + g, ita vt ¢ fit fundio par ipfiusp

coanefcens ¢l p—o atque ‘hine ‘perwrenjemus ad
iffanr aequationem: - §

2gdq o3+ ppHpA(xHp)-2q7 Ak adis - 2pp)-godp=o,
Tentanti hing facile pasehit » Pro’littepa ¢ mollam
poteftatern fimplicem ipfius p fatisfacere pofie ,- vode
concludere debemus, valogem. ipfius 4 vix aliter pifi

per, feriem mﬁmtam cxpnml, poj’Fe ” qﬂ{acuca po«
namus ; y

qv-Ai-” +BP "i“CP'l‘DP “*“35‘3'_.
vode fit -
T -*aAp++Bp +5Cp —+-st +etc.

porro
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| porrf "

T=Ap +2ABp +(2AC+B Jp' - et
et
W'ﬂ‘f-—*—q.Ap +mABp+8('2AC+B)p +-ete.

qu1 valorcs fubflituantur ¥t feguitur:

.Pz !‘ P‘ ' p‘ , 2 _

4 A" -12AB

| o ——
?;i‘l.(l-i—pp)':: +2A+4B +6C |+ 8D
F {  ly2aH4eB hsC

_ng . —"2.A.='7—4-A.B

_,-—-—- |

+q(z—a.pp3— A HB FC gD

_ o A~2B |—2C

—pp=rE oy
§ 15. Singulas igitur columnss ad pihilum
redigentes reperiemus (equentes acquationes:
I. 3A—1—o0; iicque A=—: o
| ,H' 4A'f5B=o0; et B= —"-5’—‘: =—#
1 2A-12AB428+7 C=o3; binc C=+35
IV. 16.AC+8B'+8AB+4C+9D=0; D=—12
£X quo valores ipfins ¢ indeque ipfius # colligimus

. fequentes :

6.
.r"—x+—p—sp+?P ’;“;,P |
guo invento habemus ¥ = ;5 vbi recordemus
effe '

o ' B L e R
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e _es cs et
e -6 * —Erte =
p= et Y(agpp)="_T >
2 2

-

ita vt nunc quantitas y nobis iam “fatis exafe fit
explorata , quum enim in praxi nonnifi ofcillatio-
nes f{stis paruae admitti foleant ideoque arcum s
pecperuo tanquam fatis paruum fpe@are liceat, va-
lor inuentus vsque ad o&uuam poteftatem  ipfius s
exactus , praxi- omnino fatisfaciens eft cenfendus ,
quum fit ' '

‘ T 3 l s¢5 7.7
p=—=ics+ =3 ZZ T ete.

2445 2 4a 6.!-'10 T Redeanse L4

Supra autem vidimus, quemadmodum viciffim formu~
lae arcum’ s inuoluentes per p determinentur , erat
feilicet - ' | o
s 365 __ o
& =Y EpOFp et ¢ =V (1 4pp)—p
vg"'s_-_‘—_'x—\—'z'pp-}-zpj/_(i—]—pp)‘; e =x-opp—a pV(14-pp)
s=x L V(:'—;—pp)-}-p et cd::v(f_‘ﬁa. |
§. 16. Quodfi nunc quantitatem y pro.cogni-
ta habeamus, videarnus, quomodo ipfa aequatio tauto-
chronge exprimatur , quoniam pro 4 x “duplicem ini-
Yenimus aequationem ~ : - < . . T

‘ dx:dﬂb'd.f(lﬂ-_y.e '4)—.-24&62‘}/(8 'z *_‘}l.e_c_g)
dx—aacds(y.e *—=1)teaady(yetiimg =)
quarum. prior a pofleriori fubtradta nobis  fuppedita-

vit valorem ipfius y ¢ hunc has duas aequationes ins
vicem addamus, vt;prodeat

W |2
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C!‘ cs

— -

zzx—da(zyd_y (e*““+e‘”)—-2a'_y(e e 7))
* + cs ‘ MCl‘
+dczc_yds(e | ?—e 2) _
‘_quae aequatio, fi loco s ctxam noftra varxab:hs pm- :
. troducatur , fiet :
: : — rypd
2dx= 461(4}*@!(1-{-21)1)) 4dyV(1+pp) ﬂ":_ﬁ_?f;
-ﬁue :
— —_ LE X%
3 a: .}’d.J’(I-i‘WP) dy V( I+PP)+—(—,;",3?)
quae ergo, eft aequatio pro vera curua tautochrona,
. quam quaeﬁuxmus. o : .
3 - & 17. Hoc modo problema noﬁrum per ap@.
proximationem refoluimus ; fin autem vti- in analy=
fi fublimiori operatlones algebrae: communis: pro con=
ceffis haberi folent, ita  refolutionem .aequationum
differentialium ' primi gradus nobis tamquam  conces-
fam fpecftare liceat , folntio “noftri problematls ita
concinne ~ expedietur. | Quaemtur quanntaa *vauabxhs

_y, _ex 1lac dlﬂérentlah prum grqdns" ST
: 'cs cs . . "'bg""'" cs:

. b s
2_yriy(e+” "“’)—2dy(e —e “)-{—c_yds( ‘=+e 7y
— 2¢ds= o, integratione ita inflituta, vt pofito
s=o, fiat y— 1, quo faGo aequatio pro tauto-
chrona quaefita inter abfciffam & et arcum s itaexX-
primetur :

| e e A e SRR

’ . +cs‘ —Ls - _}_g_ ~cf
bdxwydy(e“-{—e‘“) ~2dy(e” * e ’)+gld.r(e 2ag ?)
ynde per operataones notiffimas confiru®io curuae

conﬁm poterit,
XX 2 § 12 .

 ~=»',———&\1.‘:_4;.—
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§. 18, Haec ipfa antem folutio merito non
parum fafpeta videri peteft, guoniam ratiocinia,
quibus innititur , plena perfpicuitate carent,, quamob-
rem Geometrae co magis funt excitandi, vt arduae
huius quaeftionis dignitate impulfi vires fuas fo eins
folutione exercere velint ; equidem lubens fateor me
omnem haétenus operam in hoc negotio fruftra con-
fumfifie , interim tamen folutio hic in medium al-
lata , etiamfi fit errorea , tamen ratione ipfins ana-
Jyfeos attentione non indigna eft vifa ; cacterum hoc
jpfam Problema in Mechanicae meae Volumine (1%
pro cafu quo fluidum eft rariffimum , iam rite -fo~
luotum dedi. Selutio autemn ibi data ad praefentes
denominationes tramslata pro vera tautochrona hanc
acquationem pracbuerat :

dx= q:cdsfc‘r—]—gc'.r’), »
quae ad vium practicum prorfus eft fufficiens ; quin
etiam fi fluidum non fuerit admodum rarum, dum-
modo ofcillationes admittantur fatis parunac, eadem
folatio valebit. Nihilo vero minus folutionem com=-
‘pletam merito defideramus.

DE-




