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uruas triangulares voco, gnae trlbus arcubus AB Tab. L
AC et BC intus mﬂcxm Lonﬁant, qui_in an— Flg L
gulis ~A, B et C coeant, practerea autem nullos

alles ramos. contingant.  Huinsmodi ergo curvae vt fint
continuae, fiue quaptam aequatione, vel algebraica, vel et-

iam tranfcendente, exprimi queant, necefle ‘eft, vt in.an-

‘gulis A, B et C habeant cufpides -acutiffimas’, ybi bini-
arcus cneuntes communi tangente fint pragditi. Tales au~ -
terd “curnas innummab]les exhiberi pofle, tam- a‘lgeblalcas,

quam tranfcendentes, jam olim oftendi, cum .Problema de
eiusmodi curnis, circa datym punctum lucidum defcriben-

dZS, pmpofmffem, ita vt omnes radii, a curiia bis reﬂem, .
iterum  in ipfam punéam lucidum reuvertantu, quod - S “
‘Problema variis folutionibus in Ad&is Llpﬁeuﬁbus pro ' i
Anms 1746 et 1748 folutum reperitur.. Hic enim. tota

- | - A 2 . N folgtlo o . f




Tab. 1.

{ Fig, 2.

folutio ad innentionem huinsmodi curuarum triangularium

- trito ‘ﬁrac'{"ramt,'.jm'pfimisffcbnﬁder'a1~i merentur curuae, gilae

g )4l e

» . » . . . . rd
reducitur, quippe quibus caufticae radiorum reflexofum
formantur. '

%

§. 2. Practer cum viun’ autemn , quemn iftiusmo-
di curnae triangulares in commemorato problemate catop-.

ex ‘euolutione talis curuae triangularis. A B C mnafcun-

tur. Hunc in finem vocemus longitudinem arcus AB=¢
‘arcus A G — & et arcus BC —a Tam arcui A B conci-

piatur filum applicatum, quod extra A prolongetur vsque
in F, ita vt fit AF=—f, et filus dn ¥ infertns promo-.

veatur, domec arcus A B fuerit. euolutus, et filum perue-

piat in fitum B g, “eritque Bg=AF+4 arcu AB=f+g¢
“¢um motus fiili continuetur et filum B g fuccefliue appli~

cetur arcui B C—a, donec perueniat in H, eritque
"BC+4+CH=Bg=f-+¢, vnde fit CH=f%¢—a;

quo cum fucrit peruentum, filum applicetur arcui ‘C A; vbi
notari conuenit, perinde efle, five arcus CA maior fit, fiue
minor arcu CB; femper enim filum totum - arcum CA =

occuparc debet. Tam motus fili ex H continuetur in £y
donec filum f A cufpidem A ‘tangdt, tum igitur erit
: A.f:GH—F,A'G._.:f—-t—c——'a'-}—Er_;_ -

‘Nunc igitur filum motum A f fucceffiue arcum AB in-

noluet, donec perneniat in G, eritque -
- BG=Af-AB=f—o-b

fam filum ab atcu B A transferatur in arcum B C et e
woluatur, .donec petueniat in fitum C b, vbi erit

| Chr=—BG+BC=f+424 , )
Penigue filus ab % promoueatur inuoluendo arcum C A,

_hoc- .

~




‘,{

lgscque modo revertetar in ipfum pun&um F, vbi motus'

aft dnceptus; erit enim A F=C h— CA, Ideoque AF‘f," e
erat ;autem vnque AT —~f |

§ 3 HIHC 1grrur patet curuam, ex euolutmne cut-
vae tnangularls ABC. natam, efle curnam in fe redeun-"
t&y et tra@tu voifermi: jpraedltam {cilicet FgH fGbLF
fitghiodo™ punda F, H, G- extra curnam ABC cadant. _ L .
Atque hic iffa- infignis propriefas’ ante omhnia fe oﬁ'ert : ) .
ghod: reciae FAf, HC % et GBg non folum Vtrmque L N _
- ad:curuam” fint normales, vti €x natura euolutionis™ mam- S S A
ﬁfﬁﬁum“eﬂ“ﬁad etiam; " quod ] 1Wﬂﬁmﬁ?1€ﬂ?ﬁ enim. . . ' L
| LFAf AF—}-Af:n.f—-]—-c—a——}—b B o
: ﬂ:m verot v - | ‘ '
: ACb—CH+Cﬁ:2f+c—-a—-l—b
f'tmh» imodé < -
GBg*BQ+Bgr~2f—l—c~—a—l—5
Yﬁf@gﬁ s'Hage, Propristas ‘multo  latius patet: -: '8i erim per’
& Bulicpm: S-toftrae, vurnae :trlangulams producatur . .
Wtrli}q..,jtangtenm‘fX Smrjied etiam . iex matiry’ euolutlomsﬁ_ o T
wrmqufr Bd. cunyam defcriptam erit- normalis; tum- vero erlt'
,J.ﬁﬂf"—rSK GS+CH f+c—4_CS |
atxhde \fero etmm erit ‘

Y

| V:,p}g “fora reda ' L
.Xx;_, 2 f-j—cﬁa +CS+AS-2 f-{-c— a-+b,0b AS + CS "“AC =b,

qu0c1rca curua, €x euolutione curnas’ triangnlaris ‘A B 62

- Hata, hac eximia gaudct Proprietate: vt fi ad eins punum’
- ‘(fﬁbdguﬂque X dueatii normahs donec curuae Adterumy, oc-
v " FA 7y f»..-n:' v ’ .

- frgee Ay . currat - e




Tab. L

Fig. 3
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cofrat in X, €a etiam in hoc punéo ad curuam fit nor-
malis, ac praeterea fofa hac cedta X x vbique eandem ba-"
beat longitndinem =— 2 f~-—¢ — & -4, quae proprietas
vulgo circulo ram propria efle videtur, vt Vix in alias - 1~
neas curnas competere poffe videatur. | '

- §. .4, Mirum hic fine dubio videbitur;. quod. terna:

latera figurae triangularis @, b et.¢ non aequaliter in fors

mulas inuentas‘irr‘lgredianturl__ Ratio antem, huius difparitatis.
in eo eft fita, quod. interuallum A F potius guam cH vel
B G fimplici litera f defignanimus. ~ Quo jgitur hanc in-

_aequalitatein epitpmﬁs?:le_t;_‘vniformitatem‘ in. calculum intro=
" ducamus, vocemus inrernallum AF=k-a, ita vt Ot

f=k+4a, atque omnes rectae fupra exhibitae iam. fequenti
modo concinne .exprimenfur : . " -
AF—k-+a; BG=k-+b; CH=Lk&c¢

| Afzk+bde; Bg= k+4ate; Cb'::’k—l—’c‘l-l-b_
tum vero nunc longitudo ompjurh recarum. per curuam
defcriptam normaliter ductarum, Jerib— 2k —-a -+ b - €.
Hic autem quantiﬁétem‘_ k. pro Jubitu accipere licet, ita vt
ex eadem figura triangulari innunerac cucuae iftius indo-
lis defcribi -poflint. Quin etiam quantitas k adeo negatiﬂé
accipi poterit, dummodo formulae .k —4-a;. k-bet K¢
pofitinos cbtineant valores; fi enim haec interuvalla fierent
negativa, curua defcripta non' amplius prodiret circuli-for-
mis, fed intra curnam A B C caderet, atqué etiam tres '
cufpides £, f, b effet habitura, gquemadmodum €x natura
enolutionis, facile colligere liget, . w1y L e

}

§. 5.. Huiusmodi. autem curuas, ex euolutione cur-.
cum circulo tam €-
gregie

yarum triangularium patas, quateny
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gregie conuenjunt, -brewitati§ gratia Orbiformes. nomine-

1us y hicque  ante omnia ebfervafle iunabit, ex qualibet
-curua orbiformi . problemas catoptricum fupra, memoratum
infinitis modis - facillime . refolui ~pofle, - Sit enim FGH

‘talisv. cutna. orbiforinis - quaccunqie , ' intra-. qua .- pun&um
hicidum <X pro lubitit. conftituatyr; tum ducta reGa qua- Tab L
cungie- X #; ad -curvam | virinque normali, quae ‘ergo Fig: 4
" conftantem * habebit . magnitudinent, iungantur re@ae L.X
et L'xy eaeque: bifecentur in - pun&is O et g, vade ad -

eas normaliter educantur "reftae O Z et 0z, redtac X x
oceurrentes in pundis Z et %z shaecque duo pun@a - fita

s

7 eritht in ‘curva quaefita. * Radius énim L Z, primo refle-
xuf, fiee Zz, qui, denvo reflexus in z, in ipfom pum-
‘@Gum lucidim k. remittetur, quemadmodumn ex ndtara re-
flexionis haud difficulter -demonfirare liceret, nifi hoc ar-
gumentum ‘iam vberrime effet pertrattatum. \‘ i
cpelt ' S -, Ty e ) ;
o § 6. Ob Ilunc"rinﬁgtg.em vium ewruarum triangue
laginm ; vtique, optandum  effer, vt methodus certa pateret,’
cyiscope huiusmodi curpas- triangulares, quotquot libuerit,
jaueftigare -liceret, 1d quod primo - iﬁ;uipu; nimis difficile .
videri poteft. Verum hauc inueﬁigatioslem_iilﬁerta,:m.u:s_,; ac
.yrirmoi.quacx‘amus curuas. orbiformes ,” quales hactenns de~
feripfipnus ;, ‘fum- -enim- eerti efle poterimus, earom ‘euolutas
 huigsmodi fore curmas triangulares. quales. defideramus ,
I‘?;#&fcejé‘ea. véro etiam hoc modo if_fud‘ commodum affe-
Quemur: Vi, quoties eurna _'ogbiif‘-'orm'is;ﬁ]er;iit algebraica,
‘toties quoque eurua triangularis ' mon foluin fiat alge-
braica, fed infaper etiam rectificabilis, equandoquider
eolutac’ omuiym “cuswarum algebraicirum fimal rectifica-
-tionem .admittunt. - | )

§

i\:g_q

£ 7 -
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b, I. . §..m. . Sit igitur FM fm talis
Tig. 5 qualem inneftigare: nobis eft -pro_po"ﬁ_tum,

re@ameF f.pro axe fixo;-.qui. viringtie -ad .curugm . fit “por=:
~ thaliss, rcudns '.“I'"()ng:i:'tudiipem:-pona_mfu‘xs-E:ﬁz,z;f:*z Tum €x

: @M?ﬁﬁ@jﬂ]ﬂﬂéﬁﬂ(}]ﬂc: M . ad-enruam: ducatur ‘mormaliss M n,

v quae '€igo efiafm inm ad -curiam  debet “leffe motmalis 5. €

I jusquedongitndo M m itidern: fit =z filv lam ex “punétisM %

4c prov punéto (M. focentust “eoordinataey ¥

et .m ad axen-Ff demittantur! 'pefpendiféulaﬁ?'m eL. Pty

P —X et

-P M ==7¥; at prov puh&ou e fit - B ® et p W=~

-qpiiia sHaec rapplicatain - partem “cohtrariam . cadit.. . His- pos :
Gris - talis aequatio::jnter X -et!Y -défideratury. vt Hiloco

X feribatar. &, valor ipfins Y fponte prodeat

enim- hoc freret, . tota -CULla F M fm nont effet continua
Sequenti ‘auten mildo ihie quatwor - quaiititates 2 fe-inuis .
cem pendent:.«Cam interuallum P N it fabnormalis -re-
fpedtn pundtiM, pofito 4 Y =P d X, erit haec fubnormalis
P N.—=PY, hiticque dorthatis MN == YVI4+PE Simili

- siodo ‘pro - altere puncio . efit pN fubrormalis -retro -po-

fitay vade fomito dy=pdz eit’pN= ~ p.y; hinc’-nor

Cqalis m N =y V1 --pp. Qiia, igitar-triangula PMN
et pon N fast fimilia, - erit P =P “Porro quia noufmus
effe 'M m::nnf,ek ' agatur axi “parillela -m-S, ipfi M P

* produflag bc‘fﬁri"éi}‘s':ifﬁ S, et ﬁ'ftﬁ'lit;id’q-tti;ingqi‘drum

- i T ST ‘; »‘.-'_.u. - .~ '-‘- . .‘f- Lo . i ._'.—"foJ__
MN P et Mm-S d;i_b_lli MS — -l et mS =T

,_Cum jgitur fit - T
Ce MS‘-’—T-MP—%M:PZY:—}_et"-m\S.;FP__
" hipc coMigitars < v e T

. ‘-‘I,-.._’._‘H"-—""f- ,'f x....—- - ——'r"--.,""'-"" !f‘p.—-
Y G T et ¥ *"-X‘—‘vtx—‘&p'__r

FPox—X

prac-"
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‘praeterea vero, Vti idm notanimus, debet effe
dY — P o~ dy
Fg=P=pet gz =p.
6. 8. Cum igitur inuenerimus differentias coor=
dinatarum Y—y et x—X, flathamus earum fummas

XA4-x=2Q et Y4y=2R, hincque ﬁngulas coordiz
natas adipifcemur ita expreffas: L ,

_ 5.
X= Q_vu—i—pp) ) Y—'-‘R'*‘v‘(:—i-w ?
x“Q"'vn-r—pp)’f—R 1’{!+P?J

Hinc igitur differentiando erit o
L o SN
AX=dQ~—~— T Y
o (x+pp)
ay—ar 240,
(I+PP)
dx —=dQ 4 —— L H
| (x+pp)
dy_dR+-—-—f—2jp )
(4pp) _
Cum lgltur efle debeat dY =pdX et dj_...pd.r, ﬁet
ar L2 g SEd
_ (x+ppy (x+pp) -
JR 4 _J09P —pdQ+—if _frdp
(I‘H’P) | | (1+pp)

Ex vtraque harum aequationum fequitur fore dR—pdQ;
ideoque R=/pd4Q. .. D |
Atta dead, Imp. Se, Tom, IL P, I, B ' §9
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§. 9. Cum 1gsatuf ‘oinibus’ conditionibus fatisfe~ -
cerimus, guantitas Q arbitrio snoftror ;pelmlttltur emsquc
ergo loco funétio gnaecunque ipfius p accipi poterit, quae’.
antem. ita- debgt. efie e:ompamta,_vt\,f"osmula p 4 Q integra-
tioneril admittat ;- fiquidem curuas algebuaicas deﬁdewmuﬁr
‘ Quomam igitur - pro coordinatis x ety inuenimrus .

i : N L
x=Q - v'(!-—i—pp)'et'y“_”ﬁ' Vo
exiftente R =fp 'd Q; pro alferis-vero coordinatis X et Y ﬁt

X =Q iz Y =R yhd5mn
manifeffnm eft, hat ex illisvpalci, fi modo! formulae radi-
calis ¥ (5.~ pp) fignum immutetnr. Quare cum haec for~
mula per fuam pataram: fit “ambigua, priorcs fornirulae, Pro.
x ety inuentae, poﬁcrl‘ores preXetYlam {ponte inuolunnt, it
vt eadem agquatio yationalisitamm :pyo X ety quam pro X et

¥ neceflario fit pr@dlturq, “Ad hoc-auteny mecelfe ¢ft, vt ne-

que () meque R eandem formulafn-V (z — p p) involuant,
quia alioquin etiam fignum harwm licterarum. mutari opor=
teret. Hine igitur ifta regnla, frapui pofeﬁ‘ vt pro Qﬁm.&@%
rationalis ipfius p accipi de‘bﬁa:t. i

- §. ro. V& antent “curtras algebralcas ob“cmearmus,,
_quia effc- debet __fde -p Q—-/Qép ftatnamus
FQdp ‘=8, denotante 5. fun&wnam qnamwr?que ra""a'onJa—
fem- 1pﬁus b eritque Q = a5 P hincque porrer -_ — Se
Nunc fgitye pro ‘curuis  orbiformibus fequcntes dete'l”m‘l'
nationes ambarum coordinatarum ¥'et y exhibere poflwmus.:

ds’ f _ Hd8. - ;
x= T - pds. . b
dp—"w'-*-??&’ J— d'p S— 1/(1—1-;:;:)1

¥bi pro S fin&ionem quamcungueé gationalem ipfius 7, vek
faltem: talem, accipere poffumus;quae, dusw fomnula 1/ (1+PP)

e& ambigua, eundem valorem retm]gart., o m'

i o

#
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§. 1¥. - Quia natura orbis, qualem conﬁderamus,
poftulat, vt curva fit in fe rediens, et.nusquam in infini-
tam porrlgatur' fundtio S ita, comparata effe debet, vt ne-
-que abfcifla, ¥ neque apphcata ¥ vnquam fieri poffit. infi-

nita, quem in finem hanc fun&ionem S tali “fractioni:
a—+—£‘lp+')'1':3b+5p3+erc.

LB CpptDpitete. NN
aequari opportet, cuius denommator nulium habeat f'a&o-
rem fimplicem realem; {i enim factorem talem haberet,
puta- p — m, tnm, fumto p — #, valor 1pﬁ=us S -fiexet ‘infini-

tus. | Demde {umma, poteftas 1pﬁus p in numeramrel,haud,a '

debet efle mazor quam, in denominatore j -aliter enjm, cafu

P — oo, Valor Ipims S 1t61um in‘infinifym. excreicergt Prae-
terea vero etiam_exponentes fradti ipfins p admitti qui~
dem poffent, ita tamen, vt nvillum mcmbrﬁm am’b]guum

obtineat valorem, quia alioquineidem Valorl ipfits p plu--
res tam ablciffac. quam: -applicatae. conuenne poflent.; -hogc -

enim ¢afu curua non poft-vnam rcuolutlonern, fed. demum
poft duas pluresue in fe-rediret; twm autem. eiug etoluta
non amplius foret curua trxanguIarls, fed vel pentagona, vel

heptagona, vel enﬂpagona vei etc 1d quod 1nﬂ1tut0 ‘no- -
firo aduerfatur. S A

§. 12. Ex hac conﬁlu&mne generah, in qua contmen-
tur omnes curuae. 01b1formes, et quldem fimplices,. ~quage poft
vnam reuolutionem in fe redeunt, facile erit formulas elicere
pro defcriptione ciruarum triangulauum ; cum enim euolutae
harum: cornarum  orbiformium certe finr figurae triangu-

lares, tantum opus eft, vt in euolutas iftarum ¢€urnaium

, inquiramus, - Qula autem omnes  illae curuae, Pro quouis

i

Valore httexae f, ex’ cuclutionc eiusderd curnae trlangula—

S I Buz ?;,";__'j__‘ S ~r~ rls
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ois nafeuntnr, littera f non ig determinationem euolutae
- ingreditur; ynde in formulis noftris, pro. ¥ et y inuentis,
“ : partes, hanc lirteram f inooluentes, tuto omittere 11ccb1t -
‘ | ‘ . ficque pro hac inueftigatione habebimus- tantiim
T o : x_~§§ ct_y::f"fs S, '
P guam ob rem mnaturam enolutae, ex his Valonbus or1un-
. dae, mueﬁlgaﬁ'e fufficiet.

)  Tab. 1. ' § 13, Sit 1g1t11r FMfm talis curua, in qua ﬁt
iLl ‘ | | -Fig. 6. abfciffa FP—x— j s applicata PM ==y — Pdd; —~3S,
1“ | - du@a normali M erlt fubnormalis ‘ B
i PN=py=242-pS :
; ' |

e vnde fit recta - |
| FN=4(x4pp)—25 o 3

\i 2 . ~ Ponamus nunc angulom FN M= ¢, erit tang. ¢ =3 ideo- |
gi“ , o que p == cot. d= ‘”‘f—-‘l’, ynde fit -

‘-L‘,ill . . : N -~ 4

;\1}"& o, _ o fin. (D V/r('x-l-p""i;) ‘? Cofq)—"ﬂ:—i—pp)’ ,

- : tum vero etiam AP =455 Quod fi iam bremtatls

[t 1

;‘llék’,; gratia ponamus F N — v, notum eft, centrum circuli, cur-

f ‘il. ' | , pam in M ofculanns, fore in puncto: U, ita ve fit
1A R in, O .
‘1\ - NU= aq,;q)cp

Cum autem , fumto elemento 4P conftante, fit
dv__é—ié(x+pp)+pds Sdp et

‘{H . | R J_q;@ (r+gg) o

I . ’ ’

I | | . ent reta . - . |
ﬂﬂ. - NU=- i‘;f(r—rpp)—%-'(r+pp')+SV(r+pp).-'
*i ) pro qua formula breuitatis €180 feribamus 1, ita Vi Gt NU=r-

rll{ 6 I
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§. 14. Ingento puncto U, quod erit in euoluta,
quam quaerimus, inde ad, axem ducamus perpendiculum
UT, ac pro euolita vocemus abfciffam F'I‘:—._r et ap-

plicatam T U = #; erit autem: ,
NT.__.NUCDFCD .._.L__.T et .. . ’

§ e
TU:NUﬁn'CD”ﬂwppJ -
vnde, loco r valorem affumtum fub[’utuendo, confequemur :

abfciffam o
' t__FN+NT—*d—-—?ddS(I+pp),

fnm vero applicatam
| w=S— g o (1 p2);
vnde colligimus

b—pu=33(1+pp)—pS5.
Ope igitur harum formilarum, quaecunque funétio .idonea
ipfius p pro S dccipiatur, tam abfcifam FT —17 quam ‘ _
applicatam T U —# affignare poterimus, quibus curna | ‘ N

triangularis determinatur. Valores autem idoneos, pro S
accipiendos, fupra indicanimus. ‘

§. 15. Quo .hanc 1nueﬁ1gat10ncm exemplo iliye
firemus, fum_mus L
S == EP eritque

RN _ ‘

45 __d{r—pp dd.S . 2apT—sayp :
dp =~ [i+pp ) 497 (1+pp)p R

vnde colligimus. ‘

__a—l—sapp—mw e gy ap
— i) et u = 35

Hinc primo patet, five p fumatur poﬁtme fine negatmc, ab=
‘ fc1ﬂam fFeandem manere apphcatam vero # hoc cafu in partem
3 o < : B 3 _ con-

ct
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. cotitrariam cadele, vndc axis nofter’ FT huius ‘curuae ‘erit

diameter. Deinde, {umtc p=o het r=a et u"- o, at i

capiatur p infinite paruum, fiet '
t—a-+gapp et u::ﬁap

Porro, fumto p g erit t—Haet uﬁ,ﬁa Y fin antem
p— 1 erit 1=a et y —Za. Sit denique p = oo, €ritque
t——2a €t ¥ =0 Hinc patet, curuam humsmodi figu-~

Tab. L vami effe habituram, qualcm in figura el -dedimus, ternas
Fig. 7 cufpides habentem, B, C, D, exiftente, FDzz2act FA=a
Pro alteris cufpidibus B.et C. quaeratur locus, Tbi apph—-
~—capa u it maxima, et-cum fit '

p dp(!-—zgg)
d‘(x-ﬂsp)‘ 1+ ppB

_ hoc euneniet, vbi 3pp =T, fiue P——Js' tum autem ﬁet

ablciffa 7 — P a et u =¥ a Hrgo ducta chorda B. C, axem
fecante in E erit FE =% 2 et EB— -EC= . 2¥2 g, Quod
fi ifam quoque ducantur ch ordae BD et C D, Qb Dh._.“ a:
erit BD* =% ¢a, vnde fit BD—=CD :.:””a €X.quo
patet , chordas omnes - BD CD. et B, C eﬁ”e inter. fe
aequales. Referet €rgo’ haec. curua trxanguiaus tr1a*1gulum
aequilaterum.

Tab. L 6 16 ACCUI'atlllb autem in fymptomata noftrae

Tig, 6. curuae triangularis mqmramus, et. quomam pro c001d111a--
tis FT =1 et T U —u has. muemmus formulas:

d ds . o
E"""dp P T (I-'L—‘pp) i -
—_ pod d d S ‘ o
y=§ i —Ya (1 PP)
pmmum obfetuo, m&am N U éffe ‘tangentem curunae in

- pun&to U, quae cum ad axem {it inclinata angulo TNUZQ, |
cuius cotangens & p, necefle eﬂ: vefie 4% = tag. ® =35, vhde fit -

G Y=




PELE ) s e

'dtip--a!_' #.. BEft vero.per formulas

d;-:_w»»dds Pt ppLE"S o
4 P ) dp" L )’dzs

— das_p(ipp)d
pa’u -_P_Pf_ _’L._._dpa

17. Q_ura igitur e[’c dt p'dzx,'i'ifsdem cafibus,

quibus ﬁ; L= o, etiam. ﬁet 22

. — 0 vnde patet, vbicun~

que abfciffa: t fuerlt ’vel maxima; fvel minima, 1b1dcm quo-~
que -fore.- apphcatam maximam yel minimam, duae pro-

prietas. vtique. in- cufpldes conuenit. ~Ex quo colligimus,
_ ¥bicunque ambae cdordinatae p et, g fimul ‘fiont* vel ma-
ximae -vel ‘minimae, .ibi;quoque:; exiftere cufpldes noftrag
_curvae; quare cumi . curpa. habeat  tres cufpldes, in t11bus
quoque loms tam ¢ quam 33 max1mum fieri neceife

. 1'8. Imptirifs aufcm fiic ‘notatu dxgnum ocehis Tab‘ E.
1it, noﬂram curuam trrangulalem efle 1ed’c1ﬁcabllem, quip-
pe cuius’ arcus aequzrlis eft radio ofculr M U curua;e or-
blf'ormls, vode eft na,t;-r. Vldum:fs amem eﬁ'e: o

-'NU"“?‘“—‘?“;S( 2o pp) - “Wrﬂw
-—}—SVI—I—pﬁ, at MN*}VI-{—@@

" ——f’“f;ﬂ? ST/H—pp,

. vde fit radms%ilgg;uh
MU= *

Fits

{e-pp)s

§’

qui ergo longlmdmem -noftrae curuae tmangulans EXpri-
mit; id quod etiatr patet ex proprictate fupra. obferuat’af
quod ftdi—pdu, vode fit elcmentum curgae - '




wesl ) 16 { S y
Virtdw=daVitpp= ,,

<

= (x4 ppf

. 3pdds 4
. T T Vi—+4pPp—3
cuius integrale manifefto eft

I

~ 448 (1 4-p o)

§. 19. Quoniam hic tantum curuas ‘triangulares

inuneftigare jnftitunimus, parum folliciti, vtrum fint refifie

cabiles nec ne, dummodo fiierint algebraicae: hac condi-' "
_tione omifla fimpliciores formulas. pro coordinatis 7 et
exhibere, atque adeo, fine vllo refpectu ad curuas orbi-
_ formes habito, direte ex ipfa indole harum curvarum eli-
cere poterimus. Cum enim effe debeat de—p du, erit
t=fpdu=pu—[udp. Tam ftatwamus f# dp =TI, ita

vt fit u =%, vnde fit 1 — pat 10, vbi pro II éiusmos

di fun&iones ipfins p accipi debent, quae nullo cafu fiant .
jnfipitae, quicunque valores literae ¢ tribuantur, cuiusmodi
funGioves iam fupra defcripfimus; tum vero ctiam hae
~ functiones I1 nulla figna radicalia, quae ambiguitatem in-
voluant, inuoluere debent. Imprimis autem necefle eft, vt
ambae coordinatac # et % tribus cafibus fiant - maximae.
vel minimae, id quod eueniet, fi, ob # = 4%, haec aequatio;
ddM— o tres habeat radices reales, neque vero plures,

e ——
S

d p?
a=bp

_ s0. Sumamus exempli gratia- —
y | pli gratia I = 575555

- quae nullo cafu fit inﬁnita,' fi modo fiferit ff<4g; tum
autem erit ‘ : \

ﬂ[__.b—'-a‘.f-—za gﬁ-—-bgﬂ._.-
ap— G FIP+EDD —u

hincque

*

.{

;




33 ) 9. ( %c%‘m

.‘Iz‘.___d_..za‘fph_gab-p!_!%gpg’- -
{r=gp-Fgopr . *

Ve 1a1n ternas cufpides deﬁmamns, conﬁderemus aeqﬂat10-=
oem —I;-_o, quod quo facilius ﬁen poﬂit p@namus
AdBp-+Chp

E 'u:(r TP FEBIR’

o #ta ve it A—db—af; B“—‘——zag, i}:___---bg, tutic,
-wero hinc reperitur fequens aequatios | .
B2 Af-(2C—Bf—4Agp~ anfM%CgP*:@

cuius fres mdlccs nobls temas cufp1dﬁs menﬁrabunt

S, QI,;Pjonammﬁlame‘ius aequaﬁmﬁs 'raditesgef

, formulam- inuentum huic producto:

. "2 Cg {a=p) @—1) [v—2)

-quod euolutum pracbet

| ﬂﬂg&ﬁv—nﬁgfﬂvﬁrwwﬁVJP4-2Cg(m+ﬁ4~v)p:P—2CgP
muac forma, inuentae aequata, fcqusn;es tres pmducrt

dereu;innatloncs
.B=2Af—>2 ngﬁ%

‘.

. 2 C—Bf— 4Ag-+2cg( Bﬂrav*’rﬁv)q.,

W —3Bg =2Cg @By
- eX guarum tertia fit, Bm—2Clash-B+ )5 ex prima, wﬁro
L A= 3C @+Bty)—jCeafy,
qui. valores in’ i'em:unda fubftituti pragbeat- -
2Crp LH28) Clart fiy) + £ Cga By 20@(ﬁﬁ+ﬁﬂ/+ﬁv)
. duae acquatma DEL % maudtiplicata, “abit in-hanc:

3f+ (ff+28) (w4p+y) + 6ggafy=—8fg fpfi+ eyt {373

quibus moftre propofito fatisht

odila dead. Tmp. Se. Tow, JLP.H - C | -, ’f“',

haccque aequar.mnes omaes continent d—mermmatmnes, -

~

-  fe: T JJ.—_zz, I p—= B ac I p=r/ fine aequemus -




L"l : ‘
i .
i . i
i | s e ) s ERe : E:
1 . ‘ o - A ) i
_?f _ | 6. 22. - Antéquam h_am:{:dcfermmaﬁonem ‘in gene-
‘||‘ S ye vlrerius. proféquamur, ewoluamus cafuin f{pecialem, quo
| - X + " B . . ) ) 4 ] .
g v =0 et Bty vode fit 2 By =93 _
| | | aB-tay-py=—e et ety =0,
I  eritque poftrema dequatio g f— gaafg fue f=a fg; -
{! - yode fequitur vel fz=o, vel g = Confideremus primo
Py . : P v T, _ .
e cafum. f = o, fietque A=~ vynde littera A -non deter-
& S minatur, vel potius fit A =o, porrogue B =0, vnde col-
1l L , ligitnr b — o, fine etiam & non determinatur; tum. VETG
‘ : - ' cerig a=0. Quia autem aequationem poftremam per f mul- 7
\ll ' - ' " tiplicavimus, hic valor f=oc lubricus eft habendus, Suma-.
'11 : ' mus igitur alterum valorem g=" .z, €t quia debet efle -
A1 S | - ff<48 fequitnr effe debere f <3 hinc vero. flet A=o §
; ¢t B— o, idecoque b —af—=0, ¢t —2aL=0, vode fit
! a —:__,-_: O- ' ' } - T
| l o _ §. 23. Sofficiat autem haec if genere indicafle, et !
iL ‘ ' - < confideremus ‘potius calum magis determinatum, fumendo '4
e | . —_Pkr_ 'y dX__, —blae—st) e
Jz; Ll : R ""‘oaac—t-pg’f nde fit dap =¥ — GaEpE ct
| — 2P, ' '
Ei{‘tﬁi‘ ’ _ T feappl : -
i { ST . d
| f\il!l : Quod ﬁ iam pro cui_’gidlbu-s_facmmus &5 =0, nafcitur haec
h i 1 : aequatio: p*—gaap = O, cuius ternae radices funt |
R ]  — - o - — - . ’
!. : Io..P__.'.O‘, 1].. ‘p_'_-\p_i—“vsilﬂo‘p:—m-j/s;
5! . | pro quarmn prima habebimus r=—o et- g — ﬁ%;‘ :
1 ¥ : | : pro fecunda: ' T
N - : — . zbvz py — L - ' _ 1
i \\ ' ’ o F= et %=~ ruai | .
i ‘ii\ , . : , pro tettia vero: . R
1 IL ‘ : . j—_2bVs gp g—— B
ey : . — s - Y A4 =
»l‘i | | | = E - - ade,
i : | - | e, |
T
N T




w$52 ) 19 Helew
vnde curva habeblt formam in figura 8 dehneatam wbi eft.
GC HD-—"'Z' -

aa ’
ficque ternae cufpxdes erunt in pundis B, C D ac” dudtis
chordis erit .

BC 'BD—-——sbv:«(m er CD.-..SﬁV;;_'.

ita vt haec ﬁgura trzangulans mangulum 1foﬁ:c1es X~
hibeat,

§ 24. Euohlamus ﬁmxh‘modo caf‘um H ""f : + o

Tab. 1.

Fig.. 8.

{
{

vnde fit . :

4_i__:ﬂ__._ - zq e a{aa+sb}

T = ———%ﬂ ey L] hmcquc 5= Wﬂ‘?’
Nunce pro eufpidibus fiat- |

~du ____za{qo;wap'bJ e
" dp fwa+ppF T3

quae aequatlo tantim’ duas praebct 1ad1ces

p -+- 1/ 3 3 ' - SRR
tertia - autem radlx eft - p——oo. Hinc :g:tur pro prima
cufpide, quae fit, vbi p —eo, fit r—o. et #=—o, fic-
“que haec cufpis B cadlt m ipfum pun&um F Pm {e-
cunda cufpxde fumatuor . : _ e

p“_ ,erltque t.__-fp‘-"_'i_ ctu:__gsw.»,

sae- . aar v

Pro tertia cufpldc fit, . o 2o T

p=— ,entz“‘#e.-a“’ et u—-;__;“_;;_ﬂ '

Sumto igitur FG== 27 pipge rehquae cufpldes erunt in C

X &

et D, ita vt fit GC=6 D—ss 13, ideoque earnm dxﬁanua
CD—=22%2 | vnde colhgitur .
- BC—= BD——Mwaa—:-s T T

Toeven g g3 R T R

e T Ca T ficque

Figa -91 \

'."‘;‘ ...\'
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H

w2 jeo [ &R .0 :

ficgug orit D
R BG | V_Mm@_-{-—z | A
ex qao pt.‘u:‘;t cafz o; 1 tnangaimn fore ‘ctequalerum_ ‘

L S § 25 Quod ﬁ ergo ambo cafirs praecedentas .com-

1 - ' . — ﬂ: + b
| o ‘bmf.m.f:m1 ita \iB ﬁatuatur H= M+?P Stum tam abfmffa i

. - ' quam apphcata o acquabltur fammae ambaram praecedentL« ;
L. - oum formulatum , ita vt fit ) :

N ) __'__szS-—a(ac.—F—rPﬂ et #_—lﬁ(uﬁcc—-*ii‘p}_—-zaﬁ .
' . (ea-+ PP CEE

ynde fi pro cufpidibus’ muemendls _ponamus = o, habe-
bimus hanc aequationem :
2P —Gbmap_aaccoc+6app—o,ﬁtle by +3dpp

—-36cacap—aona._o,

J
‘cnins ‘ergo ternas radices quaeri opontet, quod cum per re-

gulam Cardani difficulter praeﬁetur, trifectione anguli. -
tamur, quem in ﬁnem ﬁngamus eﬁ'e p=rs cof CD, e~
- ritque

‘ L o pp—rr—} ss—l—zr.rcofd)—t— J.fcofzd) et.
i . o P“:r —1—;1’&5-}—(31’1’5-1* ﬁ) cof. O+ 2 rs.rcof‘zC[)
"EIE;I‘-‘} ) - | 415 cof. 3P

ir | qmbus valoribus fubmtut;a aequatlo noi’cra transmutabltur ,
I o ~ in fequentem: - -
'L! '_ S b +3brr:cofﬁb+ br.rscofz(b—l— b cofs@'
‘ R S ibrssibst cuf(ID—I— asscoszD
A | , a +3arr+6arscof¢ B
AT o  tiass—3ba oucofd) | . N
il o ,.-—3boca'r-‘ L | S
I - ~aaa. R e e i
“; ' . Nunc dcﬁmantur Iltterae r ct g 1ta, vt membra interme-

’ | : - dia ,

.
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&

wg3 ) er (S
dia, tam cof. Cb quam cof' 2 Ebmunofuentm, i%orf - enanes-
cant vnda hac ‘duac aequationes ‘oriupntur:
A 35:"?£+ Ers +64r.f———3bc¢a.s--~o-

4

]I“.§51‘5J+ a.f:*“o ‘ | S

Vo . .
exX ‘quarum p.o{’ce.uore fit # :"-—% ,,qui wvalor in priore

fubftitutus dat . P . o o ’
2088 4 ff g — 9885 g haas==o0, vade fit
(bﬁaoa...;..aa]’
- s

.rf*”“’”“*‘”’ ideoque 5 =202
o b, ’. qt

Hi iam valores in nioftra aequatrone fub{htuantur ﬁetquc

Yo zace -t hscof. g P= o,

1.1'—- - y . ,
o : - = - . :

‘ vade fit ' : -

- 8 (amq—baxaj__.__‘-‘. -a
CO{S(D._- - B5 8 T Y (aa-bbaw)”

]

Quaeratur igitur apgulis o, cuius Coﬁuus fit,

—;v(aa+bbam)” . o S
qui. Cofinus cum etiam conueniat angulis. —w; £ 7 —ua;
3tem zqr—!,—w habebimus fequentes valores: ) )

L sP=ue, I 3Q=—u, . 3@:27:-—01,

IV. et 3(])-"2@-}-&3,

vnde oriffo fecundo valore, quippe qui a pnrno now dis-
crepat, tres valores pro angulo O exunt o | |
. =py TIe, CI):: ra0°—iwet I Q—1x 20°+ 5wy .
qmbus inuentis tem1 valores l1tte;ae b erunt. '

-llus‘.P:__.%_-_‘_mv(bb‘um-l-aa) cof * L ’ . . ‘
™, p—— i—{-—’””%“““““)'cof (120° —--m),
llus P__?_T__l__:tV(bBbmmq.aa)cof (120‘3‘—!—5&)

i T

€3 s 264
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o mg ) 22 (SR

It : . .

i . . § 26. His cafibus enolutis. - revertamur. ad ‘quae-

3 frionem noltram generalem, qua eiusmodi curnae triangu-- -
i . larés quaerintur, in guibus pro cufpidibus littera p ternos

L - T - datos obrineat valores, feilicet: p=oa, p= B et p="1y.

W T Nunc autem primo ponamus breuitatis - gratia a-+B+v=4;

:' SRS o ety - By=mn et a7y ;_B , et tres aequationes -3
N ‘ | adimplendae ernnt ' ' S .
| - o I, B—2Af=2Cgl -

h o . IT°.”2’C——Bf——-+Ag:»—zC.g-q. g
I\ . ur, —3Bg=2Cgd. - _-

H\l‘ - Cum igitur effer . o | T -

;l : o A:bx‘af,_']?i::——p..ag et C=—bg -

;-i; - hinc ternae noftrae aeqmuationes crunt ‘ il
e T —ag-bfaff=-beet

[-;V L —3b—4-3af=bgn

il i : '111“.3a:-b§; o |

I ex quibus flatim terhos valores pro fradtione £ nancifci=
o mur,, qui funt; | ' ~ o

H o \ o o 4 e freggl, TI° A4 w— ENF oo — . &

i | _ , 1°.?__ﬂf_g£,ll.%_-_g_ﬂ3—}t—’ et I8 —~%

A . . - - : ’

"l . _ : §. 27, Quod fi iam horum valorum fecundus et |
: - | tertins inter fe aequentur, prodibit .f:—g,—?*ﬂ\“-s._ Aéquetm‘_ '
" _ " punc primys valor etiam fertio, et erit - :

[ . L af-aggb=—ffi+ 85, ‘

! - vbi, fi loco f valor modo inuentus fubflituatur, prodibit

R A . sgw—sgebl=glo—gann ‘

'.!“J o goae aeduatio -pér g divifa dat ' o

4 |h||' - - an—g8g8l8=244—gmn, vnde coneludithr

R . ' . - —
i - T
i , ‘
g {10

o :11"

[

*jﬁ ] ‘




wgd3 ) s3.( 8% o ; -
L — ‘ —gd
= %r_ M hmcque pormf ‘ s—unn

§. 28. Hls valoribus inuentis. dcnommamr ﬁxpra ‘
aflumtus 1 ~+fp - gpp hanc induetr ﬁ}rmam :
o x fa-—nw-i—-(fw—gs 9Jp+c n-ﬂgé')z

in quo effe debet ff< 4 g B(f vero,
ff__ ig"nn{«-rséne-m:w

588~y 2 '
-—_'f_*?_*g_f_i-—-sﬁfwﬁwzzf §ome e nr 44220y
48 - —rTy GEr—m

Necefle, igitur eft vt fit

c,cw—ﬂié"ﬁﬁ??s‘fﬁé—mq" f—xzy -1-4%’3;%14'

quod: fine dubio . fponte euenit. Pro nuxqerarore femamus

—_— L
a—=- ?{9—-11»1 et b= SRk T U —_—
‘ita vt fra&io pro II aﬁumenda fie
I‘I....:. c—ﬂ-sc.*p

3—ﬁﬁ+(§ﬂ—96}ﬁ+(¥w—§§}pp' :
Cum antem fernper fit (>3 v et y, > 34’0 cbncmm-a
us Iuc valor ita exprimetur:
c—-arcp

g
nn—s?ﬁ—!-f = ?n)p-i-(f{-m)?p

§. 2_9. _ Qum pofitio _axis penitus. arbxtno noftro
© relinguitur, eum femper ita affumere licet, vt vnam
‘dem tangat ; tum vero. ibi fiet p=
. fira non  minus Iate patebu
tum véro erit

—a, 'v;___or. (3+y} et éﬁ—-a.ﬁ"y,
hmcquc propterea .
Mn—3l=eu (3g. B'v+'1/'v}, |
90— Ln=0aBy—aa (B-+ry) =—sc (B-4y) et
‘ {44-—3%1) —-—-"‘““*30& (ﬁ—}—fy) =aa.,

cufpi-
oo, vode folutioc no- -
etxarnf' pona:mus €= oco;

Suma=




w:%:)% ‘) 2 4_. Z' «T%m.

Sumatut agltm frenct Al WL j_\{_][nej_a-j;or eflalﬂ Pelf o fiat
dinifibilis , critque foumula noﬁ,r '

o _ - n= (3!3—w<[3w+a?'v—— ([34-'.)’)11-4"‘??9 e
- g cius denominator certe nullum habet factorem 1ea‘lﬁm
o . pifi fit =1y, quem cafum autem ipfa rel natara 1efpum,

Hoc antem valore pro I[ aaﬁ‘umto C-O‘nfequ‘tm‘ul “fatim -

— gy T — —n (BE-By— NY) Az (BHY) s PP
Iﬁ—-—'P”, 11‘...5 BP—FyF 71T @+ N pEPer

g §. 8O- Vt jam hinc cufpldes deﬁmamuc pm pri-

. . ma cufpide ponamns P =00, eritque fam ¢ = £, quam
: ,‘u«:o , Pro fecunda Cxlf_pldﬁ fumamus p = Q, emqu;e ab-
fciffla : , , L
' .___.—-.af( B___-fy) gy ,a__.-" . 4
F=T TR I et w— B o :

: o _Pm Iema VEro. cm‘pide fiat p = o s €t erit
I ' g e D P—=y
o B=r et & == -} ({3—")03‘

! oo : B

I B % Hinc in fignra erit GB"L@ 7%

ﬁ' E . ige 10, : , a({s.._zw 4

|| , A.H_— “H—yr oL HC*—-@»——?}

il S 4. 3t ~ Duis iam {1101d"is AB, AC et BC Em:

PR —.—F—_.—_.—_.——u——-__
( S . | AB—‘(B V(ﬂﬁﬂv)rr-l °t ' S
1 | T C——m-—m v@-zyre

N !‘ ) ) .
: - E’m tertia cholda B C com fir-

¢ - o ' o 3 @—Na‘ ‘”;(t’-’i':r-"?rrﬂ2
o | BC = (BG+HC) +GH = TT_—W .

hinc erit -

b -0 BC=

=@ V4+(f3+fv)

|
. L ficque tres iftae chordac AB AE et BC eandem smter
L ‘ o a . . {e
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fd:Calcs" R SV R M S INEE I R TR S

e v(ﬁ R rE e 31/13*‘2"}/)‘ I‘*"V4-+(ﬁ+v)"‘

Px,o poﬁtmne autem heuum ChOldEll‘lllIl notetur eﬁ'e tangens -

ang. BAGZ _ ey €t tang,ang., CAH._
Hgitur, tangens anguli; B A C vl

. L.
i L

. '\‘ AT Pg A '}fy R : S LT Sy
B LT = T o
-~ Pro tertia chorda em;l: Stang. anguli: A O Cu, . 2

1. o0t BG-—I—CH‘——J"‘2 L U
ang. BOG= Gy

3 vndc col~

p——w

e tenebunt rationem,’ quam habém& hac tres: formulac s

E i igiar [ ABC=CGOB~ GA E it

'zﬁ—r— )

tang. A B C — z2fdesey . Qex;lquc, ob anguh CO0.G

| -taug.':::-— tang, ang. BOG =~ m ot ﬁqma Ncﬁu fang;s: AQB h

&C@G e G’A@’ e“’x*‘tﬂng __ A_C B- ;3 ;er;_:g .

fer it gl Pl g &y ~=x0, St Verer GB=a'#t &Flg't T

HC=q, vnde curua ﬁguram higbebiy qualis . fi figs 1% reprae~
fentatur, in qua ergo: 4. capiatur, wplln&um U
cum—s——c—emﬂmatae ﬁmt AT et. TU, erit

L3 -

e Lt _“_5,;“ saja—l-zm-pp‘ ' :‘36'—-10“#““\'-“;
:"! ’ -,g’lr}ﬂ'!f} {3 Yy x —I-_P sz eti u o (5.—_3?_*_??)“ oty "
ic In ramo A lf Jid’ pun&um Hotatu Jeft’ c‘hgnum, quod

a re®a A C maxime. diftat; hoc igitur. mamfeﬁo b1 erity
vbi eius ﬁggens ad‘* axem @ft normahs ideoquce hoc loco
erit p = &1 ‘vade: fiti AT — +aj quac eft: diftantia maxi-
-mmznﬂua:e:ﬁta S tum Ycro erit. W n=da Guia

A3t

“poxpoatangs jangnli .%AB ._a,z, e arcuy AsBid, | pune

- &nm ‘a chorda ‘A B maxime erir remotum g culusﬂtangens“

Chc)rdae AB eft- parallela; pro eo ergo reperitur =3, o

“'ﬂﬁ‘a Acad. fmp Se. Ta,h. AL P I D . de

-

§. 32. Statuamus exemph grat;a B:: 2 et "}/._'al' Tab. IL

——




g ) 26 (Sl

de: fit Afl? rmta gt TUS 4z —La Ex hoc excmpla .
autem luculenter patet, quemadmodum omnes cafus evoluj

conugniat; neque vere difficile: erit, liinc eiusmiodi curuas,

triangulates innenire, 4uae dato triangnlo’ A B €. fint in-

fcriptibifes, quandoquldem ¢éx ratione latcrum tmanguh m- T
‘notefcit ratio harum formularum: :

'VL2 'Y) "’f"Ia V—(_."“z'Y) +I: V++(ﬁ+'v)

§.. 33 Smt térna- latera AB, A C et B c mter ‘

- fe vt numeri A, B, C, ac ponatur
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