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§. I.

zontalem, ad planum figurae, quod verticale eft intelligen-
dum, normalem, atque in quotcungte eius pundis A, Af
Al AW ete, fofpenfa fint pendula A L, AL, A¥LYerc,,
quae- ergo fingula motum ofcillatorium recipere poflunt, -
dum ipfum corpus circa pundtum O ofcillationes peragit;.
quo pofito quaeritur, qualis motus in hoc corpore et
omnibus pendulis oriri debeat, poftquam illis initio motus -
quicungue -fuerit. impreffus. Per fe autem manifeftum eft
. hic non nifi de oftillatiopibus minimis quaeftionem efle:
. pofle. " '

§. 2. Antequam autem in hos motus inguiram ,
confiderari opportet ftatum aequilibrii, in quo corpus cum
Aéla Acad. Imp. Se. Tom. L P. L , M ' omuni-

Sit A A! AY corpus .quodcunque, quod libere gyraripg, 1r.
queat circa punctum O, feu potins circa axem hori- Fig. 1,




fcilicet diftantias et angnlos fimilibus literis defigno; vt,
" fit. Porro huius corporis mafla vocetur = M, eiusque

centsum gravitatis reperiatur in pun&o G, pro quo fit .

fiat aequalis’, vnde oritur fequens aequatio:
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omnibus pendulis quiefc_efe poflit. Hunc in finém per O
ducatur recta horizontalis EOF, et dudtis ex O ad fin.
gula punéta A, A, A”etc., ex quibus pendula (nfpendun.

tur, re@is OA, OA', O A" etc. vocentur- iftae recae

OA—a, OA =d, OA" —.a etc.; tum vero ponantur
anguli EOA—=a, EOA'=2a, EO Al —a" etc.; has

quod de vno dicetur, fimul ad omnia reliqua transferri pos-
momentum inertiae refpe@u pun@i O =M £ k; elus vero

diftantia O G — e et angulus E QG —=e, qui qudem fo-
ret rectus in ftatu aequilibrii, fi d¢ folo hoc corpore effet
fermo; verum hic-fimul confideramus omnia pendula A L,
Al LY, AU 14ete., quae fingula fitum tencait verticalem;
ac prito eorum longitudines ita defignemus: A L=/, AL =1,
AfLH = grc., quas tanquam fila grauitatis cxpertia
{pettamus , -quibus .appenfa fint corpora L, L, LY etc.
Cum jam in hoc ftatu detur aequilibrium , necefle eft vt

fumma ompium momentorum refpetn pundi O nihilo

Mecof.e+-Lacof.a—+- L' d cof,a! 4+ L4 a" cof.al’ 4-etc. = o.

§. 3. Nunc autem, poftquam hoc corpus cum pen- !’
dulis fuis de ftatu aequilibrii vtcunque fuerit decurbatum,elapfo
tempore = ¢ ipfum corpus declinet a fitn aequilibsil an- 3
gulo quam minimo = §, ita vt jam fingali anguli o, P
a' ttc. vna cum angulo e idem acceperint augmentum Q;
tum vero fingula pendula declinent a directione wverticali -
finiftrorfum angulis minimis o, w/, o' etc., ac praeterea
fint vires, quibus fingula pendula ténduntur T, T, T etc.;

' . C quis

e
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qmbus pofitis inveftigandum eft,, quantis vxr*bus tam ipfum
:COLpUS, quam fngula pendula, ad- motum concitentur.

§. 4. Quod jgitor ad 1pfum_ corpus M, quatenus
circa pun@um O eft mobile, attiner, id primum a pro-
prio pondere, in centro granitatis G collecto, folhcxtatur
cuius vis momentum eft -

M. O G. cof(s+¢)-Mecof(E+q\j

Qma nunc angulus ¢ incrementum cepit P, ob hunc ane
gulum @ infinite - paraum, erit-
= fin. 2 |
vnde hoc momentum erit Mecofs——Me(Dﬁn £, quod
tendit dextrorfum 1denque ad inclinationem @ augen-
dam; fi quidem pofitiuum hdbuerit valorem. Praeterea
vero hoc corpus {ollicitatur a fingulis pendulis, quatenus
fcilicet fila A L, A’ LY, A4 LY etc vizibus T, T4, T
tendumur, vbi {efficiet vnicum confideraffe. Tgitur-ex pen-
“gdulo A L, fifitum teneret verucalem, oriretur momentum

T.OA fin. OAL="Tacof.{ a.-—i—-(D)
quia fcilicet argulus o inCrementurn ‘cepit — @; quoniam
autem hoc pmdulum finifirorfum a ﬁtu Vertlcah declinat
angulo w, erit hoc momentum
Tacoi (4 PH-uw) = T acolia— Ta(d)+m)ﬁn o
quod pariter ad inclinationem @ augendam tendit;- vode
omnia mementa ex pendulis nata ermar
Tacof.o . +Tiacof ot A+ T"al coft a”

—~Te(@+w)fina—T'a (CI)—}—m)ﬁn L Tha" CD+ w'fin, o,

M 2 . \ §._ 5
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§. 5. . Popamus ‘breuitatis gratié :
T ¢ cof. & < T a cof. & -+ T g cof. all 4-etc. = P,
T e fin. ¢+ T 4 fin. o' + T”_ A Gin. aff+etc.=Q, et
T awfin. a1’ 2wl fin. ol - TH gl ot fin. a4 ete, =&
jta vt totim momentum , motum gyratorinm corporis A
accelerans, fit | h B '
Mecolfe—MeQfine+P—QO—L5
. ynde, cum momentum inertiae corporis M, refpedtu pundi 0, -

-

pofituin. it = M kk, principia motus hanc {uppeditant

aequationem: T -
dd — I-‘.[_ecaf.&-—;MedJ’ﬁ'n.E'—i—P-—OT_@——JL._ '
gl Y J )

Fuidens autem eft, quia fingula peﬁdul'a tantum infinite.
parum a fitu verticali declinant, “tenfiones filorum  ipfis
. ponderibus L, L, L1 fore aequales; vnde, cuin fopra pro

fiatn acquilibrii efiet : - e
Mecof, e+ Lacolad 1} o cof, of 4 L# g cof. o etc.—o
“erit hic Mecof e—P—o0, ita Vvt iam habeamus

add ,___.___Me@ﬁn.s——-Q.ﬂ)——_!_L'
MRR *

Tgatt
exiftente e -
- Q=Lafic.a-+ Lia'fin. af+- L ghtfin. off - etc. et
Q. —Lawfin e~ L' a'w'fn, o 4 L g witfin. af - ete,

Tab. Ih " §. 6. Porro pro motn fingulorum pendulorum de-
' gniendo vnicum confiderafle fufficiet. ‘Hune in- finem
ex puncto 1. in axem horizontalem O E ducatur vertica-
 lis L P, vt pro punéto L habeamps coardinatas O P =«
‘et P L —¢; tum autem ducta etiam verticali @ & a et ho-
sizontali A 5, ob angulum A OP = e+ @, erit |

/

-O o
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Oa—acof (a4 P) etAa:aﬁn.(m+Q))
Deinde ob angulum LA e = erit
Ab—=ifnow et L&—-‘Zcof o,

vnde colligitur !

OPzx=acof.{a+Q)+Ifin o= acoi‘m-—a(])ﬁn.oc-{—lm, BL-‘

PL__y:aﬁn.(a+®)+lcof.m_aﬁn.o¢+a'q)cof.a-{—f.

§ 7. Vires. autem “corpus L vrgentes funt prlmc}

_ eius pondus = I, quod tendit ad quantitatem y augendam, .

fum vero, ob tenfionem fili T, furfum vigetur vi =1 cof. 4= 1,,

dextrorfum autem vi — T fin.w =T w; vnde- ex princi-

piis motus nancifcimur ‘has aequationes:
‘ ddx ___ Tw o 4dy — L—T,

2gdrE 1L zgdiz~ TL ?
hmc, pro x et ¥ Valmes fubftitnendo, habebxmus Ilas aes
quationes:’ :

__addQfin, a-—«}-lddm._.“__'l'_g et add(bcc:fa__L T
2gdis - .. o=gdi® T L

ex qua pofteriore. mtelhgltur,‘tenﬁonem I infinite parum

. a pondere L difcrepare, guia membrum 22220 o pro jn.

zgdr

finite parno eft habendum. Pofito ergo T = L fola aequa-

tio prior oobis relinquitur, quae cft
' -—-add@..;_lcldw _—
. d 12 — mb

-

§. 8. Sithiles plane aequatloues pw ﬁnauhs reli-

'qms penduhs reperiuntur. - Vernm quo ompes has agquas

. tiones concinniores reddamus, ponamus breuitatis gratia
afin.a—=Fk; a'fin.a! = b, a'fin. ot =05"; etc.

geof.a=¢; dcofiafz—¢'y alcoliall =) ete. .
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fic enim erit

Q=L5b-+ Ly - 1B +L”’-£v”" I A
Q=Lbo-+ 1! b - LY P it - ete.

wnde erit primo pro motu ipfius corporis

40 . meQmi—Q0—20
T s §11 3

pro fingulis antem pendulis erunt acquationcs
1. —bdJOA-Tdde — gy

\ l:gdf"" e .

L et =
L zddfoidde— — ol
1y, srdedinade = — ul

quibus acquationibus totus ‘motus determinatur.  Pro flas
u autem aequilibrii recordandum eft efle o '
Mecof e Le~+L! PR LS ¢ —4- ete. = o,

§. o.. Quia in his ommibos aequationibus incogni-

-

tae Q, v, wf, ofy ol etc. vbique vmicam tantum tenent

dimenfionem, pro e€aruin refolutione methodo iam facpius
adhibita vtamur, vnde prtimo quidem tantum felutionem
fpecialem reperimus, qua finguli motus inftar pendulorum
firpplicinm abfolunntur, Pro angolo igitur O Patnamus, pens
dulum fimplex, eius motui ifochronum, efle =7, ita vt fit

gﬁa;; 25 vnde deducitur integrando Gp=F fin (f+iV%y),

'rel'iquis motibus'determinanda, pro qu'g_ﬁ‘ cum plures er-

turi fimus valores, iis coniungendis folutionem generaliffi~

mam completam adipifcemur.

.. ., . §' I..O.-

ybi: F- et f funt conftantes arbitrariae per integrationes in-
greflae) guantitas = autem # étiamnunc et incognita ex

R
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§. ro. .In noftris 1g1tur aequationibus vbique . Ioco
formulae 428 feribamus  eius valorem —-g-; tm  vero

20442
ftatuamus ‘
W=bQ, ol =p O, Wl = b P, ctc..
vt fit- ' o c
=R dde — wo dder b0 etc.
2gArt T r? oagdp T r zgd.v = r Ny

guibus fubf’uruus omnes noftras aequationes ‘per angulum
O dinidere licebit, hincque pro fingulis pendulis fequentes
orientur aequalitates: . .

L f— 5 — — b, vnde fith = e
v — o - fHo— B, )

oL 2 i — B =k

' bu ]Ju Tet —— ﬁ' - ” . IJH N

etc. ’ GtC. etc.

Aequatio autem pro motu ipfius corpoms euadet

__(I)__ Meqlfm E—QdP—n
r CMkk 2

vbi cum fie
Q=Lb+Lip 4 | L Lf” Bl - et €t
0, —= Lbb(b—l—L’Zv’b’(D-{—I“b”b”Cb—[—etc
his ValonbLs fubflitutis, fi praeterea loco b, by bletc. va=
lores ante inuenti fmrogentur, orietur fequens aequatio:

4ot L4 Ll Bid
oMbk _ MEﬁH.E—-Q‘—--—-Iib? Loy ﬁ,,bi-—etc.

€X qua aequatione quantltatem lncognltam r erm oporter:

§ 11, Quo hanc aequationem ad formam coms-
modiorem redigamus , totam -per M e fin, ¢ -~ Q deuida-

fus, ponamusque breuitaris gtaua
ok

e in F.-i-Q,_'m3

tum-




erit =V L. L
. : g _ o
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tum vero

Lhb —m . LBH i, _LUBUE il
- e Q. 7, Mefine+Q -7 Mefm.e—+ SR ¥ @E‘C.
et impetrabimus hanc' acquationent
—_— ' _oat v ec
) O —— I — I:;_F 1"—--?" l”"-_r ctc“

quae aequatio, in ordinem redacta pro incognita #, afcens
det ad gradum vnitate altiorem quam eft numeras pen-

dolorum.. _

§. r2. Totum ergo negotium reductum eft ad re-

folutionem aequationis algebraicae, cuivs radicem 7 erui
" opportet; vnde fi radix quaecunque f fuerit -inueiifa , ex

ca folutio particularis noftri . problematis derinabitar, quae

fequentibus formulis continebitur : - |
O =Ffin. (f-1VEE), o= £ fin. (f1V 5,

m’:f,i__é_'; fin. (f+7VE), o= i;ri_i_'; fin. (f+1V ),

ol = E¥ fin, (f 41V 5E); etc. - ' |

— i

Sicque hoc cafu omnes ofcillationes, tam ipfius corporis,
quam fingalornm pendulorum, erunt regulares et inter fe-
ifochronae, dum omnes refpondent pendulo fimplici, cuius
longitudo =, vnde tempus  viiuscuinsque ofcillationis

[

_ 6. 15  Quotguot igitur quantitas r habuerit ra-
dices’, ex fingulis talis motus regularis oriri potett ;
finguli autem. per fe tantum  fpeciem motus {pecialifimam
complectuntur. At vero fi omues iftae fpecies inter {e quo-
modocuhque coninpgantur, folutio inde refultabit genera-
lifima , quae omues plan¢ motus, quos hoc {yfiema reci-
pere poteft, in fe compleditur, ita vt, quomodocunque to-

: ) tum
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1 um fyﬁema initio fuerit agltatum et de ftatu aethbru
_derurbatum, Verus motus, qm fequetm, aﬁignan valeat.

6 14. Vt hlllC ngtur Iﬁam folutionem maxime
generalem adipifcamur, omnes valores, dpfius # per fequen-
tes charadteres indicemus: @, B, c.. by ¢ etc. pro coefficien=
te autem F feribamus fucceffive litteras, Germanicas maius-

1 culas: %, B, €, D, E etc. atque formulae. foiutmnem ge-
neralem praebentes erunt: v :

1 0= (f—’r-zV’g)—i—%ﬁn.(ﬁ_'-x-m/ttﬁs_)‘

R S 2 i (=1 ) et
o= RN (f4- 2V HE) 4 B fin, (f’—l—ﬂ/ g)
--1- £2 fin. (fl4-pV 2 g) ~~ ‘etc,
'fuj"’"— ﬁn (f+z1/*€)+ e fin. (jq-—l—ﬂ/’g)
o +I,(“ fin. j"—*-ﬂ/’g)—k etc.
= i (f e oV 5E) - B G, (f’+ﬂ”'g)
-'}—1“’" fin, (ﬁ’+ﬂf’g)—]—- etc.
1 = Eln (s ) 4 B G (Y 2
“¥ . -+ lur-if'c fin. (ffﬂ'_*_ 2 -P/ : g) + etc.
Cetes cete. o ete.
Hic autem fuppmntur, bmnes ipfius ». valores -effe mter fe
maequales, i enim duo pluresue inter fe effent aequales,

folutio haec non amplius foret generalis, fed peculiari ar-
] tificio opus foret, vt mdc folutio. generahs obtmeatur.-

§ 5. Quod quo clanus app:ueat, ponamus pen«-_
dulorum numerum effe == A, ‘et cum peruenerimus ad
Atia Aead. Iﬂzp AY2 Tom. III P. L N hanc’
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hanc - acquatiopem:
LT e X e }
fi eam, ad fradtiones tollendas, multiplicemus per productum
onifiinm  denominatofum ¥ (I ) (F—r) (- r) etc.
prodibit - aequatio ordinis A - I, i quidem omnes deno-
minatores fuerint inaequales, quod euenit {i omninm pen-
dulornm longitudines 7, /', ' etc. fuerint inaequales, At
i :duae  fint inter fe aequales, puta /= !, acquatio illa
factorem habebit 7 —r; vnde radix prodiret r— l, qui ta-
men valor in noftris formulis Jocum habere nequit. Si enim ef-
fet o =/, valores angulorum o, o, ol flerent infiniti; quod
incommodum multo -magis turbaret, fi plura quam duo’
pendula -haberent eandem longitudinem ; ~vnde his cafibus
aliae radices pro r admitti nequeunt,  pifi quae ex noftra
agquatione refultant , ‘poftquam ea fuerit divifa per 7—1,
vel (I —r), vel (I—r) ‘etc., prout plura pendula fuerint
inter fo aeqiialia; quare, ob diminwtum numernm valorum
ipfins #, non  amplins tot - conftarites arbitrariae -in ‘calcu~
lum_ introducentur, -quot requiruntur ad folutionem gene-
ralem reddendam. ' ,

n' — efC.

n'
L
1"‘ —_— :

~ §. 16. -Quin etiam apparet, fi effet N = n, tum

valores ‘angulorum & et o datam inter fe habituros efie
rationem , fcilicet vt & ad 5!, fne valores fradtiopum -
et - -inter fe futuros efle_aequales ; quod fi xrcr.o-infupér
M= I'=1, hi tres valores: £, < et w' jnter -fe forent
acquales , ficque haec pendula fimilern motam ofcillatori-
um. effent - habitura. Negue ergo haec folutio amplius eflet
‘generalis, cum jam if ipfo initio his pendulis -dinerfus
motus imprimi poffet; ‘quocirca his cafibus forimulae no="
: , S - firae
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erit inueftigare. f SR b -

§. 17. Ponamus igitur duo pendula longitudine
inter fe effe aequalia, fiue effe / =/; hinc autem duac
aequationes differentio dlffmentxales pnmae erunt

bddq)-i-lddm:f__:_m', et T 2 C e
2 gd ) . .
i b =5 ddb..".'__..'_ Ul ‘ T Do
2 g dit

trabatur, wmaneblt

firac inuentae quadam correé’cmne 1nd1gebunt, qha tot no- -
- uae conflantes 1nt10ducantu1-, quot ad folutionem comple-
tam poftulantur. Has igitur cofrectiones’ omnino neceflé

vnde, fi pof’tenor per b dinifa a puore Per b dinifa iub-
1. . w’ )

{ddu dadwy — __ @© 4
b bt

2gdlz " Fb‘——)—- '
Hinc {i ponamus '

% "*p+q et :::J-—p q |
litera p rnamf'eﬁo exprlmlt valores ilos aequales, qui
ex fuperiori f{olutione pro - et 3~ @ prodierunt,. ita vt nung
ad alterum quantitas g addi, ab altero vero fubtlahl de-

beat. Aequatlo autem inuenta nuac induet hanc formam :

ddy —
gddg____--gq, fine zgdqtz_—T

qua motus penduh ﬁmpl1c1s 1011g1tud1nls =i exprlmltur,'

ita vt fit g — % fin. (i--2V 3E). Hinc ergo quacfita cor-
re@io pro cafu, quoZi=/, in hoc conﬁﬁlt vt, ﬁpdenotet

valores fupra exhibitos pro - et 3, NUNC reucra fit

v
L —p -+ 3 hin, (i4-tV2iE) et
3 =p— Jﬁﬂ--(z—l—ﬂfl—g)s

N 2 ﬁc:q;le‘

[ -~




nunc infuper tertia :

. R
Nunc igitur .ex prima et tertia colhgitur' !
1. (ddm_ddtu”) W "i’:
2 g di® A } s -_— bu ?
at vero ex fecunda. ac tertia .
I ddw __ ddwiy !’
2 E d £2 ( bf blt ) — -_‘— buc

~ Hinc, fi vt fupra operemur,’ repeucmus fimili modo

“bimus 7,

w3 ) xo0 (&R

ficque dnae’ nouae conftantes & et 7 in caleulum funt in.
troductae, Reliqguorum autem pendulorum pariter atque ip-
fins corporis motus ildem manent ac fupra funt. inuenti.

6. 18 Sint nunc tria pendula 7, 7 et M inter fo
aequalia, tum praeter- duas fuperiores aequationes. accedit

i

' bf’idd)—{—lddm"'._.___w .
—. — " ’

Y& = Nfin. (§ 41V 25)
‘-;i,'.—b,,‘—"‘"ﬁn @4tV 8 e
IJ.'I”

|

= —--"bi::‘””ﬁn (z”—l«t'l/zg)
quarum ergo rrinm formularum fumma nihilo debet effe
aequalis, vnde fequitur fore *

.J fin, ;. ¥ fin, if 4= fin, ! — o et
3 cof. i+ F cof. i 4 F'cofl i = o, .

vnde numerus conftantium ad quatuor reducitur. - His

notatis, fi p denotet quantitatem, guae fupra pro- formu-

lis. 2, “;f v7 fuit inuenta, nunc, corre@ione adiecta, habe-

o

Lp - Jfin (i1VE)
C Y p ¥ (V) e
—p 3 (@ -2V 28,

vbi
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vbi tonflantes ita comparatas effe .oportet, vt funmima tri-
um harum formularum: fiat agqualis § p. .

‘ §. 19. Eodem ‘modo. ratiocinium ‘erit inftituens

dum, fi plura pendula inter. fe fuerint -aequalia; ita vt -
nunc fuper hoc problemate nihil amplius fit defideran-
dum, quotcunque ectiam pondera furerint appenfa.  Atque
hinc etiam clariffime elucet fummus. vfis faccundifimi prin~.
cipii Muftr. Dan.. Bernoullii, quo omnes . huiusmodi motus
oscillatorios femper ex aliquot motibus pendulornm fimpli=

cium compofitos effe ftatuit. Tmprimis vero etiam hinc
patet, quam egregie- iftud principium cum primis Mecha-
nicae principiis 'confpiret, atque adeo ex -lis immediate:
deduci queat. - Pulcherrime feilicet hoc principium con-
nexum -eft cum ea conditione, qua in omnibus honiusmo-
di motibus definiendis peruenitur ad ciusmodi aequationes
differentiales "fecundi gradus, in .quibus omnes. incognitae
vnicam vbigue habent dimenﬁonem , itd vt fémper den-
tur eiusmodi folutiones fpeciales, in ‘quibus omnes inco-
gnitae' conftantes’ i;]tér fe teneant. rationes, - quo ipfo os-
cillationes regulares ac fimplices innuuntur., Tani Yero .
ex omnibus his folutionibus -fpecialibus per ipfam natu-
;ram hoiusmodi aequationum folutio generalis et completa
- formari poteft. ' '

¥

Y

§. 20.  Quanquam autem haec folutio maxime eft’
generalis, et omnes plane cafus in fe comple&itur, fine
.omni'a pendula fint longitudine aequalia fiue 'jn-aequali’a,-,
fi quidem pro aequalibus correio expofita adhibeatur:
tamen dantur ibfuper cafus, qui peculiarem refolutionem
fequirunt, qui.funt: quando pendula ab ipfo axe horizon=
: ‘ N g - fali
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tali’ EOF fufpenduntur, wveluti fi pun@um A. cadat i
iftum axem, ideoque angulus A O E —a euancfcat; tum
enim diftantia 4 = a fin. a enanefcet, vnde expreflio nofira,
pro angulo w inuenta, nullum plané motum hujus penduh
indicabit, cum tamen wvtique motum recipere queat.. Bog
autem cafn aequatio. differentialis pro hoc pendulo non

amplins inuoluet angulum CD, fed erit ﬁmphmmr .

Iddm__._
zgdrz‘—"‘ w’:

vade patet, iflud pendulum motum of¢illatorium regula-
rem reCipere, perinde ac fi ex puncio fixo effet fufpenfum '
ita vt eins motus neque ab ipfo- corpore. M, neque a
reliquis pendulis afficiatur. Ac vicifim quoque hoc pens
dulum - nihil plane conferet ad motum corporis M; quia
enim 4 — o, in quantitatem ‘Q plane non mgred:tur* fi-
mulque etiam quantitas 7. enanefcit; vande patet ab hoc
pendulo motum corporis ™ nullo modo perturbari. Eo-
dem modo res fe habebit, fi plura pendula ex ipfo axe
EOF fuerint fufpenfa, tum enim fingula libere fuas os-
cillationes peragent, neque vllo modo in motum reliquo-

rum pendulorum, neque ipfins corporis M effeGum exe-

rent, quorum igitur motus perinde fe habeb;t, ac ﬁ illa
pcndula pmrfus abeﬂ'cnt. T

INVESTI-




