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i ELLIPSI MINIMA
DATO PARALLELOGRAMMO RECTANGVLO
CIRCVMSCRIBENDA.

. Aué'torc A
L. EVLERO,

Cum omni rectangulo infinitae ellipfes circumfcribi que;
ant, quaeftiones non parum curiofae videntur, quibus ins
ter has ellipfes yel ea quaerltm, cujus area futnra. fit mi-
nima, vel ea, quae minimam habitura fit - perimetrum.
Prior quidem nulla prorfus laborat difficultate; folutio ta=
men nihilominus attentione digna videtur; verum altera
quaeftio de perimetro maxime et ardua, ita vt eius vix
folutionem perfectam exf{pectare liceat. Ep magis igitur
vtile erit, conatus eam refoluendi m medium adferre,

Problema‘ I,

§. r. Circa datum rellangulum M mNn eam el
lipfin A aBb defiviber e, cuins- area f it pmuinm minimd.

Solutzo

Pofito centro tam reGtanguli quam ellipfis in pun&o
C vocentur femiffes laternm re@anguli CF=f"et- CG=g;
A 2 . " femi-

Tab Ic
F!.O I
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Sfermiaxes veto ellipfis fint CA —=a et CB=14; et quo-
piam puadum N in ipfa ellipf eft firum, ex elementis
conftat fore J;: —t g: — 5. Cum nunc area ellipfis fit
— m. ¢ b ; quantitates 4 €t b ita definiri oportet, vt diffe-
rentiale areae euanefcat, fumtis fcilicet femiaxibus a et &
yariabilibus; -vnde nancifcimur adb-~bda=q, fie
davdb—a:—b, quare ipfa illa aequatio iﬂ}—i—f—f:x,
 differentietur et loco da et db {cribantur proportionalia
a et —b, ac prodibit 5;;:21;, hincque deducimus "'g—: I,

ideoque a—fV 2 et b — g. vV 2. Definitis autem femiaxi~
bus ipfa ellipfis facillime defcribitur. -

Corollarium. |
'§. 2. Cum hinc femiaxes lateribus rectanguli pro-
dierint- proportionales, fitque a:b = f: g; euidens eft," fi

_ duocantur reGtae AB et F G, eas inter fe fore parallelas;

qua conditione ellipfis iam determinatur,

Scholion.

§. 5. Expedita igitur priore quaeftione , alteram

ne fufcipere quidem licet, nifi ante in genere cuiusque el-
lipfis perimeter per feriem infinicam ita commode expri=
matur , quae - pro omnibus fpeciebus quam maxime con=
uvergat. Etfi autem iam plures huiusmodi feries inueniri
queant; tamen vix vlla reperietur , quae fequenti, quam
fum daturus, palmam praeripiat. .

- Lemma. |
& 4. Inuenire feriem maxime conuergentem, quae
datae ‘ellipfis perimetrum exhibeats |

Sit -
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Sit quadrans ellipfis pr'opoﬁtae A MB, cuius cen- Tab. L.
trum in C et femiaxes CA=a et CB—15, Ex centro o Fig 2

femiaxe maiore C A fuperfirnatnr quadrans circuli A L D,
cuius ergo radins AC=a, ducaturque radius quicunque C L;
tum vero ducatur adplicata L P, ellipfin in pun&o M in~-
terfecans, pro quo vocentur coordipatae CP — x et P M
= y; et pofito angulo A CL=Q colligimus C P = x—q. cofL P
et PL =4 fin.®. Quia vero et CD:CB=P L:PM=a:b,
habebimus y —#fin.®, vnde fit dow ~—4 dP. fin, Q et

dy =& dP.cof. O, hincque clementum ellipticum

N d(b'l/ (azﬁn q)’ - B* cof. (Dz ):;
quocirca integrando arcus ellipticus A M erit

S LAD Y (@ fin O Bocof @),

integrali ita fumto, vt enanefcat pofito O =o. Hine vero
ipfe auadrans. ellipticus’ A M B reperietur, ftatnendo P = 90.
" Sicque totum negotiuvm ad idoneam integrationem formulae |

ADY (& fiv. O - &* cofs @)
reducitur., . Cum autem fit ' ,
2 r—ogf, 2 2 et o 2
_ﬁn,q)_,_—__‘_z et COﬂCI)_T_
noftra formula’ integranda abibit in hanc: |
0* 5 (g2—p?) . ‘
SADV. (FLE — L= cof =P)
quam concinniorem reddemus, - ponendo

P e a a B
@ = 5T et e = 3

tum enim erit arcus S
AM=2 ffdOV (1 —ncof 2 ) |
a qua igitur fimplici formula reQificatio ellipfis pendet.
Conuertamus ergo hanc formulam irrationalem in {eriem,
- - quae

A_3'
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quae erit ' .
V(x —n col. o) =1~ 1 mcof. 2P

To 1 4t 2 Y TuZ g3 o
~ it gl cofi 2P — g c:)f. ¢
— i Efyt cof 2 P — etc.
Ad has integrationes peragendas in fubfidium vocemus
hanc reduétionem: ’ |

fd@coﬁz({)"*’:%fd@.cof.2(1)"
4t _fim 2 Pucof 2 PP,

aA—+ 4
vbi terminus poftremus cafu ® = o fponte euanefcit, ita
vt nulla conflante opus fit adiicienda. ' Extendamus autem
pro inftituto noftro hanc integrationem vsque ad P—poo,
quo fit 2P —180°% ac denuo euanefcet terminus ille ab-
folutus; quocirca reductio nofira erit TR |
SdO. cof. a@rte =32 1d . cof. 2P
“coius ope’ ex .binis terminis primoribus noftrac feriei fe-
quentes omues facillime integrabuntur,’ a termino fcilicet
G—o viqgue ad P=90°=T7; quemadmodum fequens
" tabula declarat. ' '

fdO=0 . = 3
f.dCDcof. Q.q) — (o}
fd®.cof 2P = 1.%
fd®.cof. 2 = o
[d @ cof 2t = LT
deD.COf 2(})5 — Fe) .
fd®.cofaQf —res, T
‘f'-fdlq)-léoﬁ!lfb’ — 0
SAdPicof 2 = 28l T

etc. His
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His" igitu valoribus introdudis - quadrans nofter ellipticus

prodlblt , ) li
AMB__'M (I-——' LSS T ae : . i)
- 2e 2.4.°6, 8 2. 4
L I-.I,aus.?.p 1, — :
' 2. 4.6, 8, 10, 12 ;4 g 71 ete. ) ‘J!:

Qu1a hic f‘nguh coéfficientes numerici praecedentes in (e
comple&untur pro hac ferle fequentem formam {cribamus:

AMB:”L“(J:—-oc n—a P “—a By —afBryont —~ctc‘) |
quarum htteralum valores ita-progredientur

. e 11 Co ~ |
e AN el -t i : i
R =t = ‘, - o
— &5 3 . 3.3 '
6, 8 * 8, ¢
—_— 7D 5 7.0
% = i o
10, I2 1z, iz \ [
e__u T 7 — fT, 1%
T A5, 18", ;

Pro elhpﬁ igitar, . cnius fcm1a‘xes funt a et &, ponendo ©
breuuatxs gratia S ‘
) 2_62

a +b’:c—'et ?H_—b,_ﬂ, e
quadrans perimetri exprimetur fequenn ferie:

me 1,1 2 LT B 5 gt r.:.z.s.:.g
21“(;‘3——‘—.?2 44397.2_ _ 4.4.s.a.u:zﬂ_—etc)
quae f‘erlcs femper admodum conuergn, quantumuls axes - i
ellipfis fuerint inter ‘e diverfi, quia - femper n eft vnitate fi
minor, ac practerea coefﬁc1entes aumerici vehementcr de- '
crefcunt, ' : -
Corollarium. il

§. s. Caﬁ]s, -quo haec feries minime conuergit,
cﬂr, qQuo #=1, quod enenit, vbi s=o., fea vbi axis con- \
mgatus enanefcit; tum- augem mamfeﬁum eft, quadrantem "|;%;

ellipti ' o III;IJ
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elhpucum 1pﬁ femiaxi A € = a acqualem forey Vndc quia
ctiam ¢— @, habebimus pro hoc cafu
=1/=._._ Lo LT ES Te 1.5 5. 7. O —etc. -

-

™ 4, 4 4, 4, B. 8 4- 4a 3, He T2 IEI-
- quae {eries vtique attentione d1gna v1detu,r 1dque 0 ma-
gis, quod terminis continno colligendis’ praebeat fcquentem

infignem aequalitatem:
%5 ?9’11 iz 15, 17 ctC

L] [ ]
4 £ | -] 1z, :z 16, :6

ideoque
T o A 4 2,08 T2, T2 e e L )
m s rg Il FTRET etc ' ' \

cuius veritas ex iis, -quae olim dc PlOdu&IS 1nﬁmt1s pro-
tuli, facile elucet.

ﬂlﬁ :

Corollarlum 2._

= .

§. 6. Si {eriem ante 1nue11tam {’catuamus
i—“—'—‘nﬁ——’—ﬂ—”sn—-ctc':s R
. 4 4 4, 4 8, g

per ea, quac olim de fummatione, hulusmoch ferlerum o=
ftendi, reperitar, ‘ifta. aequano differentialis fecundi ‘graduss:

4ndds' ds' SR
et e e = O :
vbi dn pm coni’cante eft fumtum. Cum enim’ hmc fit

nddnds( nn)__}f_«tﬁs(:[_nn)_‘_ﬂs.._o,

ﬁﬁ1wamus - )
;:I+Aﬂfz—+—Bn“+Cn-—}-etc.“ t

~erit vt fequitur:
41‘;2:!5__4‘ 2. I.Aﬂ+4< 4_-3]3.,:

D lgamAN
‘ ++65Ln++aan etc._"__
o 4 21~ 3 B.#* — 44 6.5 Con’ etc. ey

R

I r
; L
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ads (I"?NZ) 42 At 4 4. By - 4.6, C 8
= 2A #—4. 4. B 1t
+ 4. 8. D:z’etc.
u-q. 6.C.n" cte,
n.r:n-{-A n»—}—sz»—}«—Cn’ etc. '
vude fequentes determmatmnes oriuntur:
_0——'4,4«15;-{—1, elgoA == L
o:+4.4.B——3 5 A ergo B__—EA,
b:q- 6. 6.C 7. 9 B ergo C'*—n 2. B;
o__q. 8 8.D— 11, 13 C ergo D::_j; = Gy
Ve R :':ema EIF fl;i ESCTARE

'mde ﬁadcm i'eries 1eﬁ11€a:t‘, gudm fupm inueaimus,

d

Plob lema 5,

§. 7. Clrca da}tnm ,1p&a.ngxulum Mm N 7 eam gl
lipfin defcribere, cuius peumetel ﬁt mmlma.

Solutm,

“Pofitié vt -ante: femilateribue rectanguli dati CF=f, Tab, 1.
CGzg, et femiaxibus, elhpﬁs quacfitac CAz=a et CB=p Fig =
habemus primo £ 4~ £ — 1. . Tum' vero fi_ ponamus

—_— —
a* -{—b..“c et 2=+b=-—”?

Quadrantemn perimetri modo ante inuenimus -

=rn(1—an—aBnt—afysi -—-ocpfyc?fz —etc. ),
ex;ﬂente , Eh

I 1 .__a- 5t — 2, — znrg
o= 44" "‘39"1”/ }:"176\5‘ i, 15 2 e'tCu

A8y dead Imp S¢. Tom. IV, P, 11, 3 B quae
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quae . quantltas vt fiat ., minima, gjusg d1ﬁ,elenttale nihilo.
acquari debet, dum fc111r:ct litterae ¢ ct 7 tanguam varia-
biles tlaé'tantur, vnde clmldcndo per =, fequens nafce-

tur acquatio’s
do(t—ann—aBr —aByn—aByin —etc.)
-—gan(2(7.71‘——1—4-0&@?23-}—50&{3*}/‘?25+80&@ﬂ/5r27+6tc)§
ae hoc modo repraefentetur. o

i (1 — o n w-ocﬁn —-»-or,(3ﬂ/ i ——otﬁyB?f’—-—etc)

d”(za?z—]—%m@n—i—é’aﬁr}m-}—s a(?wy3 W — etc.)

Fic dutem, dlfferentlaha dc et Jﬂ certam intér fe tenere
debent relationem’, - ouamwcx apquanone -fundamentali
fz S - & =1, peth oportet. ch 1g1tur ante omnia loco a

b7
et b litteras: c.et s mtroﬂum conuemt. -wCum enbm £k 7

+

qu

erit

2 —— 2 L R—
@46 et a = b “’{cﬁ‘{ﬂ’

_ ar =6 (1 —{—rz) Gpt et (s — fz)
yhde noftra 'a"equatm a’blbzthﬁ iHades, O

t

zfz‘ - \"- :_g’zr_;. S G ,;‘ji" T LSRR .{*.:_f:_ V. .‘ Q-
T t—m — "
Quja f et g dantur, Ponamus breuitams gra-tia | .
S X AL —;—22 #, fue f7 g7 A N

quo facto ‘pofira’ aequatm erit  For =2 T

manmus logamhmos, ermque S

T2 b+ 1T -—zm),—l(x-—n'z)-"- 2. le

pae aequatio: differentiata dat SR -
emndn 28

PP i) g g 3 cmus ﬁl-

v

9

~—idn .- _ ) : ‘ .
'fx-—-‘tn+7——ﬁ.n. ¢ LT e o ¥
Vnde fit ' - A APL I 2
da_._..ndn . ootdn. zﬂ“rﬂfﬂm“d‘ '-};‘
é 1"_'7111 N o in) aztl‘-—ln)'{!"ﬁn@l . :
[ . . q“la . i ‘

feowen Y

f " : .
) -
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quo valore fubftitnto noftra aequatio erit
{en*—in—in) (1—an'—~ aBu—a B, @34 0. 1" etc.)
=z2(x1~in)(1—nn) (20#+4aBn+6aByn etc) |

in qua aequatione tantum ‘duae infunt quaftitatés- { et s,
quartm illa ex re®angulo datur, haec autem z ex illa
debet definiri; quod .ergo non ali’ter,niﬁ-,re‘folmione‘aeq'ua—
tionis infinitae. fieri poteft. Conuenict igitur quantitatem
# tanquam coghitant {pe@are indeque _vjcifim definire,
quod fi pro pluribus cafibus inflituatur, facile iudicare li-
cebit, quinam valor ipfius # cuiuis valori dato i refpondeat.
o Spe&emus primo. quantitatem #_¥yt minimam,
quippe cui etiam Valor minimus ipfius 7 refpondebir; re~
lectis ergo terminis’ By, 9, eté. continentibus, habebimus

(2w —in—iw)) (x —an’) =2 (1—in) (1 —nn) 2apr ™
quae aequatio, . reiectis. poteftatibus ipfius # tertio altioti-
bus, abit in hanc: L :

2W —dem—in—ig -saii =0, "
vide prodit J |

. 2nl—aa) . - L

Tt —sa B , _ ‘
Quare fi # fuerit fradio valde parua, erit proxime

iz=en(r—na)=2lpn ' |
vide viciffim concludere licet, fi i fuerit fra&io quam
minima, fore n— i, ' ' '

Nunc igitur aliquanto propins ad veritatem acces
damus, rciiciendo poteftates ipfius 7 quinta fuperiores,
eritque R SR :

apz’mq.omz-f‘zafz"'—S.aﬁ'n‘—iﬂ-iﬂé+5¢_i?z3,: o,
B 2 ) vade
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vnde elicitur
-z-___.an(.z--:a.),—-}—-zans{u-—-ﬂf g8)
-_ TTL e e 5 G TR " ?

et dinidendo ' ]
i:::zn(I-—-za)'—ki’ad?-f(I'—‘l-@)
—2723(1—-2&)(1—5@), -

qui vajor, ob o — o € Q:;;;, praebet

ij%.ﬂ—-;g:,n’, S
ynde vicifim pro dato £ concludimus
=t |
ficque vlterius ad veritatem ace dere licebit.

quo 7 Ipaximum obtinet

Fuoluamus adhuc cafum, :
et ponamus breuitatis:

valorem , qui vnitati -eft aequalis
gratia : o
g BBy - =S et
co--4aPB-t6aBy e e ::f §
vt habeamus hanc aequationem : . o
o (1 —i)s=2(s —iY(1—nn)t fue.
2 (1 —1) (s —(1—nn)t)=o
ynde prior faftor:
ftulat; fi enim lati
tum etiam latitudg re
‘enoluerimus tam cafus ,
minimae , quam eum,
— 1, pto- reliquis _cafibus
Cum enim pro . exiguis va
maximo autem #==i; in ZeN
abe rrabimus, fi-ftatnamus

tudo ellipfis enanefcat, hoc eft i b= 0,
@anguli debet enanefcere. Cum igitut
quibus litterae 2 ct @ funt quam
vbi maximum fortiuntur valorem

indicium . haud erit difficile.
loribus habeamus #:=3%%, Pro
ere non multum a veritate

7=

manifefto dat # = 1, id quod rei natura po--
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= — : < — 4-? —

T —szi1 7. 8.1

Quamdin enim { eft fra®io valde parua, erit n=zi; et fi
alignanto maivs foerit ; erit # —=3i -4 2 #, qui valor illo
n=iiA oo & aliquantillym  maior eft; verum vhi fit
i— 1, iterum prodit # — 1.

~

Corollarium.
§. 8  Quo naturam hUIl.IS foluuoms pemtms per-
fp1c1amus, ponamus in genere: _
I—aem —af3n—aflByn ... =4
2an+4aBut~4-6aByn ., .. =%

- vt noftra aequatio fiat

(e —in—in’)s=2(1—in—n"4in")s,
vnde fequitur
L i=

an?s—a({r—n2lt
n(1+n?)s —a2n{1—n2)t?

vinde cafu #— 1 manifefto fit i — x. Pro alio vero cafir
quocungue pro z aflumto, quia ambas feries s et z fatis
expedite fammare hcet verus valor ipfius # fatis exate
definiri poterit, \

Corollarium ‘2.
§ 9. Ambae feries, quae in noftram folutionem:
ingrediuntur , manifefto ita a fe inuicem pendent, vt fit

¢ = —2%, Nunc autem ftatnamus s = sz, vt fiat
1'..... 20— (1 —n2) % '
n({t—on2)—zn(1—ni)a?

lta vt hic ynicum valorem %" quaeri oporteat, id quod
' ' "B 3 , fe-
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fequenti modo fieri poterir. Cum fit § — — LA%, erit nune P

N.—__Tldf . ds_____uz,ﬂn LY o - b
s2—=—"1L, hincque = — =5 € differentiand0 {
dds __ds* zdn? doz.dn . ' i
3 —;z—' — ""‘_' —?‘2 -—--ﬁ—"- Addatl}.i F

i

S'I —_— zldn_’
T R fietque
dds — 2812 1 zz2dn® _ dzdn

———
-

. : T T a 1z 7
Supra autem dedimus hanc inter § et m aequationem:
4n.dds 4nds -
dn® -+ Tdn Te—n T O

quag per s divifa pracbet
+m dds 4 4ds 1, —_— A
W'T+E'T+Iﬂrzn’“0_’ )
hic autem valores modo inuenti fubftituti producunt
i —_—
— o, vpde fit

% 4,20 _ 44T 4%
n R n T —1 0L

4 dn
—_— ndn 2dn
dz“"—ﬂx——nn) + n ! . .

quae eft aequatio differentialis tantum primi gradus, fimilis
formae , -qua olim aequatio Riccatiana referri eft {olita.
Semper avtem refolutionem ita inftitni decet, vt littera 2

tanguam cognita fpedetur, et pro ca debitns valor ipfius 2
eruatur; tum vero inde valor litterae i determinetur. Sic

enim vicifim affirmare poterimus, huic ipfi valori ipfius 2

alfumntum valorem litterae 7 conuenire; quo inuento, CUm
fit ¢ — 0 —=in) etiam innotefcit 1t3 . at deni-
L2 quantitates ¢ at dent

femiaxes @ et & definiuntur.

2
1

e B i B e

I )

que ex ¢ et z ipfi

Corollarjum 3.

§, 10. Quo omnes ifi caleuli facilius expediri
queant, valores cogfficientium @, (3, &, 9, in fractionibus
decimalibus. exhibeamus, ¥na cum earuim logarithmis:
| lo=

K 3

+

el e
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le:=8,7958800; . azZ0,06235000.
la2=8.1657913; . afT0,0146484.,
laBy=97,8069698; aﬁf}/ 0,0064.087,

laByd=9,5538653;  afBy3=0,0085799.
lafByde=7,3583455; afByde=0,0022821.
]“ﬁ'}’”é’ '7:1988959, 2B3Yyde4=0,0015808,

o Exemplum.
§. 1r. Evoluamus cafum, quo femiaxes ellipfis
et & funt in ratione dupla, five a:b=—2:1, vade fic

—at -5tz 2 :
 — az_*_b?.d.s,hmw &y

min valores fingulorom terminorum ita fo habebunt pro
m. que ferie & et i -

n-—-o ozzgooo ra#’=o, 0450000

~ afn*=o,0018084| 4aB3n =0,0073934

aRByn=0,0002990 GafByn—u, 0017940

a0 n=0 ococoobor 8afyon*=0,0004808

aByden®=0,0000138 I0afyden®=c,0001380

aﬁ'y3 Z:n“"o 0000034 | I2afrydeln = e, 0000408

- - rof - - - - 213

o o ‘0024—‘7757. . j 1= 0,0550683%
' €ergo §=0,9752242|

Hmc lepentul log. 2 — 8.9517967. Cum nunc fit
— 2N g 1-—n%lz — TE—2. )
:-i-nz'—'z(:—u'-")z_—'sa,—s«z’

ni—ii=
reperiemus . _
f{= o, 50300, hmcque i—o, 333':33
Hine ergo viciffim, fi pro dato re@tangulo fuerit
z”__{'r:‘ﬁé:oﬂ §38333>
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tum pro ellipfi fatisfaciente erit
w—%, fine g:b==:1.

Problema 3.
§. 12, Si data fuerit {pecies sectangili, cul ellip-
fin minimae perimetri circumfcribi oporteat, €ius fpeciem
per aequationem finitam definire.

~ Solutio. |
Cum fpecies rectanguli contineatur ratione inter
eius latera, littera nofira i eius fpeciem declarat, cumm Gt

i:;::’:g:; deinde quia fpecies ellipfis .ratione 10tCr e,__i‘ps’

axes indicatur, ea in nofira littera # comprehendetur, cum

fit n= %}5_:%:7 Requiritur ergo aequatio finitis terminis ex-

preffa, guae relationem inter has quantitates i et n exhi-
beat. Nunc autem vidimus efle

s gnfe—zof y—n2}m
tH— e el e—nilm
[ 2{3—nt}%

¥bl z per hanc aequationem differentialem determinaturs
_ . mdn_ ztdn : '
dz_.'+{1—nn)+_n . ,
Nihil alind jgitur fupereft, nifi vt hinc littera 2 eliminetur. .
Quod quo facilins fieri poffit, pomamus 2 (1—nz==%,
vt flat ip = AP at ob -

107 e

% epit dr= et Ay

2= T—am erit d_z__ —--"-;(1-.-.”)"}" {(reman)®?

ynde orietur ' :
(T —un)d X 40X dn=(1 “ﬂ”)”dﬂ‘f"wz':" .

Ex illa autem aeguatione, potendo U locu: in , mafcitur

p = imcler)e ) himeque. .

S
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— __dvf{1—nn) | sndn—anwvdn -
dx—' (I-—Q)}Z + I—m =)

guo fubftituto prodie , ,
—2o=m o Sudn=(1—nn)ndn
et —anE(ren? )OS (v in? )P dn
{(r~w) ‘w2

et fractionibus fublatis hinc colligitur
S minc
S e R Y aE L LR L
— 2 o — 5 0% ,
Nunc denique loco @ funm valorem iz fubftituamus , ac
prodit |

— 2 g7 .
__zn-(: d:n)'.dz:_ 7.?2-—{- 3 T

t2ilrdgnn)
. . G (=5 m )
Quodfi igitur conftructio. huins aequationis concedatiir, non
folum. pro fingulis valoribus ipfius # conuemientes valores
pro 4, fed etiam viciffim pro fingulis valoribus ipfius 7 re-
fpondentes ipfius n elicere licebit. Haecque profe@o ae-
quatio multo fimphicior enafic, quam ‘initio fperare licuis=~
fer. Quodfi eam . adeo integrare, vel faltem conftruere lice="
zet, apalyfi infigne incrementum accefliffe foret cenfendunt
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