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§ xc

™ Tullum eft dubium, quin multitndo omnium fradionum
i ~diverfarom, quae inter terminos O et I ~conftitui’
pofiunt, fit infinita; vonde cum multitudo. omnivm nume-
rorum iniegrorum etiam fir infinita, manifeftum eft, mul-
~ titudinem. omninm plane fractionum adhuc infinities efle
maiorem; quandoguidem inter binos numeros, wnitate dif-
ferentes, innumerabiles frationes diucerfae admitti debent,
Hic antem afumiter, denominatores fra@ionum. ip infini~
tum avgeri pofle: at fi terminus praefcribatur, quem nu-
meratores {upcrare non debeant, tum vtique numerus fra-
&ionum, quas inter terminos o-et r conftituere licet, erit
determinatus.  Quantus avtem ifte numervs fit futuros,
pro quouis limite, qui denominatoribus praefcribitur, quae-
ftio quidem primo intuitu non ita difficilis videtur; ve-
rom i rem attentins confideremus, tantae difficultates oc-
currunt, vt perfeta ‘iftins quaeftionis folutlo vix adhoc
{perari poﬁ’e videatur,

§. 2
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§. 2. Quoniam enim fraionds; de quibts hie
quaeritur, omnes inter {& diuerfae éffe debent, ex quolibet
* denominatore aliae fraftiones formari nequeunt, nifi qua=
rum numeratores won folum fint defioriinatore minofes
fed ctiam ad eundem primi, quia alioquin 4d formami
fimpliciorem, ideéoque ad denominatores mitiorés reduci
poflent. Tra cum fadtio ¥ reducatur ad §, ifta fractio pro’
denominatore — 24 non amplius numerari poterit; quo=
viam pro denominatore 8 iam eft numerata. Totum fgi=
tur negotium hnc redit; vt pro quolibet dénominatore;
qui fit = D, multitudo numerorum ipfo minorum, et qui:
cum- o nullum habeant diniforem communen, affignetury
quippe qui foli' pro numeratoribus accipi- poffunt,. Ifa pro’
denominatore 24 alii Humeratores admitti nequeunt, prae=
ter ¥, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, querim mulitudo eff -
tantum 8, cuins ratio in compofitione numeri 24 eft fitas
Si enim denominator D effet numerus primus, tum vtique
omnes numeri ipfo minores, quorum multitudo ef D'— 1,
Woncos pracberent: numeratores. Quo plures autem deno='
minator D habuerit dinifores, eo magis multitudo nume-
ratorum reftringicur, ' |

§. 3. Hinc igitur ifta quaeftio nafcitur: ve, pro-

pofito quocunque numero D, multitudo numerornm ipfo
minorum, ad eumque fimul primorum, affignetur. Quod quo
facilivs praeftari pofflit, denotet charadter 7 D multitudi-
nem iftam numerorum ipfo D minorum, et |qui cum eo
Bollum habeant diviforem communem. Ac ‘primo qui=
dem  manifeftum eft, fi fuerit D numerss primus, fore
#D'=D ~ 1. Ante autem quam numeros compofitos e-
' o C 2 . Xamis
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xaminemus, valores huius charateris D pro omnibus -

numeris centenario non maloribus apponamus:

w 1— o|mar—12|mgr—=40{MOI =060 | T B8I—=354
oMot 1 qzzjlo '71“4.2':12 w6ae— 30 | T 82240 '
m g 2 |me3=22| T43 42 r63=—af | T 83——82
74— 2| 724 8| M4s= 20 w64 — 82 | T 84°=24 ¥
7 5= 4 |me5 20| w4S =24 m65— 48 | T 85= 64
m 66— 2 —n'zd;::'xz r46—22! 76620 | T 86 =42 ;'.;_
m 97— 6lm27—18| m47=46|W67=66 T 87 =56
M 8— 4 |meg—12! 748 =106 768 =32 ?r'ﬁaﬁ&"iﬁ;:o”“*;‘“
m 9— 6lmop—=28| 40 =42 | 769 =44 | T 89==88 3
mio— 4 |mgo—, 8l ms0=—20|m70=24 | T 90=24 X
mrr—10lgs1—=go| w51 =ge|[n71=70{® 9T =72
mig = 4 | n32—16!g52==24 | MT72 =24 | T g2 =44 4
MI3 12, AET=20 | WE3T= 52 WIS T2 ® 93==60  §
mip— 6|mae—16] w54—18 |7m74=286 | ™ 94=46 1
mi5 = 8. m35T=24 | A55=40 | WTFT=40 | T 95 =72 :
qfo: 8| w6 —12| w56 =24 776 = 36 '7r 96— 32 :::
m17 =16 w3y =86 | 757=36 7::‘7'7::60'i’7f 97 =56
ni8 = 6|m38 =18 7!5‘8:28171"]8.::24- T 98==42 ]
719 =18l mg9=24 | W59 =58 |MTIHP=T8 | T g9 == 60
w20 — 8 T40-=16 mﬁo:xé\waozsz TI00 == 4C -

§. 4. Ex hac igitur tsbula patet, denominatprem

“

a1; {in antem continuemus vsque ad 20, numerus et 273
| vsque &

IO continuare velimus,

I

' vnicam praebere fradtionem, fcilicer 3 inter o et 1; de- I
nominatorem vero § dare 2 -
nes: Let?; et ita porro. Vnde fi denominatores non vitra
pumerus omnium fradtionum erit

at 4 dare has duas fractio-

l
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vsque ad 3O progrediendo fumma fradtionum prodit agy
vti fequens tabella declarat. ’

Max. denom, |Num. frad,

10 3L
20 - In'7 .
30 277
40 ! 489
50 773
6o . II0E
70 1493
80 1995
g0 2489
100 ‘ 504.3

IS

§. 5. Quod fi omnes plane fradtiones admiltteral
vellemus, pro denomimatore maximo —— 10 nUMErus om-
nivm fractionum foret I —4— 2 3 - 4.0 « = 9 = 45.
Hinc 1gitur excludi debent eae, quae redutionem admictunt.
Primo igitur excludendae erunt fradtiones 7,3, ¢, my QUIp-
pe = I; tum vero iflae: ; et §, quippe =g3; itemque fety VE

pote == %; bprasterea I et 55 ac denique 5, = Sy =

[e—g T
guarum omnium numeras eff 14, quia 45 fubtra&us re-
relinquit  gr.  Pro maioribus. auntem denominatoribus,
quos admittere voluerimus, haec ennmeratio nimis fiet pro-

lixa, quae quomodo snihilo minus inflitul potit, videamus.

§. -G, Sit igitur D maximus denominator, quem
admittimus, ac numerus omninm plape fradtionum foret

— DD—=D "~

::1—+—2-+§3+4,~h- -k (D—1)= -

Cz Ii—.i.inlﬁe
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Hinc iam excludi debent omnes fra&tiones, quarum valor
eft s, praeter ipfum i, Hunc in finem dinidatur D per 2, et
gnotus, five verus, flue proxime minor fit —a, ac manife«
ftum eft, numerum frationum excludendarum fore —a—1.
Deinde pro fractionibus } et 2 fit §— (3, denotante 3 vel
verum, vel vero proxime minorem, eritque numerus fractio-
num excludendarum =2 (B—1) = (—1) = : 3. Simili mo-
do fi ponamus ?=r/; tum Vero porro ,_5, ? =, etec.,
quamdiu {cilicet ifti quoti prodeunt vnitate maiores, nu-
meri fraGionnm hinc excludendarum erunt

Ay D) s O — D) sy ) 6 etee

quibus igitur ablatis remanebit multitudo fraGtionum quae«
fita: ‘ _
DDz:’?-—-‘(oz—x)qrz—— ({.’3—~I)7r3—-(y—~1)7r4.-—(5—-1) 75— etcCs
Ita fi fuerit D — 20, habebimus ' |

T 0T 19, ?MBMG r=v=73, ?:8——4*::

w—emg, P=lza, Pmyme,

T=0=2, =2,
Hinc igitur, ob E.D___D — 190, multltudo fraGionum di-
verfarum erit,

100~ 01— 5.8~ 4.2~8.4—5,2—1,6— I,4.--—I.6—-I-.4.

—I90— 63— 129 -

vti fupra inuenimus,

§.. 9. Totius igitur buivs inueftigationis cardo in
€o verfatur, quomodo, propofito quocunque numero D, in-
~veniri debeat valor charaderis # D. Ac primo quldem_
iam fupra annotaujmus, fi fuerit D numerus primus, tmm

\ fore
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fore nD=D~1. Verum i D fuerit numerus ‘com-

pofitus, determinatio charalteris D non parum ardua de-

-prebenditur ;- pendebit enim a fa&toribus, ex quibus nume-
rus D componitur,

_ . § 8. Denotet igitur p numerum primum quem-
cunque,, vt fit wp=p—1, et quacramus valorem m p*;
vbi quidem ftatim patet, non omnes numeros ipflo mi-
nores, quorum multitodo eft pp — x, ad cum eflc primos,
fed inde ex‘clu@j debe._re illos, qui per p funt diuvifibiles,
qui funt: p, 29, 3p, 4p, etc. . .
tem multitudo eft p— x, qui ergo numerus a pp—r fub~

trafus relinguit p(p—1) ita vt e 7pp=(p—1)p.
Simili mode, fi fuerit D = »*, multitudo numerorum ip-
fo minorum eft »*— 1, vade excludi debent ii, qui per
#, funt dinifibiles, qui f{unt _ ,

Dy 2Py 3P, 4Py et .o p(Ppp—1),
quorum multitudo cum fit p p — 1, erit

TP =P 1= @p=D=p —pp=C(p—1)pp
Ex quo- jam: facile perfpicitur, pro poteftate quacunque in
genere fore. 7 p" = (p— 1) p" .

§. 9. Sit nunc ¢ alius numerus primus a-p di-
verfus, et quaeramus valorem 7 pg¢. ' Primo igitur multi-
tudo numerorum ipfo p ¢ mincrum eft p g—1, vnde er-
g0 excludi debent omnes. illi, qui fuut diuvifibiles tam per
D guam per g. Tam vero muldipla ipfius p erunt

Py 2Py 8Py 4Py oo - p(g— 1)
- quoram  multitudo” ¢ff ¢~ 1. Eodem modo multitude”

- omultls

+ + (p=x)p. Horum au-_

_ B
e
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“multiplorum ipfius ¢ erit p—1x, quae cum omnia a pri~
oribus fint diverfa, multitudo numerornm excludendorom-
erit p-+ g — 2, ita vt binc prodeat '

B pg=pq—i—(pg—2)= pg—p—g—1=(p-1) (=1
ynde hoc egregium naéti fumus Theorema: Si fuerint P
et g numeri primi diverfi, femper erit

mipg=(p—0@—1) | |
Eodem autern modo oftendi poterit, fi practerea f et s
fint pomeri primi ab illis digerfi, fore :

L~

ppgr=(p-DE-DrF=D
71‘139’1’5‘:(19#1)@——1)(4/-_—1)(;.__I)_-:,

§. ro. Inueftigemus nunc valorem huius formulas:
wppg, vbi omnium pumerorum ppg minorum mal-
titudo eft ppg—1, vnde ergo primo excludi debent omnia
“multipla ipfius p, quorum multitedo eft pg—1; tum veEro
numerorum per g dinifbilinm multitndo eft pp— 1, in~
fer quos autem occtrrunt numeri ‘_

DG, 2D g, 3P G €€« 4 - pg(p—1)s
gui infuper per p funt dinifibiles, quos, quia iam exclufi~
mus, ex hoc poftremo ordine tolli oportet, ita vt bic tan-
tam remaneant pp—I1—(p—I1)=PP— P> quamobrem
hine «bunebimus S | T

7 ppg= ppg—i—(pg—1)~(pp-p)= (=D g-1)P
Quare cum fit ' v ‘

Cp(p-—D=Fpp et g =T
hinc nafcitur iftud theoremas Si p ot ¢ fuerint numeri
prumi, diverf, tim exit - ‘ | ' o

wppg=wppEe=p( N G-

§o I‘I,"’
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§ 1x. Simili modo haud difficulter intelligetnr

TPy wptmg=pt T (p = 1) (g — 1),

Nam quia mulritudo. numerorum minorum eft p*g—1,
hinc primo excludantur omnia multipla ipfius g, quorum
numerus eft p* — 1, et remanebit multitudo p* g — p". Prae-
terea vero etiam excludamus omnes numeros per p diui=
fibiles, quorum multitndo ‘eft p"—* g~ x, et remianet P'q

—p* ..-jf-“' g -+ x. "Huc. autem infoper addi debent omnes’

termini per p g divifibiles, quoruin multitudo: eft pri,
vnde coHrgztur :

WP =P = g N
%F“%pq—p~94~w 7 (=1 ).

6, 12, Haud d_lﬂimlh modo, ' numerus D fuerit'_

produc'tum ex duabus poteftatibus quibusctingue numero=
rum primorum p et ¢ dinerforum, ita vt fit D=p* q“"
tum erit

TP =p P (p— 1) (g —1);
hincque generaliter, fi litterae p, g, 15§ denotent nymeros
primes inter fe dinerfos, erit

wpfﬂ*—W”ﬁ‘ﬂ‘s”@ ﬂ@—ﬂ&—w@ﬂ)
€x quo intelligitur, fore quoque . .
mp S =mprafmond
Quamobrem i modo valores characteris n D inuenti fue~

rint pro omuibus poteftatibus numerorum primorum, tum
€X 1iis omnium plane numerorum valores charatteris 'n'

¢xpedite affignari. pofle manifeftum efl.

Aita Avad. Imp. Se. Tom. Iv. P. 1L D 6. 13.
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§. 13. Si quis autem ope horum Theorematum
pro sumeris quantumuis magnis iftos valores inueftigare
yoluerit , promtifime fcopum obtinebit, fi numerum pro-
pofitum D in fa@ores inter {6 primos refoluar, fiue ii fint
pumeri primi, nec ne. Namque fi fierit D=PQRS etc,
arque hi f.ores P, Q R, S nullos habeant diuifores com-
munes, tum femper erit :

. WP_QRS':::TEP.@Q.WR.WS. |
Veluti i proponatur ifte numerns: D =360, 0b 360=9.40

erit @ 360 =7 9. 740 = 6+ 16 =="90.

§. 14, Quod fi vero ~progreffionem  iftorum., nus
merorum , qui in tabula fupra data exhibentur, contems

plemur, quae et O, I, 2, 2,4 2y 6y 4y 6. 4, 10, 4y €LC. nul-

lum -plane ordinem 1n eius terminis obferuare licet; cum

© tamen in  progreflione numeroriin, cuins finguli termini

exlybent fummas diviforum numerorum maturalium, infig-

mem ordinem mihi detegere contigerit. Multo minus ergo,

fi ex illis pumeris talis feries formetur: . h
1, x4 oy’ -2 x4 & - 2 x° - etc.

cuius terminus generalis nofiro fignandi modo eft ¥" T

eius indoles, vel adeo fumma, vllo modo per quantitates
cognitas, fine algebraicas fiue transcendentes, exprimi pofle
videtur. Quocirca vtique maxime operae pretium foret, in
natoram huius pregrefiionis inquirere , guandoquidem’ hinc.
{cientia rumerorum haud contemnendis incrementis locu-
pletari poflet. |

§. :rs'. Ex formula qutem generali § T2 data

multo facilior regula deduci poteft, cuius ope pro quocun=
que
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que nUMEro propofito N valor characteris nw N affignari
Poteﬂ, quarn in fcqucntc Pmblemate €xponamus.

Pﬂﬁﬂenm
- Propofito numero quocunque N inuenire multitudinem
omnitm numerorum ipfo minorum ad ewwmque primorumi.

Solutio.

§. 16. Quicunque fuerit numerns N, femper tali-

forma repraefentari poteft, vt fit N = p* ¢° r¥ ¥ etc. exiften-
tibus p, ¢, , § numeris primis, . I\nucmmus autem tum. fore

AN =g P () (g = 3) = 1) = ).

Hinc ngtm erit

TN (p——:)(q—~r}(1~—:J(s—-=)
N Pqrs

/

vnde fequitar fore

N{p—1}g—a){r—r)(s—1) ;
WN Pars

ita vt iam non amplius opus fit exponentes a 3 nofle,
fed {bfficit omnes numeros primos p, g, r. § dinerfos in-
dagafle, per quos. numerus propofitus N eft diuifibilis; qui-
bus cognitis maultitudo. numerorum, minorum quam N et
qui fimul ad eum funr primi, erit -
WN_N(P-——i)fG—IJ(T’—I)IS—!}

pars

§. 17. Ita i v.gr. propofitus fuerit ifte numerus:
N = 9450, numeri primi, per quos huuc numernm diui-
dere licet, funt 2, 3, 5, 7, quandoquidem per nulios alios
dinifionem admitiit; hinc igitur erit

'JI94-50—-9*5°”*6 — 2160, - ,,

2, %, 5.7 X
Dz , § 185
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§. 18. Quod fi ergo N vnicim habeat diuiforem
"Pl‘lﬂ‘lllm bs id- quod euenit; quando N vel ipfi p aequatur,
vel cuipiam- Uus poteftati; tum igitur {emper erit m N
= —i"“” Scﬂ:cet fi fuerit N —=p, erit mN=—p—-1; at
ﬁ ﬁxemt N—p" tum erit a N=p"—" (p — 1), vti fupra
invenimus. Sian autem N duos-tantum admittat \dinifores
primos p et g, ‘tum erit ﬁN:N(?“;Jq(q_“’). Ita i N
‘alios non habeat dinifores, practer 2 et g, exit a1 N =¥,

Tales autem numeri vsque ad ceutum funt
6, 12,18, 24, 86,48, 54, 72, 96.

§. 19. Haec ipfa autem regula facilis nos ma-
nuducit ad aliam demonpftrationem multo fimpliciorem..
Ponamus enim numerum N diuvifores primos inter {e di-
verfos habere p, ¢ et r, ac praeterea nullos alios; et quo-
niam multitudo omninm numerorum ipfo non maiorum
et = N, qui ergo numerus vrique diuifibilis erit per p,
g et r, mde primo excludi debent omnes, qui per p funt
divifibiles, quorum multitudo cum fit X, his deletis reliquo-
rom multitudo erit N —Z —Mg;”; vnde jam’ excluda~
mus omaunes, qm funt per ¢ diuifibiles, quorum multitndo
cum fir ¥2=1 , yemanebunt adhuc I-"—‘P—’J;q“") . Hinc
igitur infuper excludi debent ii, qui funt per r dinifibiles,
quorum multitudo cum fit pars 7 iftius numeri, iis deletis

r

pumernus reliquorum. erit N”’“‘””";j””"" hocque modo
Ej ‘. .

fohde demonftrata eft noftra regula.

§. 2o. Interim tamen etiam haec regula nullum
Afubfidium nobis fuppeditat, ad naturam progrcﬁioms quam
numeri n N conflituunt, et quac eft:
L 2
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explorandam. Verum fi pote(’cates ' quantn’:atls 1ndeﬁn1tae
admngamus, ac ftatvamus

e O -+—2x 42 xt -4 x° ——l~"’.91 +6r"
- —|—4.x -—1~6x9—i—4x ~- ete. -
‘ex hac ferie fequentem formare poffumus ;
de 2 x¥ & xS xﬁ Cem?
_l_'ix__ac xx___l__ x +m ___l_-c + 6?.'2.
+ma+zx9+2xlﬁ+ ctc

vbi omnes coeflicientes in formula - (p=0)g=1)(r=1) conti-
nentur.

par

.§. 2r. Omnes enim eac poteftates ipfius ¥ eun-
dem habebunt coefficientem !, quarum exponentes folum

diviforem primum admittunt, ideoque funt poreftates bi~
. narii, fcilicet ' :

x* X%, x°, 7%, x7, x%, etc.
Deinde omnes poteftates, quarum exponentes funt dignis-
tates ternarii, quae funt x%, a°, x'7, orones habent evndem

T

coefficientem 2. Simili modo # erit communis cosfficiens
poteftatuinr &%, ¥°%, x4, etc.’ At vero :=—1.% communis
erit coefficiens omninm poteﬁatum, quarum exXponentes
tantum hos duos numeros primos 2 et 3 inuoluunt, guae
funt %%, x™, &%, 1™ x°°, etc. Eodemque modo res fe
habet de reliquis exponentibus, qui vel binss tantum, vel
ternos, vel quaternos numeros primos inuoluunt.  Quo plu-
res auvtem numeri primi in exponentibus occurrunt, eo
copiofiores  erunt feries. potef’catum, quae. communi gatu-

-dent coefﬁcmntc.

Ds | § 22,
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’ §. 2o, Cum igitur in his ordinibus feries fim-
plicifiimae fint eae, quarum exponentes progreffionem genme-
tricam conftitunnt, cuinsmodi eft & + x* 4 x*+4 2* 4 ¥ Fete,”
quoniam huius feriei nullo adhuc modo fumma definiri,
vel faltem ad formulam quampiam integralem reduci po-
tuit, multo minus {perare licet, vnquam certum ordinem
in hac ferie generali deteCtum iri, vnde faltem fequentes
termini per praecedentes determinari queant, quod-merito
€0 magis miram videbitur, quod cuinsque poteﬁam X"

cocfficiens tam facxle aflignari poteft, :




