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'CVRVIS RECTIFICABILIBVS

IN SVPEREICIE CONI RECTI DVCENDIS,

Au&ore

§ 1.

am certo affirmare liceat, in fuperficie cylindrica nui-

las duci pefle lineas, quae reftificationem admittant,
practer Ipfas lineas’ rectas "axl cylmdn parallelas: idem mul~
to magis de fuperficicbus conicis ftatuendum videtur, pro-
pterea quod cyhndrus tanguam fpecies coni fpe@ari poteft,
dum altitudo in infinitum augetur. Interim tamen obfer~
nani, dari eimsmodi conos refios, in quorum fuperficie, prae-
tey lineas reflas a vertice copi ad circumferentiam bafis
dudtas, innumeras alias lineas curuas geometrice defcribi
poffe , quae redtificationes admittant; quod autern neutis
gquam in omnibus conis recis, multo minns ig obhquls
effici pofie videtnr. Talis enim conftru@io tantum in iis
conis re&is fuccedit, quorum latera ad diametrum bafis
rationalem tenent rationem; guae inuefligatio cum nenti-
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quam fit obuia, operae bretivn effe. dux; €am hic data
Opera eXplicare, o '

§ 2. Sit reta AB axis coni et pundtum A efyg
vertex, at Z pundnm quodcunque in fuperficie coni, vade
ad planum tabylae demittatur perpendicelum ZY; hine.
aue ad axem ducatur normalis Y X, vt locus pundi Z
determinetur per terpag coordinatas inter {e normales ,
quae vocentur A X — 4. XY=ye YZ=2z Tam du-

catar recta XZ, ounas erit radius fe@ionis coni ad axem

- Jpzmalira'—mﬁﬂﬂ&u X tadtae, ac manifeftum et fore

AX:XZ vt axis coni A B ad radium " bafis, Quare fi
CBXis coni vVocetur A B—, ¢t radius bafis B G — &, ob
KZ=V (35 42 2} erit x:v (yy -+ 8)=a:b, ideo-
Quebx—aV{yy 4 » 2), quae eft acguatio naturam {ige
perficiei hpius €Oni exXprimens. Quodfi porro latus coni

AC dicatar =g, Ve fit g =V (aa-+ 5&), tem vero di&a
concipiatur re@ta A Z, quae erit = Vica+py4. 5 2),
‘erit etiam x : V(b'»!:x—]—‘yy)::’a:-a, quibus pofitis ofiane
‘ﬂam, quoties ratio 4 - ¢ fuerit rationalis, tum femper infi-
‘Bitas curuas re®ificabiles in fuperficie. hujng coni duci
poiie, . S :

. % 8. Sumamug igitur punétum Z verfar in tali
turna rectificabili, atque ex elementis confiat, clementum
iftins, curvae hac formula Cxprimi: V (4 5 +d 5 - 47,
uam ergo quomodo’ integrabiler reddi’ oporteat,. hic erit
“docendum. Quo autem hoc facilius pracfiar pofhit voce-
mus reGam X 7 — D YO htw =V (yyde %) etxiwzgib,
e aw=2 5, 1y vero' in caleulum introducatur angy-
lis YXZ=0, eritgue o




ficque omnpia per “has binas nou
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XY=g=wcof et YVZ = ofin. Q3.
b 55 variabiles v et § -des
finire poterimus, cum ftx =% Hinc enim erit
Ay — 82 ' B
dy=dv cof, @ — v 4 ¢ fin. D et
dx—dwfnP-4+v AP ol P, |
vnde colligitur . -
dy-dzgr=dv - v a

A

L]
cUr—1or

v formulae fi addatur d%° = "“bd,:”z. , obtinebitur’ quddraa

tam elementi curuae

quam ob rem ob @2t bb—¢¢ elementum  cux
fuperficie coni defcribendae erit

:::iV(ccdm’-l—bbvwdq)’):—iﬂ/(dw’—{—’g—%vvdqy).

Tota igitur quaeftio nunc huc eft reducta, cuinsmodi re-
latio algebraica inter 2. et quantitates angulum @ determi-
nantes , veluti ﬁn.q)_ vel tang. @, conftityi (debeat, vt ifta
formula differentialis integrationem admittat. '

-dm"-(arr-!—bb)—!—-bbw:.:dﬂ)z ‘
"_———__5'5_._-—'—"__'!

nae in

§. 4. Quonjam hic angulus @ quafi datus et cognis
tus fpettatur, etiam angulus b—c@ guafi cogpitus fpedari po-
terit, dummodo = fuerit HUmMETUs rationalis 3  atque huic
fundamento innititur conditio ante memorata , quod, nifi
ratio’ b:¢ fuerit rationalis , quaeftio. noftra refolui nequeal,
Loco anguli @ ergo introducatur alius angulus ©, vt Bt
W= =, €t quia nunc elémentum curliae .quaefitae- erit -
— & Y (d V7 vt d o), quaeritur ciusmodi relatio inter ¥

§. 5

et @, qua ifta formula reddatur integrabilis.
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§ 9 Quanguam antem olim varias methodos . gxe
- pofuiy plurinras formulas differen tiales integrabiles reddend;,
tamen nollom areificiam, QUO tom temporis fom, vius, ad
praclens inftitotum - accommodari potelt | ‘ita vt fateri cg-
gar, me nullam viam directam - perfpicere polie’; qua ifta
formula differentialis ‘I/(é!.fv’q—‘wwa’;w.’) ad integrationem
reuocari. queat, ‘Quare cum €a:pars Analyfeos, quae in. hy-
insmodi inneftigationibus verfatur, et cii nomen Analyfeos

infinitorum indeterminatae . mmpofni , ctiamnunc,p;arum fit

exculta, €a maxima incrementa. inde accepiura-erit-ceg-—_

fenda, fi Geometrae methodum directam fierine perferuta- .
H, eaius beneficio ifta. formula V(dfv”—i—fuv_dwz), aliaeque -
‘huius generis ad integrabilitatem perduci gueane,

§. 6. Equidem hunec. Iaborem penitas deferere fuise
fem coaftus, nifi obferuaflem,. iftam formulam Ope certae
fubftitutionis ad iftam fpeciem "V(dX’+_dY’) reduci poffe,
coius refaluti&vtique\ eft in poteBlate » quandoquidem to-
tumg,h.q:.g_qtid.m...eo_ redit, vt curpae eigebraicas rectificabiles
inueftigentur, gquippe quarnm coordinatze orthogonales ido-
neos . valores pro- quantitatibus X et Y fuppeditabunt,
Quam ob rem ante omnia in clusmodi quantirates XetY
nobis erit inquirendem » Vt fiat dX*+a_’Y’:;a’w°+«v-vdw’;
tm vero vt ambo differentialia dX et . Y'zﬁntegraticnem
admitfant, ‘ o -

§. 9. Statim quidem in oculos incurrit, primae
conditioni fatisieri flatuendo dX=dov er Y =wvdw, vn-
de qu,i.dem,intag_randol fieret X =¥ ; verom altera formula,
Y= ovdu .integrabilitate deflitnitar; necefle enim eft, vt
ambo ifti valores indefinite enadant integrabiles , quocirca

Priog~
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priorem conditionem generaliter adimpleamus fatuendo
. iXc—dwufin.04-wdacold ot f
‘.éY:d@;oﬁe—#wdm_ﬁn,ﬁ, |
quandoquidem hing conficitur
dX”+£f'Y2:a’fziz-}—wvdmz |
quicunque etiam angulus pro ¥ fubRituatnr. Vnde nunc
quaeftio’ eo eft perduéia, num pro § einsmodi angulus ac~
cipi queat, vt inde ambae formulae cuadant integrabiles
id _quod- quidem in aprico. eft pofitum. Si. enim fumamus-

8 — 1, perfpicuum eft inde “pepertam irf X = wfitew et —

Y —qcof.u, quibus ergo valoribus pro X et Y confitatis
inde viciffim erit - BRI
o=V (XX+YY) et tang,m::%—

¥

- ideoque

fin, = W-ﬁ%—fﬁ et cof= Wi%ﬂ

. §. g. Tota ergo quaeftio circa curuas re’&iﬁpab-ie
fes in fuperﬁCie..conica inneniendas ‘¢o eff redudta, vt qitae-
rantur binae quantitates X et Y, vnde oriatur formula
Y (dX“—J;—dY’) integrabilis, Quodfi enim fuerit

fV(dX-”—%-—‘_{ZY*)':::S - ‘
jta vt S it quantitas algebraica, ftatim inde nancifcimur;,
vt modo vidimus, p=7 (X*+Y?); tum vero tang 0=1%
hingue porro -
X

fin, 0 = yemawT o cof, 0=y

Deinceps verc €X angulo © definiator angulus O, vt fic

—tw  guo angulo inuento pro fingulis punétis Z curuaé
o in

W
b
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in fuperficie coni ducendac habebuntur ternae coordinatae:

L ArEr=Xo g Y (XY

2°, XY::?:WCQ{}Q)—_:_CU‘{': @'V’(Xz,_i_yz) ae

3 Y= e =0 fin O= 0.0V (X:4-1*).
Denique vero, in. quo. cardo rei Véri;alﬁgxr, ipfa curuae dugtac
longitudo erit £ /v (4 X d¥e)=2's, quae omnes qua-
tuor quantitates manifefto fune algebraicae, e

[E

§. o. Inueftigemus igitur in genere omues relatige

nes—inter X et Y » vnde quantitas § re{’ulter_algebraic&.a_

Hunc in finem ftatnamus ‘fecundum praecepta olim tradiea

dY =pd X, fietque d8=dXV(x ~PP), quae ambae

formulae differentiales reddi- debent integrabiles. Hune in

finem vtamur reductione confuetay quae dar =
Y=pX—/Xdp et S:XV(I-&?P)‘J%%"

Iam ftatuamus - 3 -

JXdp=P et f%%%:q,

ita vt fiat | o :

Y=pX~P et S=XV(1+4pp)~0Q,

ficque efficiendum erir, Vt ambae quantitates P et Q eya.

dant algebraicae. Ex binjs autem poftremis formuolis inte.

gralibus deducimus X — s ex altera vero X:ﬂ-‘%‘?}fﬁ, '

qui duo valores inter fe aequati pi‘.&ebﬁnEjJ g'P':'dQ 1/(; —i—'pp),

€X qua aequatione colligirur i |

Hinc ergo £ pro Q accipiatur fun@io quaecunque alge-

braica ipfius , omues iftae formulae euadent algebraicae,

Aéta Acad, Imp. S¢, Towm, p: F. 1 I ficque
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ficqué noftrum. problema ~ generaliter refoluetur fequenti

Solutio
, quacftionis propofitae.
¢, 10. Introdu@a noua variabili P, eius pro lubi-
tu fumatnr funétio guaecunque algebraica Q, indeque fla-
tmatar 'dQ =gd P, ita vt etlam g fit funcio algebraica
ipfips P ; tam hinc quaeratur quantitas

" d

— . Pt
et e e

I S
— y{dpE —dQr). " ¥(i—qq)?

‘&iones algebraicae ipfius P, ex his valoribus primo defi=:

pun&o curuse quacfitac Z erunt vei iam fupra indicaunis

: dqg D ,
ynde fiet dp=——1—, ¥bi quia g eft fundtio ipfus B,
| (1—g9)" } 3
_ . . rdpP .
fi fatuaturdg=+r d P, fiet d p — ——3, atque hiac pors.
(x~99) |
1o colligimus X'— E-:;q__@_, _quo valore _inue‘ntd xepes

rietur porro
— al1=-gg) __ — =39 _
—1i=0n) P et S=I5U-Q

~ § 1. Cum nunc omnes iftae formunlae fint fun- |

piatur angulus @, vt fit tang,w =%, €X €oque porro ane

gulus $—%2, atque hinc ternae coordinatae pro quouis
mus: .
‘ 1, AX=a=1V(X+Y);

2% XY=g=cofl OV (X* - Y*);
3% YZ=z=fin QV (X 4 Y');

al
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at vero longitudo curnae in. fuperficie - coni hoe modo de:

feriptae erit E
- —C QN ' e

| = S=EXV (1 4pp)—2Q.

Hae autem formulae eo laborant incommodo, vt curna

inde pata vehementer fiat complicata, etiamfi pro Q func-

tiones fatis fimplices ipfius P accipiantur, quim ob rem

n0n incongruum erit folutiones fim pliciores aliunde repetere.

‘Solatio
- fpecialis fimplicifiima.

§ 2. Quoniam res eg ef perdudta, vt formula
V{dX* - 4Y*) reddatur integrabilis, fine vllis ambagibus
ftatim. perfpicitur, hoc fieri flatvendo 4 Y == x4 X, vnde
fit Y= a X4 f3 tum enim erit 48 —4'X V{t4nn)>
ideogue S =XV (1 4nn) 4 g, Vbi pro » puiernm
quemcunque affumere licet. Ex his valoribus ergo quaera-
tur primo angulus w vt fit tang. © = —"—, eX quo porro
formetur alins angulus'd):‘-’?“’, quo inuento denique linea
turua quaefita his formulis determinabitur:

2 AXa= Y ((mnd 1) XX 2 nf X A ff);
2°, Y::j::coﬂ(DV((rw-i—I)'XX+2an+ff);
8% XYZz=z=fin.QV ((hn+ 1) XX+ 2nfX+ff).

.8 13. Quodfi fumaraus f=o, vt fit Y=#zX, tum
habebitur tang. o —;, ideoque ipfe angulus o conftans
conftans quoque erit alter angulus "(I)::."_'f-’, quem ergo pos
nere licet —a, et jam perinde eft, fine fra&io % fit ra-
tionalis mec ne; “vade ifta folutio ag omags plane conos

' Ia ac=
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accommodari potérit; tum autem clementa pro curuae

~ confiru&ione erunt:

©. AXza= YV (nn-+1);

2o XY= yp=XcohaV (nn--1); €t

3°. V7= XhinaV (nn-4-1)3 ‘
ac ﬁﬁnique longitudo curuae —XV(nn-+1)-+& vode
ob angulum YXZ==a cuidens eft, his formulis indicari,
omues recas ex vertice coniin eius fuperficie eductas, hoc ca-
fi eas effe, quas vt per fe perfpicuas iam remouimus. {Juan~

do anfem iittmaﬁcﬁ‘leﬁ—elléﬂﬁﬁ:iLJ]JJDﬂiam agquatio intee

X et Y eft pro linea reca, euidens eft, his cafibus. pro-
dituras efle eas linéas in fuperficie coni ductas,* quae fi
foperficies in plapum. explanarerur , futurae effent lineae
reCtae. | Vbi autem probe potandum eft, ittas lineas cono
obuolutas eatenus tantum Ppro algebraicis haberi pofle,
quatenus ratio 4:¢ eft rationalis. ‘

§ 14. Atque haec etiam eft ratio, cur helices
Archimedis in fuperficie cylindri ductae pro algebraicis ha-
beri nequeant, etiamfl, dum fuperficies in planum explica-
tur, euadant rectae, quemadmiodum etiam circulus bafin
conftituens etiam in rectam euoluitur , cum tamen in ipfa .
fuperficie fit circulus, ideoque nentiquam reGificabilis; pro

c

cylindro autem fit fraGtio 4 infinita, idepque algebraica
effe ceffat. ‘ . L '
~ Solutic
"\ particularis quaeftionis propofitae.
g 15. Com ‘reg go fir perdudta, vt pofito aY
—p dX hae duac formulac pdX et dX 7V (1 Jpp) red-

. dag~
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dantur integrabiles,
tisfieri, fi capiatur

LAY X_""_
p""«--z‘ T 2A?

dummodo enim nonp Lt 5 —

-+ I, formula pdX integra-
tionem admittit, Quoniam. autern hinc eri
Visy—AX  X—n |
' TPP"_ P 2 A
fhanifefto quogue altera - formula
tum igitur habebimus:

integrationem admiteit;

facile perfpicitur, his conditionibps fa«

Y= G Xk

~it = ’
""2(!1-{-;) “211(:':-117JX ' +f et
— A, N —fa t ' e YW—at1
S_g(n—f—x-j-X n—!—‘zﬂ;(:—n} X —-|-g.

Ex quibus ergo per formulas fupra

expofitas curna in fj-
perficie coni facile

defcribetur, fi modo frattio - fuerit

rationalis. _
Alia Solutio generalis
quaeftionis propofitae. -
§.

7 16. Pofiguam negotivm perdu@um eft ad has
formujas: L :
- Y:i'pX—~fXdp et |
— - _ X pd
S=XV(x ”*“PP)"’fmﬁ-)
ftathamus vt ante

; fXAdp=PF vt fat X — &5 qui valor
fubftitutus dabit ‘

TP
L AF . = d
S.“&“;V(:?.+PP}“f{f’fTib‘_T_%-5)7~ | 2

' 13 Nune
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Nunc sutem per reductiones confuetas teperitury-

pd?. __ Pp . Pdp

——— — ,_.-...———----: ¥y

(14-p0) VEFII 7y s

S5

ita vt ﬁ o
_ Pp . p Pdp -

_f_‘?L — II, exiftente I fun@ione.
(x +PP)

fam faciamus S

quacunque algebrama rpﬁus P tum enim erit
dJI(1+4p +PP)
——dp
ficque ex ifta functione II mnotefcct fun&io P, et iam
omnibus conditionibus plene eft fatisfactum.

Pt

§. i‘y Conflituta. igitur quaﬁti'ta't'e variabili p ac-
cipiatur. pro lubun eius funé’ho guaccunque algebrawa,
a1 (x +p o7,

ap

quae fit I, ex caque derivetur ﬁmé’tlo P=

. quae itidem -erit algebraica. Hac vero inuenta habeblmus'

X =4, Y2iP P oer

. “'ddP’ dp
o dP ;
S-EV(I+PP) v(,_,_w—dkﬂ |
ex quibus vt fupra colligatur 1° v = V(X* - ¥?), dein-
de vero angulus w, vt fit tangpw:fli,ex €0 vero porro

angolus =22, quo inuento ternae coordinatae pro cur-

o

va quaefita in fuperficie coni defcribenda erunt:
‘ . ' . Z @

|
J
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CCAR=yosVXe Yy,
2° XY‘—;!_CGFGBV(X* -+ Y,
3% YZ._z-—f'n Q)V’Xz‘—r«Y*

et denique Iungxtudo curuae 11;.f‘uyerﬁcr,c coni defcriptse
erit ng(dX’+a’Y* =38 1

Adhuc alia {olutio generalis,
ex doctrina angulornm pema

9, ac denoter ® ejys functionem algebraicam quamcungue,
ita tamen vt formula S©d0 obtineat valorem algebrai-
um; tum  ftatvatur 48— @ 4.4 4 d;a@’ vbi elementum

46 conftans fir aflumtum; hinc enim erjt S=/e4d¢ +

ideoque funio algebralca. _-Nune’ porro flatwatuz: -
AX=dSfiu0 et 4Y — dScc)fa* '

“fic enim fiet V(4 X* 4Y?)=dS. Hac ratione antem
commode v{u Vvenit, vt tam X quam Y algebraice cxprn-
mi queant; manifeftum- enim  eft fore

X"““’fn,ﬁ-(acofe et Y*dacofﬁ-i & fin. f, -

. 8. 19. Inuentis hoc modo quantitatibus X et Y,

exX iis quaeratur angulus Wy vt fit

—X 4@ fin 0O d0 cofip
tang. o = ? a@erm-i—@deﬂni’

Ad quam formulam euoluendam quaeratur angulus %, v¢

utwgﬂ~eg,ummm ©dé— dim%wuimwm

Yalore fubftituto fiet

_._jm g — mng"ncofﬂ — ﬁmgﬁ—fang H
tang. w — B = feng. ) fin. § — T o iang, v tang, §°

idege

. TS%@CBWN!RW%H:S ntrodncatur angulus :
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ideoque erit tang. o = tang. (¢ — 7} quamobrem  habebi-
mus ipfum angulum e=0—v. Hinc igitur ‘porro etit an-
gulus Q= & (0—7). Dummodo igitur £ fuerit fradtio ra.
rionalis, etiam angulus 0 ita innotefcet, ve eius finum
et cofinum cxbibere licear. At vero ifte angulus O in

figura defignat angulum YXZ.

§. 20. Deinde quonjam pofuimus rectam XZ=w,
fupra vidimus effe v=V(X* - Y*), quamobrem flet

I
il
!

V(@ + @ d ) ;. : I LA
Do e Quia autem pofueramus tang. 7 = e
erit d@:gﬁ , quo valore furrogato colligitur fore
o Q fin — ©

YV — gy — Jmm? .
atque hinc ob angulum
’ " — -c .
YXZ= :3(9—77),
ftatim innotefcunt coordinatae
—y — @ cfi T J—— 7
XY=—y=55" ¢ YZ—2==5"
Denique vero cum Gt AX—=x=% erit AX=w= 28
] ) b : b finey®

Sicque determinatac funt algebraice omnes tres coordina-
tae %, y et z, gquibus elementum curuae quaefitae Z,
definitur, longitudo autem iftius curnae in fuperficie coni.
defcriptae erit \ B

—_ C —_C cd &

—"?'S—‘Ff,@de”*‘b.,a‘e’

. @d8 . o € @

guae ergo ob 4© erit — (/@ d¢+ ﬁ—g.—).

= {ang.m?

', 21. Dummodo igitur formula f© d 9 integrale
algebraicum habeat, curpa in fuperficie coni/defcripta erit
cectificabilis , . cuius conftru@io in compendinm redacta ita

fe habibit:

Sumta
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. Sumta pro @ funétione quacunque aigebraica ipe
fius @, ita vt etiam formnla SO d4 . euadat | quantitag

algebraica, guaeratur, angulus o7y ¥t fit tang =220, que

flabilito fernae coordinatae; quibus fingula curnae quaefi-
tac pun@ta Z detérminaniuf, iti erunt exprefag ;
. ID. AX:x: a.: 4@ 0

. Az |
2° XYzj:®CQ£.(¢£(9_@’
. YZ=z =0 G (6~p) |

lovgitudo autem curuae hoc modo defcriptae erit

%(f@dﬁ-i—ﬁ——‘:_n .

Fic vero notaffe iuvabjt: effe X Z — g = gese €t angus
fum YXZ=Q=2(0—n). |

§. 22. Haec fgitur folutio propter concinnjtatem
fine dubio longe eft anteferénda, cum non folum infinjrag
curvas rectificabiles exhibeat, fed etiam facile ita adornari
queat, vt rectificatio curuae id fiperficie coni deferiptae
datam quadraturam, veluti circuli aliuspe curtiae cuiuscuns
que inuoluat; tum enim nil alind opus eft, nifi vt fore
mula integralis /®4 0 hanc ipfam quadraturam exprimat,
Ex quo perfpicnum eft, in fuperficic omnium conorum
retorum, in quibus ratio 4:¢ eft rationalis, perinde ac
in plazo, infinitas duci poffe lineas algebraicas, quarum
redificitio vel geemetrice afligniari poffit, vel a dary qua=
tanque quadratura pendeat, |

Aéta doad, Fnp. Sv. Tom, . p. 1, K DE




