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- PERTVRBATIONE MOTYVS

PLANETARVM ET COMETARVM,
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V@‘y .acceleratyix, qua corpus coelefte, cufts maffa =M,
aliud corpus, ad diftantiam — o remotum, ad fe attrahit
tali formula: 2o, exprimi folet; ‘quandoquidem = omnia
corpora coeleftia in ratione compofita ex dire@ta maffarum
et reciproca duplicata diftantiarum agere .obfervantur. -Vt
nunc hanc formulam ad' menfuras determinatas atque adeo
Valores  numericos Teuocemus, in fequentibiis perpetuo.mas=
fam Solis vnitate defignabimus, Deinde vero diftantia me-
dia Terrac a Sole pariter “vnitate definiatur. Hoe enim

modo formula ;% omnibus cafibus certo numero reprae~

{entabitur, , 7
Jd}a_ Aecad, I}sz;- Se. Tom, V. P. L P P § 2,
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'§, 2, Quod deinde ad menfuram temporis- attinet,
eam quogque ex motu Tefrae medio itd perpetuo exhibe-
bimus, vt omnia tempora pet angulos, quos Terra inte-
yea fecundum motum-medinm circa Solem defcribie, ex-
primamus. Ita ‘menfura voius diel .nobis .esit angulus
— 594 -8/; integti ‘autem "anni tropici menfuta erit 360"

6. 5. His menforis flabilitis, fi corpus quodpiam
coelefte quiefcens aliud corpus fecundum lineam reftam ad
fe attrahat, eiusque’ diftantia quodam tempore indefinito,
quod fit = ¢, “ponatur == v, eius motus hac aegunatione

differentio- differentiali determinabitui %F‘-a,_i’ —— 255 Vbi

elementums temporis 4§ conflans eft afflumtum.

§ 4. Quoniam hic de perturbationibus motus tam
planetarum quam cometarum potifimum erit fermo, vis
principalis, qua haec corpora follicitantur, erit ea , qua a
Sole attvahimmtury vnde fi «<alls corporis a Sole diffantia.
fuerit —— o, ifta vis erit == L. Reliquas autem vires
omnes, .quibus haec . corpora forte vrgentur, nomine viriun
perturbatricium denotabimus, quas plerumque fanquam val-
dé-paruas-refpedu vis ad Solern tendertis fpeciare licebit,
guandoguidem, i majores effent, nulla adhuc methodus et
#penta, tales :motus ad calculum renocandf. ‘

.4 5. Quia porro Ioca talium corporum ad quod-
nis tempus refpectu’ Solis definiri debent, ipfum Selem in
perpetua  quigte confiderari comuenit; gquamobrens fecun-
dumy: principia mechanica omues vires acceleratrices, quae
in Solem agmne, fecundom direGiones comtrarias in ip{um
corpus , cuius motus quacritur , tramsférri oportet, quibus

- ¥ : " . hoc’
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hoc corpus perinde follicitari erit cenfendum, atque 6. it ' .
lis viribus, quarum a&ioni immediate fubiicitur. .

- 8% 6. Com igitee centrum Selis tangram pundtinm.. ' ,
fixum in coelo fimus contemplaturi, quod fit in O, Per Iuh 1%
id: ternos axes fizos O'A, OB, O'C dudtos concipiamus, Fig .
qui inter fe fint normales. Iis igitur  tria plana prifici=~ :
palia determinzbuntur, feilicet A OB, A O, B-O:C; pa-

riter inter fe normaliaj, quorum. primums A.G B: planuny. %
nobis eclipticae reprefentet, quandoguidem omnia loca tam.

~ planctarum guam comelarum ad eclipticam referre folemus.

§ 7. Tam poflguam a certa: epocha elapfim fue-
rit tempus == 9, modo fupra atlignato exprimendnm,.repe~ .
riatur planeta fine cometa, cuius motus quaeritur, in loco.
quocinque Z3 Wincque primo ad” planom A OB demirta-
tur perpendiculum ZY; tum vero ex Y ad axem .O A
agatur normalis Y X, ita vt locus Z determinetur per ter-
nas coordinatas tribus axibus modn-ﬁabi!—itis‘p'aralle.l-éfs, quas
vocemus QX —=wx, XY=y, YZ—2. Practerea vero
quoque ducamus ad centrum Solis re@tam Z O quae. Vo-
cetuy o, dta vt {fit O — pa 2y +zx Quod' i
porro fpatiolem tempusculo 4§ percorfim breultatis gratia-
vocetur = d s, etit 48 =dat 4yt d ot S

§. 8. A quiboscungue nunc viribus. acceloratrici-
bus corpus in loco Z follicitetir, cum iis primo coniop- !
gantor fecundom - dire®iones: contrarias omnes vires ipfum *
Salemn follicitantes; tum- vero omues ifite vires ' refoluan-
fur - fecundum. ternas - illas dire&iones Z P, ZQ et ZR | |
ipfis axibus O A, QB; OC parallelas, easque” hoc mmodo "

- _ - Ppoa o deno-
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“denominemus: vim ZP=p, vim' ZQ=g, et vim ZRz=ry
quae ergo litterae, p; & + omnes exhibent vires perfur-
batrices noftrum corpus follicitantes , dum vis principalis

ad folem, directa fecundum Z O eft =gpe

. §. 9. ‘Tam quicanque fuerit corporis motus, Iis.
patiter. more folito {ecundum tc:mas dire@iones, Z P, ZQ:
et Z R refolvatar., Deinde vero etiam ipfa vis Solis- fe-
cundum easdem directiones refoluta dabit: .

vim fecundum . PZ = P

vim fecundum QZ =%,

yim fecundum R Z = z,
Hine fi triplex corporis hotus fécti_hdum_“praie'ce;pfﬁ? mes
chanica tracetur, inde tres fequentes acquationes differens
tiales fecundi gradus nafcentur: '

' dd e P '
I' 'd‘ez -—-"_’;J'i"{— Pc.

ex quibus aequationibus totus corporis :mQtu_,s_'_,de;bpt de-
terminari, ' o

Euolutio.
trigm aequationum inuentarum.

6. 10, }C'u:'n iftae aequationes fint differentiales
fecundi gradus, ante omvia in id eft incumbendumy vt X
iis per integrationem aequationes differentiales primi gradus
derivemus, in guo guidem negotio ad quantitates ps 7>

rivemus, {n gno QUIEER SRR T AT W reppid




3 3
' 1!1-,_ .
'

~E3 ) sor [ SR
mus, easdemque operationes inftitwemus, quafli hae quan-

. H.x-T.p; Oy —M.x; Loz =TI, x;
mobjs pracbebunt fequentes aequationes integrabiless
E‘x.ddjlﬂ—:j’ddx-:qx,._p}” )

conftans iftae tres combinationes :

dag
2, 284z 2=y — g 2,
:sn 2ddy —mxddsa '—'PZ&-#’xt

d§

titates: plane dbeflent. . Statim autem ob elementum 4§

xef”pi;i nequit, quibus igitur fignum integi*ationis praefige- -

§. 11, Quanguam autem hoc maodo tres nouas
na®i famops aequationes: tamen eae inter fe ita cohaerent,
vt binae quaeuis. tertiam in fe inuoluant. Si enim earum
prima ducatur in 2, fecunda vero in ¥, produda in ¥
nam fummam colle®a dabunt hanc aequationem: - :

e, Lo ee S
2pddr ot il —y(rx—p ),

guae per —y dinifa ipfam tertiam aequationem manifefto

reliquis iam contineatur; vnde etiam hae tres aequationes
duas tantum determinationes - fuppeditabunt. |

§. 12. JAnte autem quam has aequationes integre~
mus, plurimum intererit obferuare, formulas. ¥ —py,
ry—gqz, p—rx, certa momenta viriam p, ¢, r

exprimere, In prima enim eorum produdtum gx ex~

primit 'momentum vis g refpe@u axis .X‘ in _fenfum
A B; alterum -vero produ€um py momentum Vis p re=
fpe&u eciusdem  axis X, at in fenfum contrarium- B A,
Quare cam tertia vis 7 huic axi X fit parallela, ab ea
: ' - Ppg3 o aullum

producit;; ita vt, vti fami annotauimus, “quaelibet in binis |




m-‘;-'\r ) ) 30 - ( E;?{:«ca

i

nollum momentum repm.&a iftius axis m:tur, vade o~
meaium ab omuibus 1{%15 viribug, axis X refpeétn, in fep-
fum AB rendens erit g5 —pz. ‘Simili modo ab iisdem
viribus nafcetur momentum refpedn axis O A, in fenfum
BC=ry— gz Ac denique momentum ab iisdem vi-
ribus  ortum  refpedtn axis O B in fenfum € A erit
—px—rx ’

§. 13. Quomniam Imec momentta maxime funt po-
tatu digna , ea merentur in calenlum introduci. Defigne-

m Ubﬂgitui —ea—lHtteris—ma 1{%%&i%&—A%ﬂiiﬁHbﬁﬁ;
bus ipfis, ad quos referuntur funt defumra; idcoque pona-
mus: g %‘-—j)j”“c ry—gz=A, pz—rx—=B, vhi
canendum erit, ne iftae litterae pro conftantibus habean-
tur. _ Hinc igitor ternae aequationes mteglandae erunt:

7 xdd:y-—'yddx_..._c
* e det
a, 5dd_z—:~zd51__'y_:_._.A_’. s

iddx-—-xdda_.._
] T daﬂ =

yuac du&ae in 40 et integratae dabunt
1, 24y =242 —rC 490,

dg
2, 2822288 — A 49,

3 znd x -;-gx‘d % ...._.fB de

vbi. vero etiam prcbe tenendum- eft,. binaz harnm aequa-

tionum’ jam tertiam ‘inuoluere, At vero {equens combi-

natio: I x - I gy lIL 2z praebet
o=zf/Cdd 4 x/AdV+y/Bdb,

quac aequatio quidem pro identica cft habenda; interim

tamen egregiam. proprietatem, nobla cognofcendam pmeber,
prac-

hY

R

o
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‘praecipue fi cum ea combinetur, qua modo ante vidimus
efle Cz+A.ﬁc+B'y:-o, quae reuera eft identica,

§. x4, Antequam viterius progrediamur, confide-
remus cafim, quo vires perturbatrices euancfeunt, et for-
mulae .integrales in quantitates conftantes abeunt, quag
fint fecandim ordinem €, B, o, ex quibus. valoribus vl-
tima ‘aequatio nobis praebebit € z - 9 4 +By =o, quas
acquatio nobis flatim indicat, totam orbitam a corpore
Z defcriptam ita per ternas coordinatas &, g, %, definir,

vt perpetuo fit €24 Yy - B / = 0, quae gsequatio—ef}

~ pro fuperficié plana; ita vt fam' certi fimus, hoc cafts

corpus totum  foum motum in eodem plano fore Abfofy-
turum.  Vode fam incelligere licet, quomodo motus cog-
poris ob vires perturbatrices a plano diferepare quear,

615, Porro vero etizm formulc differentiales
per integratiodem inuentae, fcilicet -

xdy—~ydx, ydz—xdy, sdx—xdz,

peculiari attentione funt digna, cum referantur ad proiec~

tiones orbitae deferiptae in terma plana principalia fadias.
Si enimr orbita in planum A O B proiiciatur, pro qus x
et y erunt binae coordinatae, tum elementum areac -circa
punctum € deferiptae erit Z(xdy—y 4 &), in fenfurn AR,
Simili modo I (yd z—~%dy)} erit elementem proietionis
in, planum B O € faltae, idque in fenfym B C. Denique
s(®dx —xdz} erit elementum areae profedtionis in pla-
mm COA fadta, idque in Gofom €A, Vade patet,
quam egregie defcriptio harum aréarum a mormentis viri
um refpedtu- axium refpondentium peadeat.  Si Eminy Vie
o o res

S
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res p, ¢, 7 euanefcerent, haec arearum elementa’ tem-

_ pufcalo 46 forent proportionalia, vil ex primis’ clementis '
iam conftat. Quatenus igitur vires perturbatrices adfunt,
eatenps defcriptio arearum non amplins erit fempori pro-
portionalis. .

Tab. 1X. §. 16. Quo ifte pulcherrimus nexus inter . deferip-
Fig. 2. tiones arearum et momenta virium clarivs perfpiciatur,
fit AY B proietio orbitae a corporeZ defcriptae in pla-
num A O B fadta, in qua puné&um Y refpondet loco, cog-
poris Z; pro quo—eruntcoprdipatae O X=u, X ¥ =y
. Tam dufta re@a OY fedor A OY exhibebit aream in
hac profedtione defcriptam, quam ergo vocemus — S,
quae - quia conftat ex triangulo. O XY et area AXY,
vocemns AX =17, vt obtineatur ifta area AXY==fyds,
eritque S —=ixy -+ fy di; vade differentiando, ob
x-+2—0A, ideoque conftans, erit 4¢==—dx; hincs
gue colligitur elementum areae dS—=—ixdy-—liydx; va-

de patet fore xdy—ydx—2dS. | |

§. 17. Pro hac igitur proiectione habebimus

8dS — [ dd. ' ' ‘
bt C desotat momentum virinm follicitantium refpedtu
axis O C plano A O B perpendiculariter infiftentis, ideo~
gue formula integralis fCd$ fnmmam omnjum horam }
momentortam per tempus § colle@orum denotabit; at for-
‘mula _f!—; repracfentabit celeritatem, qua area S deferibi-.
surz vnde eins. differentiale per 49 dinifum dabit accele-

gationem, Qquae ergo erit 125 =1C. Sicque intelligitur,

Jaccelerationem motns, guo area § deferibitur, ipfi .mo-
| - - mento
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mento virlum € effe proportionalem.  Quamdin ergo
hoc momentnm C pofitivum tenet valorem, celeritas de-
fcuptmms continno crefcit: contra autem, quando MOMEn-
tum fit negativum, iterum decrefcic. Haec. etiam {ung
mzelhgcnda de binis rehquis proietionibus.

™,

- - Vlterior euolutio |
formularum integralivm modo inuentarum.

- § 18, Cum igitur dedu®i fimus ad iftas aequas
tiones : -

roEdyoalds o pe gy, -

do

2, 282=ndd — rA gy

3. zdmd—ox_dz _IBJ(}

exitente C=gux—py, A=ry—gz, B=pz—rux,
jideoque Cz -4 Ax—-By = o, vidimus praeterea femper
fore

| z[CdB+fod9+nyd9——o,
qua aequatione vtique certa relatio inter coordinatas X,
Y, 2, et elementum temporis 4'¢ inucluitur; eius vero
differendale, ob Cz—+ A x 4-By—o0, nobis hanc no-
vam . xelarmnem fuppeditat:

- d3fCdb+dxfA 20 4+dyBfdo=o,
quae patiter omni attentione eft digna,

_ §. 19. Quoniam tres aequationes inuentze ad ter-

nos noftros axes principales, fine potivs ad terna plana
principalia referuntur, .fequenti modo ex iis formarl po-
terit noua aequatio, i qua ad diftin&ionem horum pla-

Ati Acad. Imp, Se. Tom. V. P. L Qq norum
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norutz plane non refpicitur; ita fcilicet vt ternae coordi-
patae x, ¥, 8 penitus ex calculo elidantur, earumque 1o-
- co {ola diftantia O Z = o cum elementd curnae defcriptae,
quod vocauimus
ds=V({d4dy +de),

“in calenlo telinguatur, Obtinebitur hoe, fi quadtata tri-
um aequatiopum ipuicem addantur, quod quo faciliis
fieri porerit, ponamus brenitatis gratia "

_ fAdH=P, [Bdl =Q,/Cdt=R,
ef aequatio refultans erit | ‘
(5 dy —ydx) A= {gde—gdyf - (2dx — xd2)
—d (P QR
' §. zo. Quodfi nunc ifla aequatio guoluatur, ob
KXy - 2250V fit
XX -y =00 — 22
rx-l-zz—wv—3yy et
Sy R AU — KX
et hine peruepietur ad iftam ac'quatioinem:
wm-(d.a:’-{ady’—;.—ziw)*-(xdx Ay dy-t-rdaf
—d 9 (P - Q4 R*), - '

vbi com fit . : -

Ayt dedy*Fdrt=ds et xdx4ydytedz—=vdv,
agquatio inuenta hanc induet formam: ' : ﬁ
pwds—vodet =46 (P - Q- Re)

Tab. 1X. §. 21. Quo indolem .huius asquationis penitius
Fig 3. perfpiciamus, confideremus elementum a corpore tempus:
culo 40 deferiptum, gquod fit Z2 = ds; vnds dudis ad
folem rectis 270 et 20 erit OZz o et Oz:v—i‘;‘ﬂ-

| SR S Hinc
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Hinc. centro O duco arculo Zwo, vt fit vz —d o, erit
vtique Z o* — ds* — 4 v*, hincque aequatio inuenta erit
V020 = 49 (P Q- RY). -
Vocemus nunc angulum elementarem Z0z = 4O, ita
vt 4 denotet angulum a corpore Z tempufenlo 4 ¢ cir-
ca folem deferiptum, quod eft elementum in Afironomia
maximi momenti, eritque Z v ==.w 40, vnde nofira ae~
quatio erit : N | - ‘
v dQ =40 P+ Q R,
at extra®a radice L

v dQ=d0V (P4 QR

§. 22, Euidens autem eft, hanc formnlam vodd
exprimere duplam aream fecoris elementaris Z0 2, quae
ergo 1i ponatur — 4§, habebitur elementum areae, quod
corpus motu vero circa folem tempufculo 40 defcribit,
ita vt fit 2d S=d ¢V (P* - Q* 4 R2); quac aequatio fi
comparetur cum defcriptione arearqm in proie&tionibus
fupra explicata, facile intelligitur, fi momentum virium
follicitantium refpectu axis ad planom Z0 2z perpendicu-
laris ponatar == M, efle debere 2dS=7Md49; vnde tu-
to concisdimus fore

SMA8=V (P4 Q- RY),

cuius rel veritas infra clarius Qﬁendctur‘, Acquatio ergo -

hinc eruta erit

vodP=2d¥iMdé,

§ 23, Ad loc avtem wtile erit, relationem in-

ter momenta virium A, B, C, ipfasque vires, accuratius
- Qq 2 | exa-
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¢xaminare; et quoniam, fi momenta vt cogpita {pectare

velimus, ex tribus -aequationibus ‘ )
A—ry—gqz B=pz—rx et C=g¢x—DJ¥,

ipfas vires p, g, r definire non licet, in {ubfidinm voce~

mus nouam quandam aequationem, quas it

| px-\—qy-l—rz:krv,

ita vt koo 2ER4YETE exprimat vim ex viribus p, ¢, 7, fe-

cundum dire@ionem Oz refultantem; vnde cum - ex priori

faperiorum —aequationum fit poo 222, ex. tertia Vero

g =t2=%, hi valores in noua aequatione fubftituti pracbent
__khvx—4-Ba—C o ,
p-—' RN Y ﬁue
o RV X A=B B = C %
b= v ?

Hincque porro colligetur:

e hvy4Cxn— L% __hkvnz g Ay-=-B2
. qg— ETE et ¥ = —%5

§. =24, His valoribus inuentis contemplemur etiam

vim relultantem pro ipfa directione motus, quae vocari
folet vis tangentialis. Sit igitur ed — ¢, eritque

2= ii.’.‘-i'_ﬂa‘is}.:*'_l'._if ,
vbi valores. mode ianuenti, § fubfituantur, praebent

voitds—kv{xdx —J;-ydj:—J,—zdz)
| 4 A (ydz—zdy)+B (zdx —xdz)-t C (xdy—ydx).
Cum nunc fit - : '

xdx-+ydy A-zdz=vdV;
tum vero _
ydz—zdy:deA db, zdx— xdz=dd fBdl et

xdy—ydz=d8/C e his

Ve
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his fubftitutis erit
vfutd.r-“-]c‘vfudfv-}-AdﬁfAJ@—;—BJG}'BJB—}—CJUCJG;

ideogque
tds—kduv AdéfAﬁs-a-BdUBdﬂ——{—-Cdedei

v

. §. 25. Cum igitur fopre pofuerimus fAdG =P,
SBdb=Q, fCdé=R, his valoribus introductis lmbc~
- bimus .

i d‘f ._.....k J‘U + PdP'-i-Q,;lT?—!-RdR

! ita vt hinc fit

7—P7P?ﬁ7QWdR”wwsz—kvwdv

wvnde integrando colligitur
PP-&—QQ—;—RR-—”zﬁw(td:——kd‘v)

Quae‘ergo fupra de hac forinula PP+QQ+RR anuo-=

tanimus , -vbi littera M defignanjt momentum ¥Virivm re-
fpe&u axis ad orbitam normalis, nunc eo redeunt, vt fit

(fMdoy zszvv(z‘d.f—ka’v)
vnde differentiando difcimus effe
MAdV/Mdd=wv(tds~kdv),
. vnde patet, quomodo iftud momentum M tam a vi tan-
gentiali 2, quam a vi centraliy fine ad O dire®a, quae. erat
==k, pendeat.

- Inuefligatio
aliarum aequatiopum integralium.

§. 26, Cum motus corporis guaefitus determine-
tur mbus aequauombus, integralia autem, ‘quae hactenus

Q q 3 inug-
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inuenimus , deas tantum determinationes compledtantur ,
omninp neceffe eft, vt infuper vna aequatio integralis ex
ternis acquationibus “initialibns eruatur. Talem aptem no-
bis fuppeditabit ifta combinatio: '

Ledx-+ 1L 2dy+ 1L 2 dz,
_ fic enim prodibit

cdoddag-zdyddy—d-zdzdder — ___'aacdx--_-wdy_—-zzdz}
- FIT ‘ - S T

...;._gpdx_{—zgdj—}—zrdz,

vbi cum fit

dx* 4-dydz=ds et
xdx-t-ydy+zdz=vdv,
per integrationem impetrabimus. hanc acquationem
e f(pdagdytrds)
vbi fignum fummationis iam conflantem per integrationem
ingreflam inuoluit. :

§. 247. Modo ante autem vidimus, fi vis tangen=
tialis, fecundum direGionem motus Z z follicitans, vocetut
—1, fore 1ds —pdx-A-gqdy-+rdz Ex hac igiur vi
tangentiali habebimus? :

e =L 2 rds; |
_¥bi gy exprimit quadratum  celeritatis , qua corpus Z hoe
tempore imouetur, Hinc autem loco ipfius elementi 4.8
introducamus potius angulum elementarem d Q, per quem
carpus interea circa Solem. progreditur, e, quemadmodum
jam fopra vidimus, erit 40 =d v+ vV d % quo valore
fubftituto nofira aequatio fiet: o

dvt =12 dQ? - 2 .
s ____,D-—}—zftd.r..

Haec
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Hacec itaque eft tertia aequatio integralis, quae cum prae-
cedentibug conivucla vniverfam problematis folutionem con-
tineri eft cenfenda,

6. 28. Quod fi hane aéquationem cum ea, quam
in articulo praecedente vitimo loco inuenimus, qua erat
vodQ=d0/Mde exiftente

SMAb=Vefov(tds—kdv),
toniungamus, duas habebimus aequationes intér ternas va-
riabiles @, ¢ et @ vode per quamlibet binas reliquas de-
finjre licebit. Si enim breuitatis gratia pounamus
vodP=S4d0 et
dw*—i—'v@d@?::?—dﬁ—{—'rdéﬁ,
ita. vt fit
S=/Mdi et T=12/1ds;
ex priore habebimus d Q=32 qui valor in altera fub-
i flitatus dat "
dot =252 =248 4 T g,
vnde deducitur

— wd o s
4 — Y(zv4+Tvv—5§)° hm;que
Efd)_ Sdt )

Ty (2D THw-88)"° ,

§ 29, Poffumus autem: infuper aliam aequatioe
nem integralem elicere, ope combinationis I x4y 11 2,
quippe quae dat |

4 ad n— .
xddx-—l—wjez'v-i-z _%__«-—-.%.——[—ava-}-‘ gy —-rz
' =—a-ta.

Huic
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Huje addamus aequationem modo inuentam, (vide § 26.)
quac erat ' :
dxrpdyibd st —— 2 g f(D Jx-+qdy 4 rdz)

a8
| =2 Sids
ac manifeflum eft prodituram efle hanc aequationem

dlxde4-ydy 4==8d2) dwdw -1 ,
46 o a e .___;D“'"{""K.,‘U—--}—-ﬁftd_f,

quae aequatio tantum coatinet variabiles ¢ et 0, et denuo
integrabilis redditur multiplicande per 2 v dw: integrale

epnim_erits

mv;llnrpl:zw'__}__gfklvq)d'v++f’Ud‘Ufﬂd.f,

hincque elicitur
d6— — v ‘
,-"-'V(;w_;-zjkfv_mdfu—l-;jwdvvjtdn ?

quae ergo formula cum fuperiore §. 28. inuenta congruere

debet. Comparatione autem facta erit | \

: Tov—8S—2fhvvdv-f4/vdvfids;

vbi §i differentietur et loco T et 4T valor ante affumtus

fcribatur., prodibit | g
ﬁlgvrvdv::zwvtd.f—d.ss.

Vidimus autem efie |
SS—=(/Mdi)y= zfvw(sdse,kdrv)

ideoque _
458 j:zz:vru;ds——zkrvtva?:v,

quo fubflituto aequatio manifeflo prodic identica.

~Enue-
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« - lnueftigatio
lmeae nod«omm et 111c11nat10n1s orbxtae
- ad echpucam |

§, 30, Lim initio obfcruammus, fi vires p, g, ¥
cuanefterent, tum totam corporis orbiram firami fore fa
codem. p]ano Ob a&iomem auten harom .Virium fieri
poterit,' vt orbita non ‘amplius reperiatur in- eedem plano,
cuius variatio commodiffime repraefentari folet tam. per li-
neae nodorum quam inclinationis orbitae ad eclipticam po~
fitionem. Si-enim haec duo elementa ad quoduis tempus

*aﬂ’rgnanﬁ]mt—fpel e@am notmam habemus iuper con-

tinua orbltac vauauonc

§. 31, Cum igitur Planeta vel’ Cometa nunc in
Z reperiatur, et temporis elementd 49 percurrat- elemen-
tum. firae orbitae Z %, concipiatur. planunmy, quod per puncta
Z, z et O tranfeat, quandoquidem = corpus .interea in hoc
- plano  mouebienr, . Sit igitur re@a O N interfectio iftius
plani cum plano ecllpncae A OB, quae re@®a vocari folet
linea nodorum, pro cuivs praefenti pofitione vocemus an-
gulum A O N == ¢ practerea vero- vocetur inclinatio hu-
jus plani ad eclipticam =g, et fatuaturangulus NOZ=1,
qui vulgo vocari folet argumentumr latitudinis; angulus
vero elementaris Z O 2 maneat vt haGenus pofuimus =4 Q,
ita vt, fi linea nodornm O N quiesceret, vtique foret
AP = d . - Quatents autem haec linea ipfa mouetur?
hage’ aequahﬁas not amplms locum habet.

-§;,- 32, Ducatur nune ex pun@o Y ad-lineam no-
dorum. O N perpendicolom Y P, jun&aque re@ta PZ an-
Aiéta: Acad, Inp. Se¢. Tom. V. P. I R r _gulug

Tab- ﬁIKI

Fig. 4.
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gulus ZPY ipfi inclinationi d'rbiﬁez;e eft acqualis, ideoque
— . Cum iam in’ triangulo D O Z habeatur latus O Z=w
cum angulo N O Z ==, erunt rgctae
. PZ=wfin et OP = o cof.
Dein vero ex triangulo ZP Y nanciscimur
ZY —wfin, g fin. \y et PY = o col. w fim \p,

Porto ¢x P tam ad O A quam XY agantur normalcs
P Q ct PR, atque ex triangnlo OPQ, vbi OPzwcoli

et angulus POQ = ¢ erit

PQ=—ocof Y fin.{ et OQ=wcofl Y cofl &
Denique in triangulo PYR datur latas PY = o fin.J cofly
cum angulo PYR = g, vnde concluditur

P R — o fin. \V.cof. 77 fin. & et

YR =—w fin. Y cof. g col. Z.

Ex his igitur elementis derivamus bidas ‘reliquas coordi-

natgs X et Y: crit enim O S
OX—x=0Q=PR=wcof.ycol-§

| — o fin, b cof. g fin. &5

'X,Y:y:PQ—kYR::vc.of.xpﬁn.é'

. i w fin. P cof. m cofs §5 .

modo autem vidimus effe
Y Z =g =% fin Y fin, 4.

§. 54, Cum pundum orbitag proximum 2z tam
in ptaefenti plano MO Z quam in fequente reperiatur,
vbi anguli & et v incrementa ceperunt 44 et 4 M, duplici
modo a Z ad & pertlenirl poterit. Priore feilicet modo

eo perpenitur , dum linea nodorum curm inclinatione' tan-
’ quam
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quam  invariabilis accipitur, angulus autem N O Z ==+ in-
crementum  capere’, flatyitur angulum ZO 2z —=d\y. Al-
" tero vero modo ad idem pun&um 2 peruenietur, dum
tam lineae nodornm quam’ inclinationi fiiae variatio tri-
buitur, ac -praeterea angilus -\ differentiali fuo naturali

‘angetur. Quod fi igitur formulas pro. x,¥, % inuentas hoc-

duplici medo differentiemus, €X vtroque eosderh valores
pro dx, dy et dz-refultare necefle eft.

.6 34. Non folum .autem ifta conuenientia ipfas
coordinatas- fpectat,. fed: etiam quascunque formulas ex, iis

compofitas; quo notato, vt rem ad noftras formuilas inte=
grales primo inuentas accommodemus, confideremus has
duas formulas: 2 et 2, quarum formularum valores erunt

K3 oot P 2 cot.ﬂﬁn-g; ,

R : .
i — cot. \p fin. § : -
L = LBMS - cot. y cof, Z.

Has iam formulas primo priori modo differentiemus, fta-
tuendo angulos £ et 3 confantes, ac ponendo 4y =4,
repericturque :

w o d0efe  ap g Y — G
d. = Jin g jimoR et df % T Jfm.yfmat”

~ §. 33. Baedem autem formulae more folito diffe-~
rentiatag, famendis omnibus quantitatibus variabilibus, prae-
bent has aequationes: _ _ :
— — _dbed _dlmlotd . g cof. [ cot. g

- x 59
- d B T Jin fincR finm
_dnedyoaipefi anfing.,
o Jin.m® Y

, . ayng deuwf.ooty X
d. Lo — At - e d4fin. ¢ oty
. __ dxeolmeot Wi g dneef-g e

T jin, 2 . Jin, P *

Ry 2 T HiEs
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His igitur binis valoribus - inter {e .aequatis nancifcemur
has duas 'aequati-on'ES'd’iﬁ'erént'ial'cs: R ' :

g Y —d ) o — & & fin.€ colrp -—d é'COi'Z,' ot ‘.-.

im0 fineE " Cgmen . L
. d y cof.m oot W cof.d o 821 Jimn.g
Ry g T SR
1 Ay —apimd . ddeffory | 27 fin.Z ¢ "
1, Gy—g ot = . dLGhERY — 2 fin. & cot. 7
__dmneofn cot.\bﬁ'n,f__dncoj.g .
T mer o i

. 4§, 36, Nunc %t elementa d‘-(])';-e't_ 4l -elimine-

1ius,, vtamur hac combiniticne: I fin, ¢~ 1L, cof.<; quas
perducet-ad hasc aequationem: - oo T

—_deh Wy oy dm T
Q - . Jjn?:-,f] +-_ﬁn-'ff' :

quae red;li&él dat e
d = d{cot. Wy oy

Sicque jam inpotefcit infignis relatio inter variationeny .
lineae nodorum ef inclinationis ad eclipticam; ita vt co=
gnita alterntra -altera inde femper tuto concludi pofiit.
Hinc intelligitur, quando fuerit . _.ar.gumentum lqt‘itu’dinis
\y—o, tum lineam nodortim nullam incrementum capere
~pofle, quia alioguin fieret 4% infinitum.  Deinde™ vero,
ties faerit .= 90°, inclinatio nullam mutationem acci-
pere poterit, : ’

.. §. g7. Praeterea vero hinc etiam veram relatio-
aem inter elementa 4§ et d \» affignare. poflemus, ad-=
guohibentes - hanc combipationem : 1 cof. & = 1L fin, 4.
Hinc enim obtinebimus ' ’

dp—dQ 4 o Bmoghwmootl
fing = 4G coh =

hinc-
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hincque

d\y — dq)—'wdzco{'wﬁn\_p ,._dncB!’vacaWﬁn\Lr

Sy,

vbi, fi loco 4y valor ante inuentus 1ubﬁ1t.uatur, procht

Ay —dp—=—dgcoly, ideoque
AP —=d Y444 col o

§. 38. Cum igitur per priorem operationem in=

venerimus
e dQoofd H
4 = " st O
zﬁdicﬁ__—xd% S— d m nnr ?
Ba e

At ex formulis initio integratis eft
zdx—zxdz=df/Bdé= QAo

quo valore fubftituto erit
Qdo — __ dQefd

. =7 T iy i, 2 ?
quare cum fit 3= fin. % fin. \p, habebimus
Qdo=—w»vdPcof g fin. n.
" Deinde vero pofmmus vodP=—di M40, eziftente
/Mdbé—=7V(P Q—!—R’),
vel etiam
/M dt=Ve frutv(zd;—-kdfv)
quo valore fubftituto erit
Q_—-— cof. Zﬁn,gqudﬁ

ideoque -
- —_0 9
coft £ fin M =~ iy =y F @ E R

Rr 3 6.

39.
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§. 39. -Simili modo cuni fuerit

gy e AP find o
d.L = g it
zdy—rzdz._n_-dQDfin.(

z B, N ¢ N O T

Per formulas autem integrales priores erat
2dy—ydz—=—difAdé=Pd},

i PAdf — dOfin,C . . ;
_vnde fit 220 = St hineque ob

z = v fin, 7 fin.\p erit
Pdd—=wov d®fin ¢ fin. 7, .

£x qua aequatione ¢ b v dP =46 Md8 concluditur,
fin. S i M= = s v e s "

Haec igitur aequatio per priorem diuifa dabit
tang. J — — &, hincque porro
in £ — ——Ff __ o L —
fin, § = JFFFCO et cof. § — JEF+QQ)?

ex quo deducitur
fin.g=—7V

_PPA4-QQ
PP a-QQ -+ RR"

§. 40. Quoniam omnes perturbationes tanquam
infinite " paruae {pe@antur, defcriptionem areae in ipfa
orbita tempori proportiopalem affumere licebit, ita vt fit

/Md#¥ quantitas conftans, quae fi igitor ponatur =€
acquationes modo inuentae ifa referri poflunt: -
_ 0 fBAf o
cof.§ fin. gy = — g= —"g— €
— g P fadE
ﬁn..Zj.ﬁn.qy___—*-@ e,

_ex guibus acquationibus differentiaﬁdo colligitur:. __
—ddfn Z{.’ﬁn.y‘]—k dgcof.y coﬁﬁ':-—-’%—“:— Qiz—'—'é’—‘lf%
+d5c0£éﬁn,"¢+d11c0£ yfin, = A2 o irag B,

! Vndﬁ
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.vnde ehmmando dw fiet .
d 4 fin. g = 2= rdeUm f—!-(ry qz)decofg'

At vero eliminando dz erit :
dﬁcoﬂww——- (p 2w r X 40 cof, g—-k(;'b'wq")défmf

\ §. 41. Ante autem inuenimus inter dé et & "
hanc raticnem: 4w=:dcot.\ fin.m, . quac zelatm hic
introdu@a praebet hanc aequationem :

~(ps—rx) cof:Z-%«(rj-——qz)ﬁu.Z::
(pz—rx)fin.gcol.ycot, - (ry—gz)cof. cofig cot s,

| quae euolnta-hanc induit. formam: |
{—p (zcof. & fin. Y + 2 fin. £ cof. m cofi )]
‘{——g (zfin ¢ fin, Yo ~ = cof. § cof. v cof, xp);
1y z cof & fin. Y 4 & fin. § cofl mcofi Wy |
L gyﬁn 4 fin. P — y cof. gcoi v cof. \.pgj

fine concinnius

s+ (=12 )(fn. 4 in. = cof. £ cof. 1 cof. Y=o,
: _(Pz—-_rx)(coﬁgﬁn.\p—}—ﬁn.é'COf-’nCOf-\P) -7

Haec antem relatio eatenus tantum valet, quatents de-

feriptio axearum, fen foxmula vod- tempori eft pro-
'pomonahs. -

bl

§. 42, Ha&enus planum principale AQO B in pla-
no eclipticae affumfimus; pro ieftituto antem noftro ma-
gis conueniet, hoc planum ita conftituere, vt orbita pla=
netae feu cometac ab eo PBIPG[UO quain mlmme tamum
difcrepet.  Teneat igitur hoc planum fitum ‘quendam me-

dinm inter omnes variationes; quas orbita quaefita fubiré
poteft,
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.poteft. Hoc igitur notato, quoniam vatiationes  afliimi:
poffunt quam mitiimae, inclinatio orbitae ad hoc planum
quafi infinite parua fpeatdi poterit, ita vt angulus 3 pro
euanefcente haberi pofit, vnde erit |
fin, gj == et coll 5y = 3 :
vhde valor ipfins z prodibit — v yfin. s, qui perpetuo
erit quam -minmous; tum vero erit © - :
x — @ cof. (P -~ §) et y— o fin. (W - g).

'§. 45. Hic primo obfervamriis, i vis perturbans
r abefler, tum corpus perpetuo in codem plano AOB
promoueri, . debere, ita Vi aberratio .ab ifto plane a {ola
vi ¢ proficifci fit cenfenda., Quoniam igitur quantitatem
5 vt enanefcentem fpectare licet, erit

A—rye B=—ra,
vnde aequationes fupra innentae ernnt

cof. 4 fin. 77 = 9 cof. & — -+ L2220 et
, fin, £ fin.yp = fin. § _—_—J[_"__ﬂi__g;” . _,
. —fryd8 ; i 8 &
ynde fit tang.%__frx“, fiquidem ponimus fMdGl___ &,

§. 44. Quia autem orbita qllaefi"'ta" in ip.{'uﬁl pla-
gqum A OB incidit, formula wv dQ exhibet elementum
areac in ipfo- plano A OB defcriptae, few aequabitur ipfl

xdy'—'—;ydx’:-:d'&f(\ld;ﬂ, .
ficque iam erit | o

| _‘vrvdd)-::dB/Cd@':.":de‘f'dﬁ(qx-'-py),
vnde integrale fd 0 (g x —py] pro quantitate & conftante

haberi poterit, fi fuerit gx —pJ quantitas quam minima;
o o ' id
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id quod femper fupponere licet, idque eo magxs, Gt
do pro:nmc fuerlt g.x —-py =0, .

§ 45, Num, igitur dlﬁ’erentxando peruemmus ad
has formulas: ' _

dﬂcofé'—-ndijfn.g‘“’r‘”“ et

4 fin. g—}-nx’é&of‘{“"”“g .
vode fit
rdflxeed 4 yfns’)
d77 e e or
a7 dl —
) ‘J?dz: pELIC '*afé @ fin.¢)

Cum igitur fit
¥ —w cof. (é'q—kp) etj:::vﬁn.(é’-{-\p),

prodibit

d?] — v 0 d ﬂ_cq[.}[; Gt"/jd:_" ro dé.ﬁn.\lf, o
quorum valorum 1113 per hunc dipifus dat 2 ‘if = tang.\p,

ideoque dgp— 1372-'5»" quae eft eadem relatio, quamn fupra

inter d{ et dy invenimus. Ex his igitur formulis inno~
tefcit, quantas variationes quouis temporis momhento fam
pofitio lineae - nodorum quam irnclinatio patiatur, quae a
{ola vi r oriuntnr, guae vis cum femper facile aflignari
queat, determinatio horum eclementopum nulla prorfis la-
boratr difficoltate, fcque totum negotimm reduciiur ad re-
folutionesn biparum aegnationum inter gquantitates 0, Q@
‘et o ialo fupra inuentzrum. Motos ergo quaefitus a folis
viribus p et g pendebit et pe;mde £¢it gomparatys, ac fi

ficret in ipfo plane A OB.

Ada dsad. Tmp. 5, Tom. V. P. L 85  Alia
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mobilitatem. orbitae determinandi.

§. 46. Supra iam innuimus, gequationem.
2fA d0 gy [ B2 fCd b—o,
~ad quam primae aequationes NOS perduxerunt , fpe@ari
poffe tanquam agquationem localem pro fuperficie, in qua
motus peragitur, Pofuimus autem brenitatis gratia
fAGO=P, [BdO=0Q, fGdo =R,
ita vtkﬁt Px—+Qy—+ Rz=o, quae aequatio, fi quan-
titates, P, Q et R, eflent. conftantes , certum. quoddam,
planum definiret. . ~Quare. cum iftae litrerae per aliquod
temporis {patinum nullam fenfibilem mutationem patiantur,
f eac vt conftantes fpedentur, ex hac aequatione definiri-
poterit planum; in quo planeta fiue cometa- hoc: faltem
tempore; monebitur;;

Tab1X. ~  § 47. Referat igitar, vt initio, planum AOB
Fig 5. clipticam, firque re®ta ON interfectio plani quaefiti cum’
ecliptica, pro qua ponamus angilum AON=¢ Cum
igitur per” toram hanc redtam ON fit z = o, pofitio ha-
ins lineae bac acquatione: P x -+ Qy o0 exprimetur, vn-
de fit 2=—g. Exprimit avtem, fradio < tangeotem
anguli &, vnde ftatim colligimus effe tang. 4 = — &, Prors

fus vt ante per multas ambages inuenimus.

§. 48. Nunc pro inclinatione huius plani ad e~
clipticam inuenienda, quam ante vocauimus =%, {tatuamus
in noftra aequatione x =0, ¥Vt fit Qs+ Rz=o, X

pe - qua,




qua, fi in axe O B capiatur O P — , definistur longitudo

perpcndlculsns P Q -adyplannm -inglinatum. pertmgens, e~

it feilicet P Q —z = — .%‘l. . Iam ex- P .ad -lineam nodo-

rum- O N/ ducatur normalis PR, qungatmque 1é&a QR,
Nt aqgulus PR Q exhibeat, mmlmatmnezr .planorum —

qua 1g1tur angulus P ON 90 --Z, in t11angulo POR

 erit PR ==y cof. Z, viide ob P Q p— —‘-”RD’ 5 ermtur"’ .
o |
6. 49. Cum igitur muenemmus tamg g’ ~ L. e
_— ____ — .. N Q |
it fin, { = FEFaom ot cof §= v(w—e-o_o,;? ﬁcque et
<. tang. = — V(PP;—QQ)-

"Hincque “poiro deduc;tur. o L

fin ey e VPP = 0.Q) -

ﬁn.7] (PP+Q.Q+ RR) ¥ o .
qui. valor prorfus cum fuperiori conuemt vbi notaflfe iu-
Vablt fore .

_ R ' ST DUV
cof n= (PP+QQ_+oR RJ :

Y

:Nunc autem, vt ante fecimus, in -locum plam echpucae
A OB conflitmtamus ipfum planum in quo . corpus .certo

quodam tempore, quod nobis.certam epocham deﬁgnet,
mouebatur. Valores autem noftrarum formularum inte-
gralium ponamus fuife

P—/Ad0=%, Q=/Bdf=1%, R-de@-—@,

vnde quia pro hac epocha erat A x - By €z —o,

vbique- autem effe debet z = o: euidens eft, Tiralmes o
et B euanelcere debere, vt ﬁat €z=o, '

, § s50. Iam poﬁquam ab hac epocha elapfum
fuerit tempus ¥, valores- quantitatim -P,-Q, .R: fequenti
- Ss 2 © modo
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modo fe habebunt: .- SR
R=C1-fCAdI=€C4[di(g P
At vero quia’declinatio orbitae piacfentis a plano A OB
et quam minima, i@ Ve fumi _pofiit 2 == Q'a"‘PfQ“ hoe
tempore erit o e C e

P—frydb,
O ==—/¢ rdb et

1

L s e g e L -
TR Efdl[gFp), N
quae - integralia fta capi oportery ¥ in .ipfa epocha, wbi
0 — o, euanefcant.  Vnde patet; quia. ipfae vires perturs
bantes p, g, r funt guafi infinite’ parvag, fingulas has. for-
mulas integrales guantitates quam minimas eXprimere.

§" g1, Referat nonc re®a ON pro tempore 0 ab
epocha clapfo lincarm sodorum, gua planum, in ‘quo cor=
pus HUEC MOouetur pﬁmu‘rﬁ“%‘fﬁxumA‘-'O B interfecat; at-
que pofitc anguls’ AD N = ¢ et mutta nclindtione = ¥,
quam © ve ‘infisite paruatn fpeciare licebit, formulae ante
inuentae pro hoc cafit dabiat S :
| Ctang = irtt e 0

, 10T . oo FAERt
g == WERARERSE L
¢5i, gquia quaeftio eft de valore quam Midimo taug. 77,
fu _dendpinators  pats integealis prag conftante € renct
potelt, ita vt fit T B
N At a'e>=‘€+' e a8

I TR
e v

tang, o ==
dnde: autem, fit g

C G gy AR U S A

oo

ynde
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ynde erit fin, { — — é_’%% , ita vt fit

fin. & tang.w = v fin. { = — hi”y

¢x quibus ergo formulis ad quoduis tempus tam pnf'tlo-

lineae nodorum, few aogulus 4, quam mclmatm mﬁmm pat=
ua dctermman poferit,

§. s2. Com igitur mobilitas orbitae his duobus
elementis contineatur, hinc manifeftum eft, rotam orbitae
mobilitatems a fola vi perturbante #, cuivs dleé‘h') in pla~
num A OB eft perpendicularis, pendere,-id quod etiam

—ex ipla rei mawra intelligior. Si enim {olac duae vires
p et ¢ adefient, quaram direio in ipfum planum AQOB

dncidit, corpus perpetuo in eodem plano moueri pergeret.
Eatenus 1g1tur ‘tantum ab hoc plano declipabirur, quatenus
adeft vis # in hoc planum normaliter ‘agens , cuius ergo
a&io tota in hoc effetu confumetur; quemadmodum bi-
nae reliquae vires p et g perinde- motum corporis afficient,
ac fi toms motus in plano A OB abfolaeretur.

§. s53. Quo autem. pateat, quammnam legem muta-
tiones momentaneae angulorum ¢ et R few\.nt, cuom for-
mula poftremo inuenta

Cogfed==tgge
combinemys ‘eandem per tasg. & divifam, quag erit.

ool § =—11322,

hincqﬁe differentiando nancisc‘emvr
“dyfin.g 4+-nd col. «{-"" L1
dyeof.d ~nd g fin, = s

w $ 3 | Tnde

¥

E
1
L




m»%::;% ) 326 ( %'%«r
vnde combinando colligitur
d'ﬂ —_ rdﬂ{yfif_:._é’@_j:_gccaj.{_) et -
i e rdl{yorid—2fing) .
! d Zo’ -—_ € ‘

Tab. IX, Ad has aequationes enoluendas §it Z locus corporis infinite pa-

Fig. 6. ym fuper plano A OB elenatus, ita vt cum puncto Y con-
fundi poffit; ductaque recta Y P ad O N normali, facile
patet fore

OP—=yfin, ¢4 xcof.d et

-~

Y P=ycof,{=nfind

‘Quare fi argumentum latitudinis vt fupra vocetur NO Z=v,
vt '6b O Y=o fiat OP—wocol\p et Y P = o fin. \,
<ariationes momentaneac modo inuentae ad -has -expreffio-
‘nes concinniores renocanfur: = o

d'\q :._ r"?ﬂ@ﬁ&\é et W dZ:_ 'rvdaefm‘p ’
vynde fequitur relatio fupra inuenta

dv -— —

Fo = cot. W, ﬁ_ue dn=—=nd ¢ cot. .

Inueftigatio
inaequalitatum motus in ipfa orbita. .

§. s4. Hic igitur totum corporis motum ita con-
fiderare licebit, quafi in ipfo plano A OB ‘perageretur,
dum praeter vim ad. Solem fendentem tantum a.binis vi-
ribus p et ¢ follicitatur, quae.fi abeflent, corpus motu re-
gulari circa Solem in fectione conica circumferretur. Vnde
intelligitur , quoniam iffae vires vt minimae {pectantur,
motum parumper tantum a regulari effe discrepaturii,

eius-
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eiusque. aberrationem, commodiffime repracfentart pofle, fi
ad:quoduis tempus ea fe@io conica inugftigetur, per quam
€0 faltem tempore moueatnr, vade fequens problema prags
mittamus. T | |

| Problesma‘l

Cognito loco et moru corporis ; qued, a. fola vi Solis
attrabituy, inuenire elemenia orbitge ellipticae, in qua motum,

Sunim abﬁ)lm- .

Sk

O

L=

.. Solutio. .

§. 55. Quoniam primo locus corporis, qui fit in
'Y, datur, centro Solis exiftente in O, vocetuf eius diftan~
tia OY =, angulus vero A O Y- =], quo fcilicet a di-
rectione fixa O A jam eft remotus. Deinde quicunque
motus huoic- corpori fuerit imprefius, quo in direétione Y g
procedit, refoluatur is fecundum dire@ionem Y o, quae cum

Tab. X.
_Fig, 1.,

diftantia O Y in diretum iaceat, et fecendom direGionem Yu,

illi normalem, eritque illins celeritas 2%

dy’?
w;isq;; quare , quia motus vt cognitus fpe@atur, ponatur
22—y et 29— ¥, eruntque cognitac hae quatsor quan-
at do

titates v, @, # et £, ex quibus fpeciem fe@ionis coni-
cae, in qua -motus fiet, definiri oporrer.

§. 56, Primo igitur quaeri debet locus perihelii
huins orbitae, qui fit in II, pro quo ponatur angulus.
AQOU=gq, ita vi fit angulus HOY=P— 7, qui.vo-
catur anomalia vera, gnam ponamus I OY —w, ita vt
fit = w - . Practerea vero denotet f{emiparametrum
orbitac quaefitae, et eXcentricitas flatvatur = g, ex quibus,

| ' - ele-

hnius vero celeritas
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" elementis diftantia O Y —o ita determinatur, vt fit © = ;—;:fm:
‘Denique ‘vero ex indole motus regularis conftat, vti dein-
ceps clarfus patebit, rationem temporis ita in calcnlum’

wodd

ingredi, vt fit 40 =,

§. 57. Cum igitur fit $¥=§, vitima conditio

ftatim dat Vf=w v £, vnde ergo flatim parameter orbi-
. . _ _ . . e wifr

tae innotefcit, dum eft f=o*%* Hinc igitur erit Ve
ideoque ¥ -+ gcofiw— o % Purro vero quia quantita-

tes fet g funt conftantes, differeatiatio formulac v = -
~ 14-gool @

“dabit doy —TEiefma " Tynde cum fit 4§ == TREP - EVIw o)

Tab X.
Fig: =

(1 4z cof, w)? ) 7 A
m conflans , erit 5 == # = efe b loco V f pofito va-
lore wv g, fiet y—&5F. Ante autem jam vidimvs effe
¥ -4 g cof.w=— v° £%, ex quibus duabus aequatiombus binas
goantitates incognitae g €t o quaeri debent,

6, 58, Cum ig'tor {it gfinw-uwvg et geofw
— : A lioitie fove ' — uwuf : "
g L S cellx.gztu} fore tang. v = qu*g‘::T Sicque de
terminabitur anpimnglia vera w, qua ipuena puo loco pe-
ribelii habebitur mw =@ —w, Tum yero hinc etiam in-

notcfeit excentricitas g:"ﬁvf? Sicque omnia quatuor

elementa: fcil. f, g, w et =« funt reperta, guibus ~ orbita,
quae quaeritur, perfecte determinatur,

§. 59, Hoc problemate pracmito, contemplemur
cafum , gquo corpue in Y praeter vim folarem = g, in
directione Y Q agentem, follicitarar a duabus viribus Y p=p
et Yg=g, quandoquidern effectns tertiae vis r fam eft
determinatus.  Popamus igitur vi fupra binas coordinatas
OX=x et XY=y, vt it 90— x84 yy; AW v;:ric

o 1ic
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bic flatim vocetur anguius A O Y= eritqie @ enf, G
St Y=o 0. O Loco virium anfen perturbantivrn et ¢
in calcolum  ntrodycamps ditas alias fecondam dire@iones
Ymer Yu SECNICs , quarum haec ad illam fi¢ normalis ,
A€ vecemns vim Ym =g er Vg — %, atque ex iftis vie
ribus praecedentes P et g ita definfentur, vt G

P=mcold = p fin. Q et g = m fip, P - n-cof; P.

§. 6b. Pro motue jgitur ex his viribus orinndo prine
vipia mechanica fuppeditant has ditas aequatienes:

I, g{-"“ == 5w cof, CD ~— u fin, {;

e 8222~ 2 o gy fin, D+ # cof; O
gt cum fir 2w col et y—o fin.®, hae aequationes
erunt: '

Bl — S0 ol O -z fin. Oy

L
4 = ~ b\ m fin, O -7 cof. .

o]

. §. 6r. Introducamus avtem porro loco ddx et
My valores per » et § expreflos, ac primo quidem has
bebimus: ' |
dx—dvecoflP—o d O fin, ¢ et

dy—dovfin Q4 g dPcoll P,
hincque detuo differentiando : R

L ddx=ddvcofip— adw 4P fin, @

| —vdgr cof P— o dd P fin. P:
IL ddy=ddofin,®t=sdo &P cof. O
~ 0 d O fin, Q- wd O cof O .

qui vilores in fuperioribus aequationibis fubfingti intelliv
gantur. ' ‘

Atte dead. Tup. Se. Tom, 7. P, I Tt § 62,
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§. 62. Nunc primo faciamus hanc combinationems

¥ cof. ® - 1L fin. @, quae deducet ad itam aequationem:

ddw—-vd P __ T
e — W—qt«m.

Deinde vero fiat haec combinatio: I, cof, @ — ¥ fin. P, quae
dabit : , ‘ - '

cdvdd+uvddd —

) e

Sicque tam finus quam cofious anguli @ ex calculo ex-

- - - n -
cefferunt, quod pon contigifiet, fi vires p €t ¢ In calcolo
retinuiffernus. :

Tah X
Fig »

§. 65. Quanquam hac aequationes fuvt differen-
sales fecundi gradus, tamen integrarfone penitus (uperfes
dece poterimus , ‘quandoquidem ope proble.natis praemifli
ad fcopum optatum pe.rtingerf-licebit. ,ﬂdguoniam igitur

i —~—

in illo problemate pofuimus Z=—# et ;5 =%, ob eles

mentum 4 § conftans affumium ‘erit

ddv . ddd .
Sy —du et Lr=dg,

quibus  valoribus introductis binae aequationes inuentae
has -ifiduent formas:

d —_ ] P ; vdE .,

it g gt — S -m et 2 - =

X
Sicque hinc innotefcunt noui valores differentiales jﬂ' et 4

quippe qui erunt:

du __ ¥zt « df . n-—zuf
81— gty et =

§, 64. Quodfi iam affumamus, tempore quo cor-
pus erat in Y, eius motum ad talern fe@tionem conicam
pertinusfle ,. pro qua fuerit perihelium in’ punéto 11, exi-

L1y

]

<!
3
!

fente angnlo A'QOII =73 tum vero femiparameter fae=

rit — f, excentricitas —=¢ et anomalia vera NOoY—w,
jta vt Q= 7.-+ v, tum Cofpus hanc curoam defcsibere
- - effet

. | da



eSS ) gar (| Sl

eflet pere@umim, fi ¥ires perturbantes s et n {abito annihi- _
larentur.  Euidens antem eft, ob iftas vires perturbantes elew
menta iftivs feGionis conicae continuo mutstem iri, ita vt
clapfo tempusculo 449 fuis differentialibus increfcant.

$. 65. Ex motu autem, quem corpus in pundo
Y habuit, elementa orbirac in praecedente problemate ita
determinauimus , vt effet '

I’f,) Vf:_@bé; lzc'.)gﬁn.m::zuz)w%;
8%) geof w04 — 1 g £2) T=Q—w:

P e

[

vide differentiando incrementa bhorum elementornm : {eil,

df.dg, dwet d determinari poterunt , quibus inuentis ad

queduis tempus eam fe@ionem conjcam affignare poteri~
mus, ad quam motam corporis eo faltem tempore referri

oportet. Ipfum autem tempus § hac formula contincbityes
4§ — v2do B

7

§ 66. Vrt igitur has orbitae variatioues ervamus,

"~ differentiemus primo acquationem primam, cuius differen-

tiale per 4 ¢ dinifum dabit : 7

df = 2v¥de wodf ' iE

a8V F T Tag "l"—da Mzzt-‘z;?;’—-}—@&‘:.ds. :
Modo autem vidimus effe 27’5:"—”52—'5,_ quo valore {ubfti-
tuto erit ,—g«f;:w, viide incrementum femiparametri
orbitae, quod tempusculo 49 nafcityr, fatis commode in-
notefcit, cum fit df—2n0d 0V f—z2nv' % 49, Vude
patet, fi vis perturbans #u evanefceret, tum etiam parames=
trum orbitae nullam mutationem efe paffurum,

Tt - §, 67.
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| §. 67. Pro excentricitate g et anomalia Vers o
conjun@im confideremus has - formulas: ,

gfinng—=uvof et gcol w="2° £~ 3,
quarum differentialia per 4 ¢ dinifa dabunt:
I dgfinw +sgdmcaf [P uru'vd?’ . zuDE zuru?dfu . vvgdu

A

— —"

11 dgc.q-f-w—g,dwﬁn-m—_-z'vﬂédE_Jr_ﬂJ'v tdw
1. I3 el ‘

P du d¥ d ‘ Tonatt -
Hic igitur loco &, 57 et 22, valores fnpra a(ﬁguatk ﬁ}b‘
ftituantur, ac peruenietur ad has duas aequauones,

1. d,gﬁnm-;—agdmcafm ﬂZﬁQJ—F?ﬁQJWE'i‘WE.g*Z

II. %&£ A —F dufne —gpgw Z.—.u vv§g,

quae aequationes ol
v —E—gtcofiu et svvii=géfine

abeunt in has:

I, dgﬁnu?ﬂgdwm{mH_ﬂﬁv_’__m@@%_t_gzcoﬁ"w.

11, 2¢ %_"fa.%_d,w —onvwi—ghfin. o

§. 63, Iam prior harpm acguationtm dulta in
fin. & pofterior vero in cof. w invicemgue additac dabunt
hanc aequationem:

jg"“mvwgﬁn w-t-nw (gfine 4 2oEcofl w),

ynde iterum patet, fi vires perturbatrices effent  nullae,
tom excentricitatem g mavere conftantem , provfiss vti rei
natura pofulat. Dein vero fi faciamus I. Coi. w — Ik fin.w,
prodibit
5.153—-— :vchofcu—l—ﬂfvwcofw,—vaﬁm W+ £ 5
_J ) Vnde; i
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Vade patet, caft quo m=—o et 5—o fore €28 — o ¢

ideoque ob gf = 822 erit du=d®, Quoniam -enim
hoc cafit linea abfidum quiefceret, ob angulum 7 conflan-
tem viique foret 4 = 4 w. Denique inwento elemento

— : dw _ du ;v
dw ob d’w;_dcb-dw, ideoque I — — 74 reperietur
pro metn lineae abfidum |

:_.i_q_r____mqu_fcmf.m__;zv(nqry’.w—-wEfz‘n.n_a_g
T T R

Vide itidem patet, cafu m—oc et 5 — o lineam abfidum
in eodem fitn conferuari.

§ 6o. Colligamus nunc quae haltenus funt erp-
ta; ac fi pro tempore quocunque § fuerit locys perihelii
in 11, exiftente angulo A QO II — 7, tum vero orbitae el-
lipticae femiparameter fuerit = f, excentricitas g et ano~
malia vera —uwj; tum pro loco corporis habebitnr angu-
s AOY=w4-w=0, einsque diftantia a fole

' OY—o=__1% , .

* g oo’ SR
Vade ecum corpus per .tempuscnlum 40 in hac ipfa orbi-
ta fit progreflurum, erit IQ=dw et v v dw =diV{,
bineque porro

< de — YE g e
af = e T oy b4
daf

qui ergo erit valor ipfius £ — 77+ Fraeterea vero erit

do—=T8i2le  hincque

do ﬂ — gfmu

= =g,
vnde variationes momentaneas fupra intentas per ipfa or-
bitae elementa determinare licebir,

Tt b §, ‘?Qo
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é} 70, Elﬂpf‘o fcilicet tempore ié, ob vires peg-
mrbatrlces m et n primo lemiparsmeter oibitae, qui arag
= f, avgmentum accipiet 4 f, ita VE ﬁ,t

. S _onf
sd@q{J’ 7Y

—3 g Tl e
Sicque erit
—zn fA8 VS

df v + Z ol ?
vnde, pnﬁquam hine elapfum fuemt tempus 4, habebitur
integrattido

. I ol d.f i —— ndf o
SV . = g e

vbi notetur efle

e fdwvf .
d@ (x-}—,gcajw)ﬂ'-'

quo iralorc fubitituto pwdlt

df — _nde __ hincque integrande
278 [ <+ £ el w)??

+Jf‘"'"ﬂf(1r'{—£,‘”}1»)3
Porro autem pro incremento exccntrmtatls orb1tac—:5 quod
terrpufcu o 40 accipiet, erit

¢£ —m V. fin. m—}—n( elw +—2coi’ wy Vs

1..{.-5:.&_]&!

vnde ‘integrando ad quoduis alind tempus excentricitas eli*
ci debebit. ‘

NS Quaeramus nuunc eham mf'rt:mentum ano-'
mahac—: verae, fen anguli w, quod tcmpuaculo 44 acci
pit, et quod inuenimus effe: :

dm___.._'m*u'v’g’cafm n'u(ucofm.s—zmi'-'{m )

iy - + £,
quae egprcﬂzo fubftitutis valor’ ‘bus abit in hanc:

dm__mca.my‘f nfmm\ff (z+gcurm)+{l+gcofm§‘
a8 — g £ T B0 TFAS 3

atque
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- atque hine cwm fit ,
dw —d@ _ dw . £ —do
T d A — & T gy
pro motu lineae abfidwm erit
. __mcgfw VF e nfinw VF (2 o g 0of, )
de 2 : &. 15 cow *

: § 72.  Hoc igitnr modo omnia increments s quae
euncta clemeata féionis conicae tempusculo £ a: viribus
perturbantibus. # et » accipiune, determinanimus.  In
praccedente vero articulo iam definivimus, guantum haec
orbita a planp A OB. dimoueatur a. vi # in hoc planum

———— —— e ———

l
!
§
;

perpendiculariter agente,. Has. igitur omues operationes
concinnitaus gratia in fequent articulo colligamus,

Praecepta B

pro determinandis perturbationibus, quas orbitae

- planerarum vel cometarum ab aétione aliorum
-corporum. cocleftivm perpetiuntur.

§. 93¢ Quonjam . perturbationes quam minimae
fupponuntur, ita’ Wt corpus: per aliquod tempus- motuy re-

- gulari per orbitam: ellipticam circumférri cenferi poffit,

prnamus certo quedam temgpore, quod tanguam epocham
fixam fpedtemus, orbitam planetae fine cometae fitam fi~

Ciffe in.ipforplano A-O B,. ciusque periliclium fuiffe in II
{fig. =) exiflente angulo AQ IT = =, quo guafi longitus

do peribielii. a directione fixa: ©.A. ~defignaturj .tam vero
fuerit .eodem - tempore’ femiparameter orbitae = Ff et ex-

- centricitas = gi. Hanc igitur orbitam, (quatenus: motug
“vegalis Keplerianis perfedte eft conformis) in qua- planeta
flue cometa, geuera, circumfervetur, fi multae Vipes. pers

tuirba-
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torbatrices adeflent, orbjtam fictam appellemins, ita vt
nobis incumbat, pro guouis tempore ab- epocha elapfo va~
riationes affignare, quibus vera osbita ab hac oibita ficia
fit aberratura. o |

§. 74. Primo igitur vires perturbatrices perpen-
damus, guae ab actione cuiusgue corporis coeleftis oriua-=
tur. Elapfo igitur ab epocha tempore guocunque =0,

Tab. X. reperiatur planeta fite cometa in orbita fitta in Y, fitque
g 3 cius anomalia vera, fiue angulus IT OY=uw, ideoque lon-

gitudo fen angtlns AOY=m-w, vide eius diftantia
a fole erit OY = mi;‘cof.m- Eodem auterh tempore ver-
{etur corpus coelefte, a guo perturbatio-prodﬁcatur, {u-
pra hoc planum in punéto P, a quo ad planvm AOB
demittatur perpendicolum P Q iunganturque rectae ad fo-
lem duftae PO et QO, item redta ad Y dufta RY.
Tam fi maffa corporis in P ponatur =M, dum mas-
fa folis, vii fupra affumfimus, vnitate defignatur, Vis,

qa hoc corpus in folem aget, erit =, vnde hacc vis
OB

in dire@ione contraria P O ipfi planetae in Y applicata
eft. concipienda. Praeterea vero planeta in Y immediate

trabetur verfus P in diretione Y P, Vi::YMPz.

| § 3. Primo igitur vis fecundum directionem
P O, guae eft 1;%, refoluatur fecundum: dire@iones P Q
et Q O, eritque vis: fecundum P Q = 5% et vis fecun-
dum Q O =E2P Simili modo, du@ta re@a QY, vis
trahens fecundum Y P, quae eft ?”—f,-,,.‘ refoluatur fecunduny

direttiones QP et ¥ Q, eritque vis fecundum QP=L%,

gt
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et vis fecundum Y Q =%Ye Quoniam igitur ab hac

vi pofteriore punctum Y perpendxcularzter forfum follici-
mPQ

. ELMEQE
tatur a vi =% &P q priore vero, quae erat rosE, deors

fum, vis ad planum A O B normalis, quam fupra defig-
nauimus littera 7, eric :

r._.MQP MPQ_---M PQ(YP; PO,)‘

— Y5 | o —
Vnde patet, hanc vim furfom effe dire@tam, quando fue-
vit PO > Y P, contra vero deorfum, quando 'fuerit
POLYP; ﬁqmdem pundtum P fopra planum AOB ver-
fetur. Quod fi igimre eneniat, vt corporis P diftantiae a

' vrgebitur,

fole O et a punclo Y- fint inter fe aequales, tum vis #
euanefcet, et pundum Y neque furfum -neque deorfum

- §. 46. V't nunc etiam ambas vires, quas vocaui
mus 7 et #, quae in ipfo plano AOB funt pofiac, hine
definjiamus, a pun&o Q ad re®am OY normalem duca=
mus QR; ac primo- quidem vis QO-*E%TO, dabit pro

direione QR vim B2R et fecundum OR vim M?-__lé?’;

PQt)?
Simili modo vis fecundum Y Q, quae eft =222 refolu-

ta dat pro direftione YR vim =="%IE, et pro dire@ione

R-Q vim =%52  Quare cum’ pofierimus vim a fole

recedentem fecundum Y m2 == m, vim vero gd hanc direce
‘tionem normalem f{ecundum Yﬂ:ﬂ habeblmus.,
M.YR __MRO et

7.12 — Ty P O°
— M.RO.__ M.QR .
ﬂ Y3 POs =M. QR(Yps 7 yos))
ita vt haec vis » fe habeat ad vim fuperlorem r vt QR
ad P Q. :

dita dead. Imp, Se. Tom. V. P. L, V ',‘E & 7.




w3 ) g38 (e

& w9, Quod 6 pun@um ¥ fimul a pluribus aliis
corporibus cogleftibus Tlliciterny, quae fint p, pil, p' e,
éx fingulis per formunlas modo inuentas . ternas vires lits
teris 71, # et ¥ defignatas colligi oportet,, quibus inuen-
¢is et debito mndo coniun@is, fi posarnus ho¢ tempore
anomaliam veram in orbita fita fuiffe == w, tum femipa-.
rameter orbitae, qui érat ==f tempusculo @9 incremen=
tum  sccipiet df = 2REYE 49, in coius formulaé intes

3 e g B0 . ‘
gratione quantitates f et.g Vvt conflantes {pectare licebit.
Tom—vero meminiffe inuabit- effe 40 — FAu S Plea

T R ERLW)

fumque ‘avtem integrationem nulle modo fperare licebit;
ita vt ad -compufitioném’ tam viridm m, # et.f quam
anguli w pro pluribus temporibus a fe innicem -noh ni-
mis remotis confugiendum erit; vbi pro elemento tempe-
ris 40 fatls tato ipfa tempotum 'intervalla accipi poterunt.
Quo Obfervato omues iftac formulae in vnam fummam
colleftae dabunt vérom incremémtudr, quod femiparameter
f interea aceeperit. S

§. =4, Deinde vero ‘incremetntum dg qug!d €X=
centricitas orbitae ab actions virinm 7 et # tempusculo
d§ accipiet, erit -

dg=mdifina¥f+ n,flé'V}' (LS tocof.m)y

L 1 g 0oL

ybi circa integrationem eadem funt tenenda, guae modo
spte commemorauimus. Practerea vero progreflio mo-
mentanea perihelii erit

g -naiadig ey (e 40,
quo idueito incrementim anomalize verae erit

e {1 e g ctfi ) —_
@ w ==t T di -d#’-

ynde

O\
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vide locus planctae in fua orbita corrigi potetit pro quo-
libet tempore propofito, | — -

% 79. Tantum igitne fupereft, vt indicemus,
quantum vera orbita a plano fixo A OB, quonis .tempo-
ve {it declinatura, guem. totum effetum ex vi normalj r
definiri oportebir; pro quo negoiio fupra has aequationes
nacti fumus: o :
cof. & fin, y ﬁf"‘g__"i_iiﬁ et ‘ﬁn. 2 fin. ﬁx’ﬂ—é"—ﬂ.

Vbi, quia € in moto regnlari erat valor formulag 2249,

nunc conflat fore € — V/f: |

§. 8o. Repracfentet jgitur curva AYR orbitam 1.\ o
fiftam, in qua pro quopiam tempore P ab epocha. elapfo Fig 4.
planeta fuerit in Y, Mbi_pgrpqqdiml@rj{;qr furfom. vrgea-
twr vi Yr=z,  Tam  capianmr iftids vis momenta re-
fpectu amiborum axium O A er O B; eritque momentum
prins —ry; at refpedtu axis OB momentum er]J —rx;
pofitis fcilicer coordinatis O X = x et XY=y Huioss
modi awrein bina momenta pro pluribus temporibus ab
epocha elapfis inveftigari concipimus, vt internalla eortm
faiis toto per ipfum glementum 40 exprimi Queant; tum
autem per totum tempus § ab epocha elapftm haec bing
momenta it {ummam colligantur, atques valores hinc re- _7 |

fultantes ponantur:. | | . T
fredd="P et firydf— Q, ' :!

ad quod remedium femper erit confugiendum, quando
nulla fpes adeft ‘has formulas actn integrandi. ]

VY b1 o §a ”8‘55 .
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§. 1. Quod fi iam - pro  tempore 0 ab. epocha
elapfo linea nodorum fuerit recta O N, quam .quidem ad:
aodum afcendentem dirigi concipiamus, Vt planeta in
punéto N fupra planum A OB afcendat, fi ponamus angu=’

lnm A ON={, inclinationem vero orbitae — %, fine
ylteriori integratione ftatim habemus - has aequationes:

Lcof. g finngy = et fin. £ fin, v = 3;

vpde ftatim pro pofitione lineae nodorum colligitur

————

tang. £ —tang. AON =%

ynde cum fit

-

: —_ | 5
cof. § — TP +ea)?

~erit pro inclinatione

J(PP-+-00Q)

o fin g = Y, | .
'vbi inclinatio 7 tam eft exigua, vt e a fuos flau non di-
ferepet.

6. 8a.. Hoc igitur modo ad quodnis tempus ab
epocha ekapfum non folam vera fpecies elliptica, in qua
planeta fine cometa tum mouebitur, verum etiam pofitio
Tuius orbitae refpedu plani fixi AOB affignari poterit; .
quibus rebus cognitis hand difficile erit, pro quounis tem-
pore verum locum planectae five cometae definire. Sice
gue guaeftioni circa perturbationemy motus tam planeta-
yum gquam COmetarum ab actione quacunque .aliorum

-gorporum Oxtam fatis expedite eft fatisfactum,
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