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NOVAE DEMONSTRATIONES
CIRCA DIVISORES NVMERORVM

FORMAE XX --nyy.

Aunctore
LT EVLERO.

“Coniient. ‘exhib. d. 20 Nouembr. 1975.

Cum nuper ‘eximia ibventa Iluftris 4z la Gm:zge fuper di-
viforibus numerorum formae x x —nyy leccnﬁuﬂ‘em et cum
meis obferuationibus, quas olim plerumque per indu&ionem
erueram, contuliffem, quippe quae inde haud exiguum firma-
mentum d.CLCPCI_"lnt non dubitaui mox perfetas demonftra-
tiones, quac adhuc defiderabantur, polliceri. Fretus fcilicet e-
ram iagacltate acutiffimi viri de Ja Grange, qua iam plures hu-
ins generis demonftrationes feliciffimo fucceﬁ’u in lucem pro-
duxit. Poftquam autem omnes circumfiantias, ad quas in hac
inueftigatione eft attendendum, accuratius perpendiffem, mihi
quogue contigit praecipna momenta, quibus iftac exoptatae
demonfirationes innituntur, perfpicere, quae igitur hic expo-
nere conftitui. .

‘Theorema 1.

§. 1. 5% ommes numeri gquadvati  per numerum quEMIClit-
gue primum P (binario excepto, guippe cuins vatio per fe eff ma-
nifefia) dividantur, numerts omnium refiduorum dinerforum, quae
inlde vefultare poffunt, femper =i (P—1).

Demon-




Scholion: 1.
§ [ Que”hacc exemplo “clariora’ 1eddantur, confide~
remus numcrum pumum I3, pro quo refidua repeuuntmj T,
4, 9y 3. I.., To, hon- 1eﬁdu1 vero: 2, 5, 6 ? 7y 84 IT; ate
que: vt forma x1x+7zjy diuvifibilis effe" queat per I3, nume-
rus # in' aliqua fex fequeéntitim- formularum contentus effe dcbet
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13}—-—1, rs 7\—-4_, 137x~—3, 13}\—-—-—12, Id?-w_Io,
ficque valmes idonei pro. ifto numero n oxdmc naturali dis-
POﬁtl etunt fequentes: ' 7 L

X, 35 45 9y 10, T2, I4, 16 175224 23, 25, 249, 29, 307735-; 56,

385 40y 424 435 485 49, 51,53, 55,56, 61,62, 64, 66,

68,69, 74,75, 77,795 8T, 82, 87, 85, 90, 02, 9.4, 95, 1003
quorum numerus vsque ad 100 eft 46. Reliqui ergo nu-
meri qui diviforem 13 a formula Xx—-nyy penitus exclu-
dunt, deletis iis qui ipfi per I3 funt divifibiles, ordine erunt
ifti:

2,5, 9713311 I55185197 072I9~+728531532333a34—;3 ,5‘1-1
440455 46,47, 50,54, 57558159,69,63,67,70,71,92,93,
765 80, 83, 84, 85, 86, 89, 93, 96, 97, 98, 99,
quorum numerus eft 47, ideoque tantum non aequalis priori.
Ratio autem, cur multipla ipfins 13 exclufimus, eft, quod de
formula x x - 13 vyy, vtrum diniforem 13 accqpmt., guacftio
efic non poteft, quia manifefto numerns dcberet-eifc diuifibi-
lis per 13. ' t =
Scholion 2.
§. 10.  'Quoniam vis noftrae demonftrationis clarius
in exemplis perfpicitur, contemplemur alium numerum’ primum
X9, Pro- quo nouem refidua funt: 1,4, 9, 16, 6, 15,11, %, %,

nouem vero nou-refidua: 2, 3, 8, 1o, I2, I3, T4, 15, 8.
Hinc

i
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Hinc igitur formula » x 4-#7y diviforem 19 recipere pote.
nr:‘ ﬁ numerns # 11} feqHCHH fOl‘lIl[l COl]tlﬂCﬂ"[ll'.

n==19A—(T5 45 9, 16, 6, Iy, 1T, 7, 5);
fin autem #n contineatur in fequenti formula:

n=I9A— (2, 3, 8, Y0, X2, 13, I4, 15, 187,

tum nullus numerus formae x x —-#»yy per 19 dividi poterir.

Valores igitur idonel pro numero » vsque ad centum ordine

erunt

2y 53,8, 10, 12,183, 14,15, 18, 21, 2L, 2, 29, 51, 52, 33, 34,
87> 405 41, 46, 48, 50, 51, 52, 53, 56, 59, 60, 65, 67, Gg,
705 715725755785795 84, 86,88,89, 90, 91, 94, 97.58,
gquorum multitudo eft 4. Reliqui vero numeri ad hunc fco-
pum inepti, exclufis multiplis ipfius 19, erunt numero 4§ fe-
quentes : '
I, 45556575913, 16, 149,20,23, 24,25, 26, 28, 30, 35, 36,
t 395 425 435 444 455 479495 54:55,58,61,62,63,64,66,68,
735745 77> 80, 8T, 82, 85, 85, §9, 92, 93, 96,99, 1CC.

Scholion 3.

§ rr. Quo autem facilivs intelligatur, quomodo quo-
vis <afu, vbi numerus # idoneum habet valorem, formula
X w —-nyy dinifibilis reddatur per numerum primuam P, no-
tetur, hoc femper fier1 pofle, dum pro x er y numeri non
maiores quam i (P — 1) accipiantur, arque adeo alterum ho-
rum numerorum ¥ pro lubitu aceipi poffe. Siv igitur y =1, ita
vt habeatur haec formula: x ¥ -7, numerique 7 refiduum

nafeatur 7; tum igitur pro x x id quaeratur quadratum, cui
conuentat refiduum P—r, ac manifeflo fumma » x ~-n per
P erit dinifibilis. Hoc autem femper fieri pofie cuidens eft,
cum fit # = AP — a, vnde fit refiduum r =P — q, ideoque
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P—y==a, ficque pro xx id fimi debet quadratum, cui re=
fponder refiduum @, Ita fumto P == 13 accipiatur pro n, pro
lubitn, valor idonmeus ex fuprz inuents, veluti #=g2, et guac-
ratur x ita, vt fiat forma xx— 82 per 13 diuifibilis. Hic autem
ficrefiduum r — 4, hincque P—r=g; erit ergo x =3 et for=
mula 3* -~ 82 per 13 diuidi potefl.” Simili modo fi pro dj-
vifore 19 fumatur # == 88, inde oritur refidvum r=12, ideo-
que P—r=—=1+y; quadratum autem, quod per 19 diaifum relin=
quit 7, cft 64, ficque formula §*— 83§ prodit diuifibilis per
I19. Atque hinc deduci poteft facilior et concinnior demon-
{tratio noftri Theorematis.

Alia Demonftratio Theorematis 2.

§- 12, Oiflendi feilicet poteft, fi fuerit n — A P—a,
tum {emper dart nomerum x, vt formula x x -7 dinifionem
admittat:  tantum enim pro » x id fumatur quadratum, quod
per P dinifum relinquat ¢, quod ergo erit formae mwP—-a;
quare ob # AP -—a, erit formula xx -5 == (.4-2) P,
ideoque manifeftc dinifibilis per numerum P.

Scholion 7.

§ r3. Cum igitur pro quolibet numero primo P fi-
cile omnes valores numeri 2 exhiberi queant, quibus forma
xx —-nyy divifionem per P oadmittere poteft, quandoquidem,
denotante @ refidun omnia ex  diwifione  quadratorum per P
oriunda, Inuenimus 7 = A P~—a: manifeftum eft, pro » etian
infinitos valores negativos dari, qui oriuntur, fi pro A ctiam
numeri negatiui accipiantur. Quamobrem non jnutile erit, pro
numeris primis fimplicioribus formulas exhibere, quae omnes
valores idoneos numeri # contineant, quibus forma xx-—+nyy
per numerum primum P divifibilis reddi queat, quas igitur
hic apponemus.

P
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3h-I
5A~(1,4)
TA(Ty4y2)
11A~(1,4,9,5,3)
15h=(1.459,8:¥2;70)
£, 4,957 6, 5,2,75,15)
t9A—~(1,4,9,16,6,17,11,7,5)
“"?\—-\I qmg,rﬁ,}‘.. 3,5.18,12,8,6
29A~(1,4,9,16,25,7,2C,6,23,75,5,28,24,22}
31}\"(17‘?—797163~§757131“9195%289‘-071491”"'8\:’
37}‘(1747)71'6 25,56,12,27,%,26,70,33,25,1,5,34,57,%8§)
4£IN(1,459,16,25,36,8,25,40,18,39,21,5,52,20, 16,2,37,55,31)
43 ‘”(I-H- 9,16,25,56,6 *1738314‘305315 40324 T4 T 31,23, 157, 1
77\ (1;4-;9;16 5;36 2,1'7,34,6,27,3528,8,37,2 1,754 2,3 2524,

-3

\.

}

3
-
oy
“

T Corollarium.

§ 14, Sl ergo n fuerit nwmerus negatiuns, puta m=-—ur,
fumto kS llcg1t1u0 cut m=AP—+a, quae forma cum cont-~
neat ompes NRMELos quadratos, guicunque numerus primus
pro P accipiatur; patet, fi feerit m numerus quadratus, {cili-
cet m =— k*, nIMnErgs foxmae rx—kkyy per amnes plane
numeros primos diuifibifes exfiftere poffe, quo ergo cafu
nulli numerd prmi  excluduntur, id quud per fe eflt manife-
fvm, quoniam formula x ¥ — &£y in genere factores habet
a-H Ly et x—Eky, quorum vterque per QmMnes NWMNEros pri-
mos dinifibilis reddi poteft, id gued nully alio cafu fleri licet.

Scholion 2.
§. 15. Quemadmodum refpeftu culuspis aumeri prie

mi P omnes numeri in duas claffes diftinguuntur, quarum al-
tera
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ters continet valores idoneos litterac 7, vt formula xx-+nyyp
per eum numerum  primum P odinifibilis reddi queat, alfera
vero ¢ns numeros, qui talem dinifionem refpunnt, ac prae-
terca multitudo nomeroram in viraque claffe contentorum ea~
dem deprehenditur: ita vicifim pro quolibet numero # omnes
numeras  primos etiam in duas claffes diftingnl oportet, qua-
rum altera continebit eos, qui diunifores exfiftere poffunt for=- .
mae x x ——nyy, altera vero reliquos, qui nullo modo huiis
formae divifores exfiftere poffunt. Pro vtraque autem claffe
iam olim formulas dedi generales, fimiles illis, quibus . hic
pro quolibet pumero primo vialores idoneos numeri # ab in-
eptis diftinxi: hoc tantum difcrimine, quod, dum hic formu-
lac diuniforem P refpiciunt, ibi numerus 47 diviforis locum
obtineat. Scilicet pro diuiforibus primis numerorum formae
xx+wyy dedi talem formam: 4wi+ A, pro iis vero, qui nulle
modo divifores efle poffunt, talem: 4#ni—-—9, vbi litterae A’
et ¥ fimul comple@tuntur omnes numeros ad 4# primos ip{o-
gue minores, ex quibus littera A continet eos qui ad diuifio=
nem funt apti, littera vero 9 eos qui excluduntur. €Cum igi-
tur has formulas olim per indu&ionem elicuiffem’y "minc nul-
lam amplius dubium f{uperefle poteft, quin prior formnla 47i—+ A
comple@atur omnes nwmeros primos, per quos formulam
x x-}-#yy dinidere licet, dum altern 4#7i-+2 €os inuoluit,
qui nullo modo divifores exfiftere poflunt. Interim tamen
has ambas formulas fequenti modo ex pofitis principiis deri-
vare licebit.

Problema, -

Propofito numero guocunque n - pofitive, affignave onnts fti

peyos primos, per quos numeri formae XX -i-nyy diuifionens
admitiere queant. |

Lolutio.
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Solutio.

, §. 6. Denotet P diniforem quemcunque primum
formae propofitac » x - 757, fitque A quotus ex hac dinifione
oriundus, atque habebimus hanc aequationem: AP = xax—- ny v,
quam expreflionern transformemus ponendo ¥ -=z2mr s et
Y — 2t u, prodibitque ifta acquatio:
AP—=—gqn(nrr-rs—-tu-titt)rs—+nuu,

cuius loco, quia nrr—-rs-zu——t: omnes numeros de-
fignare poreft, feribamus brenitads grada A/, vt fcilicet prius
membrum per A diuidi poffit, atque habebimus hanc acquails
tatem: P :—..4725—;-‘53:_:_“1?.

§. 9. Hoc igitur modo iam na&i fumus formam fue
pra memoratam: 427 -+ A, fimulove patet loco A fumi debere
omnes numeros ex formula LYY refultantes, vbi cum A

quemcungue numernm defignare poffit, litteras A tam omnes
numeros ipfos in forma fs--### contentos, quam eorum
diuifores omunes in fe comprehendet. Quoriam autem noftra
forma numeros primos exhibere debet, loco A alios nume-
ros accipere non licebit, nifi qui ad 4 7 fuerint primi, quos
ergo oportebit effe impares fimulque primos ad ipfum nume-~
rum #, fiue cum # nullum habere debent diuiforem communems.

§. 18. Primo igitur inter valores litterae A, fumendo

# =0 et A==1, occurrent omnes numeri quadrati ss impares
¢t ad 7 primi, vel ipfi, vel divifione per 47 fada depreffi. De-
inde fumendo # — 1, manente A == 1, edam occurrent omnes
numreri in forma ss-+n contenti, cuatetus f{ilicet ad 4%
frerint primi; vbi quidem plurimum- nota™e lnuabit, poftquam
iam aliquot numeri idonei pro A fuerint irventi, qui fint a,
6, ¢, d, ¢, etc. edam omnia produGia ex binis, fcilicet &,
Nowa Aéla Acad. Imp. Se. T. 1. H 4¢y
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ae,be,ete. ibidem occurrere debere, cuius rei ratio eft, quod
producta ex pluribus spumreris formae 5524 femper ad
eandem formam reducere licet.

§- 19. Quod vero ad eos valores ipfius A attinet,
qui oriuntur fi A non fuerit vnitas, feu qui tantum fint dini-
fores formae §5—~wuu, quornm multitudo videri pofiet in-
definita, recurrere debemus ad theorema Illuftris e la Grange,
quo demonflrauit, omnes dinifores numerorum formae ss—+nuwu
femper contineri in hac formula: fpp—4-2gpg--bag, exfiftente
fh=—gg—-+n, neque has formulas viterius continuari opus
efle, quamdin fuerit vel 2 ¢ < f, vel 2 g </, guarum forma~"
rum  numerus  femper eft fatis modicus. Hinc igitur femper
pro A accipere licebit vel f vel b, nifi forte ad 47 non fue~
¢int primi. Hoc enim cafu pro A fumi conueniet vel nume-
gos fA-z2g+b, vel 4f 4424 b, vel [ 454 4h, etc.
quatenus {cilicet hi numeri fuerint primi ad 47 Simulic vero
vnicus talis valor fuerit repertus, is per ees, qui iam ante _
funt inuenti, multiplicatus, dabit totidem nouos valores ido- t
neos pro A. ;

e ———

§. 20. Hoc autem modo mox onines valores idone~
us pro A adipifcemur, cum eorum numerus femper aequetur
femiffi omnium numerorum minorum quam 47 ad eumque
primorum. Hinc i multitudo omuium iftorum numerorum fue-
rit ——2k (eum enim femper efle parem aliunde conftat), mul-
titado valorum litterae A femper erit =%, folo cafu excep-
to, quo 7 eft numerus quadratus negatiuus, quippe quo om~
nes plane hi numeri locum inueniunt: reliquis vero cafibus
omnibus multitudo numerorum excluforum itidem eric — £,
qui {t defignentur litteris graecis 2, {8, v, d, etc. hi dabunt

omnes valores litterae ¥ pro formuia 4#ni~+9, quae omnes
conti-
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continet numeros primos, qui nullo modo diuifores effe pose
funt vilius numeri in forma » X -~y ¥ contcnil.

. 21. Quod ad ipfos wvalores ipfins A attinet, qui
orinntur ex forma fpp -+ 28pg—+bygg, quia haec forma, fine
per { fiue per p muldplicetur, reducitur ad formam xx-nyy,
ob {h—gg-+n, his cafibus erit fine A—=f, finve h—h,
ita vt tum pro numeris primis inde naus tam fP quam HP
femper fururus fit numerus formae x x —-nyy, Vvbi ergo fuf-
ficiet minorem horum duorum npumerorum f et b accepifle,
ita vt pronunciare liceat: quoties numerus primus P fuerit di-
vifor cninspiam numeri formae xx—-myy, tum vel ipfum
hunc numerum P, vel eius multiplum fP, fore quoque nume-
fum formae eiusdem x X —-#7y}Y.

§. 22. Cum igitur formula 4ni—4+ Y certe omnes
aumeros contineat, qui nullo modo efle poilunt diuifores for-
mae x x ——#nyy, necefle eft vt omnes numeri primi in fore
ma 477—-A contenti fimul fint diuifores cninspiam formae
xXx-—nyy.

Corollarium 1.

§. 25. Quod muldtudo valorum litterae ¥ femper
gequalis fit multicudini valorum ipfins A, quos ponimus a, &,
¢, d, e, etc. inde patet, quod fi vnicus innotuerit, veluti , ad
9 referendus, tum etiam omnia produta ca, ab, ac, ad,
¢:c. ad eandem claffem pertinere, vnde tamen vnicum cafum,
quo n==—mm, eXcipi oportet, quoniam Loc¢ cafu nulli pror-
fus valores pro 9 dantur.

Corollarium 2,
§ 24. Quoniam pro quouis numero # forma dinifos

rum Grangiana fpp - 2gpg-+hgg exiguam variationem
2 recis
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recipit, quandoquidem ea femper ia reduci poteft, vt 2p
fiar minus quam f vel 5, i valores ifti minores defignentur
liccera f, tum omnes divifores primi numcrorum formae x x
-t-nyy vel ipfi erunt eiusdem formae, vel per f multiplicari,
vynde fi falios non habeat valores praecter vnitatem, auod cue-
nit cafibus n=—zx, #— - 2 et n— -3, tum omnes di-
vifores primi his cafibus quoque ipfi habebunt eindem for-
mam.

Corollarium 3.

§- 25. Quoniam omnes valores pro littera A debent efe
nvmeri impares, omnes formae fpp—~2gpg-+hgg hinc funt
excludendae, in quibus ambo numeri f et b pares. Quare cum
it fh=gg+n, numerum gg-+# ita in duos facores refolui
conuenit, vt alrer {altem euadat impar, vnde fi numerus gg—+

plures hibeat diuifores pares, plures refolutiones tanquam ine
utiles erunt reiiciendae.

Scholion 1.

§. 26.  Quemadmodum valores litterae A pro forma

41 i-- A funt minores quam 47, ita i negatinos introducere
velimus, cos infra 2# deprimere licebit. Obferuaui zutem
porro, pro omnibus cafibus, quibus z eft nwmerus pofitiuus,
multitudinem iftorum valorum ipfius A ad femiffem redigi
pofe, ita vt finguli non fuperent ipfum numernm 7, fi fcilicet
non ad formam 47/, fed ad eins dimidium tantum 297 refe-
rantur.  Hic antem  duos cafus probe a fe inuicem diftingui
oportet, prouti # vel in alterntra harum formularum: 4% et
4 k=1, vel in alterutra harum: 4k + 1 et 4k~ 2 continetur.
Hoc 'enim pofteriori cafn fingulis valoribus ipfius A fignum
ambiguum, fiue -+, fiye -y pracfigi debet, quorum ﬁgnorum. {i1=
periora
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periora valeant, quoties i fuerir mumerus par, inferiora autem
quoties impar. Hoc -igitur modo fequens tabula eft conflruce
ta tres columnas complexi, quarum prima exhibet valores
numeri 7 -ordine naturali procedentes, fecunda formulas pro
diviforibus P. tertia vero indices littera { fupra icdicatos, quos
ita interpretari decet, wvr, quoties P foerit numerus primus,
eins produdtum per quempiam indicum f fiat numerns formae

Xxx—4+nyy.

Tabula exhibens omnes diuifores primos pro numeris
formae x x ——=»y7, vna cum indicibus f.
Vbi circa figna ambigua eft obfervandum, fuperiors
walere quoties 7 numerus par, inferiora vero, quoties i nu-
merns impar.

i n' Divifores P f
[f —

B 1| 2i+7T - B
g ol 471 11
i ! .

31 671X i1
14 8i—+I,—3 jr 4
i s|10i=1,+3 FE2
§ 6j12iT,o05 fr,2
T 9l14i+1,—3,+5 iR

8E I6i+4 Iy—+ §y—5:— 47 1.3

ONIBI= T, -5,y IR

£0,120f 1,53, 7,9 T2
§.11122i+1,+3,+5,—7,+,9' 11,3 1
hreliogi-+ X, — 5,7, I, 11,3
}18 260+ 1,5 8,5 5, 27, 9, R X 11,2
§14 2871, §, = 5,09y + 11,113 11,25
35,301+ I, — 7, ~ I, 13, 11,3

H 3 %
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memmomy (G2) memery

Diuifores P

—

1!

34

35

581 I, 3,5y Ty 9, =TI, 13,415,417,

i1, — 3,3+ §y—4, - 9, — II,+ I3, — IS5,
3+ii13i‘37:‘:53+79+@a“‘*‘111i137$15?
367 Ty~ 5y A= 9, 4= 1T, 13, -~ I,

387 -+ JL'.,-——Q.}—E—5.)-!—”-«f—II,-—13."——-:.[5,—{*1:‘“7a
4071, §y 17, + 9, — I, — 13, — 17, — i9.
41-22—'—1,i57—!—~11 A= I3, I, == 19,

441 1,3, 5,7, 9, =I5, I5,— I7,+I9,

jQ.I
$Oi- T3+ 8y 5y =Ty LI+ I3, —15,—17,
—19,~—2I

48i4-1,+ 5,4+, + 11, —I3,—I% —19,—23,

307—+1I +3j+7,—%~9,—{—II,+x3,-+—I7,+I9,~r«"I:
23,

SZIiIaijaiSaﬁ'?aiQ:"’"IIDiISJi‘I'h"f‘19'.
2,423,425,

541+ I, 5,7, ~ 11, ~13,+17,—19,—25,+ 25,

5‘61»—!—-I.)—-—3)--5,-—4—_9,—+—II,——IS,—G—IS,—I"},-——-Igj
—2I,+23,+25,—2y

4 19,4+ 2T, 1""*,—%25,—4—27

507141 —4—7,4—11,—;—13,—&—17, 19,~=2547-29

627+ I,—35+5y 7y+9,—I1,—~I13,—I5,—17,+I9,
TTRIy 23,25y 2Ty 20,

C4d—+T,+ 8y 5yt 9yt I Ly—13,—I5,+I7,+19,
—RIy—23,+ 25,27, —20,—~5 1,

GGi Ty 550 7, 13,17, + 19y =-25,+25,-20,
S

68i-+1 +3,—%—5,—1—7,~s-9,+11’+1 ’+15,+19,+2I,
23y 252,420, 51,33

7074—19"‘*—3)—*'93—1‘-1 I)+13>+I‘7;—-193—a3?+-7,+ 29,

...__nI +03 '3,
/2

1,4
1,2,3
I,2,3
Iy4
1,344
I,2,3
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43
44

45

47
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Dinifores P

72 i1y 5y — Tyl I I3y 7y I9,m 23,7025, 20,

—3I —“35
YT N Bt S Phu T 5y Ty 0y I Iy 3, T 5y 17,10,

—+21 —|—~oa+259+ 29,20, +3 1,35, +35

'762+I —5‘33'4—51"“79‘*"95“*‘11 ot $¢ PR SNl & Pt

=23y 325527y 2 29531533537,

78 i Ty 5y =Ty T Ig—T 719y 234+ 253=20y3 1,
—35s— 37

807+ T 4Gy Ty 0y t-I Ty4-I 3y —T 75+ 19521, 23,
~==247,—20y—31y=335+37y—39

8271y Gy 59Ty - Oy I L, 1§, -1y 1 9y
i21,~+~2
39

18470 T, 53 T LT, 134Ty 19, 28,725,720,

+3 I,+ 3741
86 i~4+TIy—8y—5y—T5 s+ ITy+1 3y +I5F+I75—I0,

A+ 2Ty 28y 2527, =20y +3 15335355375
—39,+ 4TI “

§8 i Iy 8y 5y =Ty Oy I g+ 15—, —~19;—21 |
23y 25y 27— 209, + 31, — 35, + 37y 39

~—4I4—43
903§I3i7:"‘“5+1 3317310420, 7229,+3 1,
+ 37y 4I,+43

192 I yt-5y 55ty 0eT Iy FIG 15+ ITy+Ig,

2 X, 25, 2,20, +3 1, 3353537y 239

41,7483, 45

Q4 i Iy 5y—5 s+ T4+ Oy= L Iy—E 5y —I5,+I7,~I0y+21
—28,+25,+27,—29,—3I,—33;—35:+37:—39,
~4I,—48;,—45

965 Ty 5y -7y — LIy E 5y —17, 10,23, 25,

— 29,3 1y—3 5y +3 74T +435—47

7

5925929y 20,3 Ly 83,355,237 |

{12253,

| ¥5345

1445547

1,2,955,6

I,n,g,b’

§ 44

T43 9445

T142434547

L.55447
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n : Diuifores P f

451987 15350, LT, I gt TSy 1 75+ 19523,
255275720, 1,43 3,37, -3 9,4 1,43
E 45,47 - s
SCUI00I T Xy 3y -7y = 0y T X, - 15,117, 19,421,
285 2y 2 Gy -G Ty-3 8437, 3 954 15443,
47,49 i 12233,6

Scholion 2.

§. 2. Hazee tabula ficili negotioc quousque libuerit
continuari poteft. Propofito enim quocunque numero #, pro
formula 2%i-+A quaerantur primo omnes numeri primi minoe
res quam # fimulque ad # primi, quibus fignum + tribuatur, fi
fuerit formae vel 4 £ vel 4k — 1; cafibus autem quibus n eft
formac 4k -1 vel 2k 2, praefigendum eft fignum ambi-
guum -~; reliquis vero numeris primis praefigarur five fi-
goum — fine ambignum +. Quodfi n diuifores habeat im=-
pares, eos omsues ex valoribus ipfius A excludi oportet, re-
liqui vero numeri primi defumantur ex diuiforibus numero-
rum in kac formula #—+4-» x contentorum, dum loco x fuc-
cethue feribuntur ordice numeri 1, 2, 3, 4,.5, €fc. quOs au=
tem non vitra 12 costinuare opus eft.  Si enim p denotet
maximum numerum primum minorem quam #, nifi is fuerit
divifor formae #—+4-xx, fumto ¥ <ip, tum certe non erit
diuifor, quantumuis magni nureri feribantur.  Hoc ergoe mwo-
do facile omnes numeri loco A fcribendi deteguntur, quibus
inuentis numeri compofii facile ex ipfa compofiiione colli-
guntur, dum fignum cuivsque produéi ex fignis fiGorum mo-
Te {olito formatur. To:am hanc opera'ienem oferie pretium
erit aliquot exemplis declarare.  Sit igitur primo n=4c, ideo-
que formac 4%, vade omnes valores A figuis fimplicibus af-

ficien-
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fictentur. Quia {am 3+ eft maximus pumerus primus infra 40,
fufficiet numeros x vsque ad I8 CORUDUALC. Hos ergo valo-
res formae 40~ x x hic vna cum fingulis diviforibus primis

infra 40, praecter 5, apponamus:

# + x x| Diuifores.|[n + .rx"Diuiforcq.F
4t - || ¥4© 7
4-4. II | 161 ~., 23
49 7 164 23
56 vi 209 |[II,I9
G5 13 236 —_
46 EQ 263 —
89 — 296 37
I04 13 5329 ~
121 II 364 7,13

Hipc ergo nomeri primi figno — afficiendi funt —- T, =7,
- TT, —- 13, = 19y -+ 23, -} 37, Teliqui vero numeri pri-
mi mipores quam 40 habebunt fignum —, eruntque — 3,
— 1=, — 29, — 31, atque €x his numeri compofiti erunt
-+ 9, — 21, — 27, — 33, — 39, quocirca formula pro di-
viforibus primis P erit fequens:

80i—1I, — 3§y 7y =9y 11, =13, — 17y —I9; — 21,

283 — 27y — 29y — 3T, — 83, + 37, — 39
Pro altero exemplo fumatur # = 4r, gni numerus cum fit
formae 4k -1, figna ambigna erunt adhibenda. Quaerantur
igitur primo omnes dinifores primi. numerornm formae 41 +xx,
quos non vitra ¥ == ¥§ continuare eft opus, quia maximus
numerns primus infra 41 eft 349, cuivs dimidium eft 18; haec
ergo operatio vt ante inflituatur.

Noua A&ta dead. Imp. Se¢. T. L. i B-fox ¥
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XX Diuif'ores.l[;z—lﬁxx Diunifores.
4.2 ;‘39 7 141 3 —
45 13, 5 162 3
50 5 1835 5437
559 3y I9. 210 3+ 5 7
66 A G T I 259 I3
77 17,1 266 |7, 19 |
. 9% |3, 5 297 |3, 1T
S IC5. 13, 5 ‘7:_330 39 5, IT
Iant B 565 5 . :

Numeri ergo primi figno —+ afficiendi funt I, 43, +§,
=7, =1L, =19, 357, reliqui vero figno = afficiendi
funt =13, 19, F 23, E 29, 31, vinde numeri com-
pofiti colliguntur +g¢, =+ 13, 2@, 425, =29, + 33,
35, 89, quare formula pro diuniforibus primis P ira fe
habebir:

e

82141, +3, =5, +*, £9y =TI, 413, +1I5, =17, 310, 21,
23y 25, 27, 29, =31, 533, #2353 +37, ~+39.

Scholion 3.

§ 28. Quod 2d indices f pro quouis numero # at
tinet, forma generalis, quam illuftris de /a Grange pro diuifori-
bus formae x x—+nyy dedit, confiderari debet, quae erat
fpp—z2gpg—-hgg, exdiftente fb=—=n—-+gg, vbi notetur,
plures huiusmodi formulas quouis cafi non opus effe formari,
quam vbi 2g non excedit f} praeterea autem hic pro f fumi-
mus mivorem fattorem formulae #+gg; tum vero necefie eft,
vt alter numerornm f et 5 fit par, hocque padlo fucile erity
omnes indices f affignave. Tta pro- priori exemplo fupra allatoy
¥bi # == 4o, fumstur prime o — o, eritque fb——=40==35.8,

: = ficgue

g
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ficque erit f— g; deinde fumto g — 1 fiet fh=— 41, ideo-
gue == ¥; fumto porro g =2 €It fb;nuh ideogue f:xiji
fumto autemn g—g, ob [b—49 efle poterit f=+, vnde
‘omnes valores ipfius [ erunt 1,4, 5,45 Pro altero exemplo,
QuO = 41, valor g=o tantum dat {1 valor @ =1 prac-
bet fh=—— 42, hincque wvel f=—=, vel fz=3a, vel fu=6;
porré valor g==2 praebet /H == 45, vnde colligitur f=75;
denique valor g =3 dat fho=j50, vade irerum feguitur
f—5, ficque omnes vzlores pro f funt ¥, 2, 3, 5, 6. FHinc
ergo colligimus, quotics pro formnla x x -4~ 4137 prodeat
P numerns primns, tum femper fore vel P, vel 2P, vel
5P, vel 5P, vel 6P, cermum numernm formas o & —~ 417 1.
Veluti fumto i —1, quia eft §2— 5 == =9, idecque numerus
primus, ftatim paier, hunc ipfum pumeram 59 in forma x x
--41 7% non contineri, neque etiam eius duplum 158§ ar eins
triplam 239 eft 14* 4~ 41, 2% Simili modo pro P edam re-
peritur numerus primus 93, qu¥ ncque ipfe, negue eius du-
plum, neque wiplum in propofita forma coutinetur, szt vero
gius quinrnplum 365 eft == 15° 4~ 41, 1%

Problema.

Sion fuerie numernus negaviuus, pute 1 == -~—m, inuenive
Jormulam generalem pro omnibus mnmeris primis, qui xfifiere poss
funt  dinifores  eniuspiam numeri formae XX —=myy, vel etiam
formae myy-—xx.

Solutio.

§ 29. Solutio huius problematis inflituatur vt prae<
cedentis, {eribendo {cilicet — m loco #, tum vero i P deno-
tet diviforem primum formulae propofitae, quoniam is neces-
fario effe debet pofiduns, etiam numerum 7 negativum  accipi
: I = conuenit
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conuenit, vnde formula fupra inuenta euadet
— : Fr—mui '
P—ymi S

vel etiam
ss+-mun
A

ex quo manifeftum eft, omnes numeros primo membro 4 mi
adinngendos tam pofitiue quam negatiue accipi poffe, ita vt
generatim habeamuos P—4ami+ A, vbi A denotat omues
diuifores, fiue formulae ss—m, fiue formulae m—ss5, qui cui-
dem ad 47 fint primi, vande ex his diniforibus excluduntur
primo omaes numeri pares, deinde etiam il imp:ires, qui cum
niinero 2 communem inuoluunt diniforern.

P=gmi—

§. so. Quodfi multitudo omnium numerorum ad 47

primcrum eoque minorum fit — 4k, numerus valorum ipfius

A tantum erit — &k ut autem ob figna ambigua cenfendus
?

eft == 2k, ita vt numerus excluforum itidem fit — 2k. Hoc

obfernato, {i a fuerit dinifor formae m-——yss5, vel ss—m,
tum quoties 4m i -+ a fuerit numerus primus, is femper erit
diuifor numeri cuiuspiam formae propofitac; contra autem, fi
e fuerit numerus hinc exclufus, tum certe affirmare licet,
nullum nemeram formae 4m i a vynquam diuiforem efle
pofc formae propofitae.

§. sr. Ex theoremate autem illuftris de la Grange
ormnes diuifores formae propofitae continentur in hac formala
generali: fpp-2gpg—Fhgg, oxfiftente fb—m— gz, quas
autern formulas eo vsque tantum contnuare opus cit, donec
o ¢ {uperst f; fcmper enim nobis denotet f minorem bino-

=&

rum fadorum, in quos numerus m — g g refoluitur. Praete-
rea vero, vt cafu praecedente, alter pumerortm J et £ {umi
debet impar; vnde intelligitur, pro quouis cafu multitudinem
1
valo-
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valornm ipfius f fatis fore modicam, guibus inuentis omnes
diuifores primi P, vel ipfl, vel per quempiam “valorem ipfius f
multiplicati, in forma propoﬁm contincbuntur, idgue non YIi-

¢o modo, vt cafu praccedente viu  venit, fed infinitis adco

modis.

§. 32. Hinc autem merito excludimus cafus quibus
w ot pumerus quadratus, quia tum omnes plane pumeri pri-
mi, nullo exclufo, cuadere pofiunt diuvifores formae propofitac.,
id quod etiam inde patet, qnod pro A fumi debent omnes di-
vifores formulae §§——m; hinc enim fi fuerit m —=/1, et ca-
piatur ¢ ==/, haec formula fit o, at vero ciphra per omies
plane numeros eft diuifibilis.

Corollarium 1.

§. 33. Quodfi ergo a fuerit divifor cuiuspiam nu-
meri formae x x — myy, tum OINNES numeri primi tam in
hac forma 4 i——a, quam in hac: 4mi—a, certe crunt di-
vifores cuiuspiam pumeri formae propofitae; tum vero etiam
vel ipfi, vel per quempiam valorem ipfius f multiplicati, in
eadem forma continebuntur.

Corollarium 2.

§. 34. Quoniam omnes valores dpfius A tam pofi-
tive quam negative accipiuntur, €0 non vltra terminum 22
contimuari necefle eft, ideoque fi numeri m—yss, vel s5s—sm,
ordine fcribantur, valores litterae s non vitra Ip continuars

opus eft, fiquidem p denotet MAXIMUN nuerim primunm mi-

norem -guain 2 .

T a Corol-
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Corollarium 4.

§. 35. Cum valores produdi fb fint m, m'—yx, m—g,
Moms 9y M- 16, m— 23, etc., qui ab initio decrefcoent, {i
¢X quopiam muaiore f{umatur f5, in minoribus vero occurrant
fiue fk, fiue £k, ita vt 2 fit <f, tum in indices loco f re-
ferri debet £;- vade fi fuerit % — r, molttudo indicum hinc
non augebitur: i enim fuerit fP formae x x— myy, fine
mjyy-—xx, tum etiun femper b P eandem habebit formam,
idcogue etiam &P eandem formam habebir.

Scholion 1.

Y. 36. Poltlqguam omnes numeri primi iplo 4.t mino~

res fimulque ad eum primi, fuerint notati, qui fint a, &, ¢, 4,
etc. reliqui etiam notentur, qui fint a, B, v, 3, etc. et numeri
compofiti vel erunt produ®a ex numeris a, 4, ¢y d, ctc. vel
producta ex binis excluforum «, 3, 4, §, etc. Quodfi ergo
P denotet omnes dinifores. primos numerorum formae v x
— ny ¥, {umamus II pro denotandis numeris inde exclufis,
erit,

P—ymit (e, b,c¢c,4d, e, etc.),
H=—ymi4 (o, B, v, 3, ¢, etc.),

vnde pro quouis numero # iftae binae formulae facile con-
ftruentur; femper autem ambae pari terminorum numero cop-
ftabunt.  Veluti i fuerit m — 21, ita vt ex digiforibus ex-
cludi debeant numeri § et 5y cum fuis multiplis, euoluantur
numerl eX forma 21 — 55 oriundi, nullo refpectu habito fiue
fint pofitivi flue negatini, et pro quouis notentur diuifores pri-
i, praeter 3 et 7. non {fuperantes =m = 42, quae opcratio
hoc modo inftitnatur,

271
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FaT g s Diﬂifol‘@S-I a1 — ¢ [Dinfores. |
o1 79 -
o 5 100 | 5
i Iy 129 . 41
Iz — 148 37
5 5 175 5
] 4 — 204 -} Iwoo. .-
15 5 235 .
2§ — 268§ —
4.3 — 303 — ,
60 5 340 17,5 !

Hinc ergo valores pro litteris a, &, ¢, d, funt 5, 17, 57, 4%,
exclufi vero, litteris «, 3, v, 8, etc. denotad, funt II,
13, 19, 23, 29, 37: ad illos igitur accedit compofitus 25,

ita vt ambae noftraec formulae futurae fint

P=—284i+ (3, 5 I75 25, 37, 41),

M= 847+ (11, I3, 19y 23, 29, §31I).

Sicque vtraque forma eodem terminorum numero conftat, id quod
femper fieri necefle eft. Pro productis autem fh, prouti ex
terminis decrefcentibus oriuntur, habebimus fequentia: 3.7, 4.5,
3.45 I.5, I.4, €X quornm mmniunis 5 €t 4 patet y  vnitatem
tantum inter indices effe referendam, Hinc ex 3.4 etiam 3 ad
vnitatem reduncitur, vnde conclnditur, vpicum dari indicem 1.
Hic copueniebat etiam formulas afferre pro nameris qui nullo
modo diuifores effe poffunt,. quas in fuperiori tabula {upei-
flunm fuifet adinngere, quoniam fi in formulis pro P daris
fingula figna in contraria mutentur; tum ¢z pracbebunt omnes
numeros I

Tabula
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Tabula exhibens omnes divifores primos pro numeris

Ials

wny

~X

IC

II

Iz

13

14

formae vel xx —myy vel myy— xx, vna cum
indicibus f.

Vbi perpetuo figna ambigua fimul locum inveniunt.

20 i+ (2,9)

207§ 4-(3,7)

24.i--(1,5)

24 i+ (,11)

28f:_i—-(1, 3y 9)

23 i+ (5, II,13)
32i(1y9,9,15)

32 i+ (3 5, 11, 13)
40i+(1,3,9,13)

401 (7,11, 17, I9)
4471 (1,5,7, 9, 19)
447+ (3, 11,13, T4, 21}
#8714 (1,11, 13, 23)

48 i+ (5949, 1%, 19)
524+ (1, 3,9, 17, 23, 25)
527+ (5,7, 1T, I5, 19, 21)

56 14-(3y 15, 17, 19, 23, 27}

60— (13, 19y 23, 29)

P et I f
8i+1 ‘ I
gi-+3
I2{+ I
I2{+5

551.12(1:57_9: Ir, 13, 25')' 1

B0 1= (1449, ¥1, 17) ' i
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ml P et IT. f
| 17({68 i =~ (1, 9y 18, 155 195 275 255 33) I
 ||68 i (5y 59 s TT5 235 275 295 31)

L 72ii(1,‘7917523>25731) 1
921+ (55 TTy I35 19, 25, 35) :

19{[96 i == (X3 85 55 92 155 I75 25, 27, 31) R

26 i =4 {7y 115 I35 214 235 29, 335 35537
20|[80 7+ (I, 9y 1L, Ig, 2I, 29, 31, 39) I
304+ (3547, 135 17, 235 2775 33 37)

21(184.7 4 (1, 55 T, 25, 37, 41) I

841+ (11,13, 19y 23, 29, §1) ‘

221847 = (T, 35 75 99 135 21, 25, 27,20, 39) 1B

8411~ ( 5,15, 17, 105 255 315 355 37, 4T, 43)
23(|92 74+ (2,7, 9, TX, I3, I5, 19, 25, 20, 4T, 43) 1
921+ (3y 55 175 215 27, 315 335 355 37, 39, 45) |
24||906 § + (T5 55 19, 234 255 29, 43, 47) I
96 i (7, X1, 13, 17, 31,355 375 41).

Scholion 2.

§. 3%, Manifeftum hic eft, formulas P et IT pro cafu
m=24 non differre ab iis, quac pro cafu m=6 funt datac, quem-
admodnm rei natura poftulat, quoniam forma x x — 67y re-
digitur ad formam x x — 2477, dum in priore loco 5 feri-
bitur 2y, quae conucnientia in genere locum habere debet,
fi numerns w per 4, alinmue numerum gquadratum, multiplice-
tur. Eadem quoque harmonia reperitur in formulis prioris pro-
blematis : interim tamen difcrimen intercedere poteft ratione
indicum f, quam ob cauflim tales cafus a f& innicem diftin-
ximus. His igitur expedids coronidis loco fubiuneam duo
theoremata, quibus in cafibus prioris problematis formulac P

- Noua 4éa dcad. Imp. Se. T. L. K ad
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ad membrum 227 funt reduae , et quorum vgritaten*‘ir oxt
hactenus tradits haud difficulrer cognoflcere licebit,
l
| Theorema 3,

§ 58 Sifuerit n== 4k -+ 1, vel # == 4k -+ 2, quo-
tes fuerit 4n /-~ 27—~ 1 numerus primus, is crit dinifok
formae x x -y 9. : :

‘Theorema 4.
§ 39. Si fuerit vel # == 4k, vel # =4k — 1, tum;
quoties fuerit 477 — 27 -~ I numerus Primus, 1$ erit diui+
for formae x x ~-nyy. '
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