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'-"Maximéf‘ar&ua eft quacttio, quagdo in fuperficie corporis cu<. -
- juscunque eiusmodi lineae geometrice ducendae” réqiiruntior ,
- quarim omnes arciis. algebraice affignare liceat; ‘cum adeo in
cylindris, etfi pro genere. fimpliciffimo huiusmodi corporum fint
habendi, praeter lineas.reas axi pirallelas nullae aliae curuae
re@ificabiles duci. queant. Hinc equidem etiam fum arbitratus,
} in fuperficiebus conicis. quoque’ nullas alias tales.” lineas , nift:
i . quae ipfae fint rectae, duci.pofle, id, quod quidem in genere
affirmandum videtur; - veruntamen - deinceps deprehendi, in iis.
conis reétis, quorum latera ad bafis diametrum rationem tene- .
.. ant,rationalem, infinitas plane linéas rectificabiles geometrice du-

! © . _ci pofley;quemadmodum alia occafione fum oftenfurns. - In fu~
- perficie -autemn fphaerica nullae adhuc aliae huiusmodi lineaé recti-
ficabiles inueniri potuerunt, praeter Epicycloides illas fatis no=
", tas, quae prouolutione circuli maximi ‘fuper. minore nafcuntur,
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quae quidem inueftigatio per*nullam certam methodum, fed po-
tius cafu quodam fortuito perata videtur: b e
. § 2. -Multo _mi—nus-ﬁ-"igitft_w-fpe;rarc -I—ig:uit,-:vnqu'am'fore,

vt in fuperficie corporis. fphacroidici elusmodi lineae re@ificabi-
les detegerentur; quandoquidem -arcits clliptiei talem inueftigs.
tionem penitus impedire videbantur. Incidi autem nuper in
infigne quodpiam Theoremia ;: quod tanquam fundamentum ta-
- lium inueftigationum merito {pedari spoteft., vnde non folum
pro fuperficiebus ' {phaericis methodo fatis plana et facili cur.
vas illas'1-eétiﬁcabi1es'.elice_re..pot'ui, fed quod me etiam ad ta-
les curuas in - fupérficie --fphsierdiid_;’(‘:a____qugcp'n_qye manuduxit,
Hoc igitur Theorema ante omnia ifti inueftigationi praemittere
necefle eft. S - -

 Theorerha. generale.
v . 8§ 80 8% lintere o denoter- functionem quamcungue anguli
: (D, b;?agrl_ éléﬁ;{efétﬂfi_z curuae ita exprimatur vt fit a;:waq>+a3_5,
tum. coordinatae orthogonales buius curuae , -guae Sme x et y, fem-
wper dta. abflute. exprimi poffuns, ot fit R
- ':x‘r..ffia_.r.<ﬁn. ¢ = g—g fin. @ — o cof. O e

" Sy :fa .r‘gof'.‘ CD;:';—% cof. 4~ Uﬁn..@. :

.. Demonftratic. -
Toh L § 4. Sit AY linea illa: curud ad axem ‘AN relita .

- Fig. 1~74d > quam -in quouis pun&o Y ducatur normalis YN, in-qua

- producta notetur: punéum O, centrum circali curvam in V- ¥
‘ofculantis.  ‘Tum véro vocetur angulus -A N'Y =@, ac’ demiflo
--ex -Y ‘ad ‘d¥em perpendiculo Y-X, fint coordinatae A X=xet

- XX =y, iple vero arcus ‘A Y vocetir -=='s. Tam ‘qitia ‘eius
| | | ' DR = ele-.

~
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elementum eft YJ’ BJ‘““*U op+0.22, per hy‘potheﬁn, ob an= -

gulum - AYX = CI), erit vuque 0 ¥ = B ;nﬁn. (D et By a.rcof Q), -.

1deoque - ot
ax::rvatbﬁn.(D—-}—ﬁn.CDa aTﬁ’ T
0y =00 cofl. Q)-I—cof(ba 576’ SR co

quamobrem habebitur integrando . = - : L
x_fq: ac1>ﬁn cb+fﬁn,q>a 29,

';_._...ftvatbcof CD—+-fc0f q>a m"

§' 57' Ad xﬂas founulas mtecrrales euoluendas per re-
" dudtiones notlﬂimas elicimus , .

ffvaqbﬁn Cf)—“‘—wcof@%—fa‘vcof(b et '. s
S fin. O 2 %—%ﬁn.QD —fov.cofi P, . :
" quibus coniunétis manifefto prodit x== —w cof. @—i—a—@.ﬁn. . | |
Simili modo pro applicata y 1eperletuf SR g : : | _ !
o foodcof. @ = fin. QD—-fafvﬁnCDet |
fcof@ag$:§%cof®+fawﬁn (D, o .
vnde conficitur ¥ — v fin. (D+ 3 colt qb ‘ o

o Corol]amum 1. o

. §.6.. Quodfivergo v fuerit funcio algeblalca, non qu1-
dem..ipfius ;anguli {, fed potius eiuns finus vel tangentis, ita;vt L
pofita tang. P — 1 quantitas @ fit fundio quaecunque algebra1- L. T
ca ipfius 7 ;- euidens eft, 1pf'a1n curuam, futuram efle algebral-, '
cam, propterea quod ambac cius coordinatae x ef J per func-
tiones algebraicas ipfius - expnmuntm.,. Longitudo autem hu-
Ius curiiae, cum fits=/v v G +22 q:? adeo erit rectificabilis, quo-
ties formulam f 3, fiue: wdt integrare licet. Contra vero

T+it?

H2 . - " haec
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. haee rectificatio ab eiusmodi "quadratura pendebit, quam formus,
Ia integralis Jvo@_inuoluet; vide ope huius theorematis: faci-
le erit, non folum innumerabiles curuas algebraicas affignare ,

- quae ﬁnt rectificabiles , fed €tiam ' tales ,» quarnm - reéhﬁcatm

datam quadraturam 1nuoluat.

Co1olla11um a0 | :
, §- 7. Quoniam du&a normali proxima y O, priori in !
centro circuli ofculantis O occurrente, ob angulum Any—=0Q

-2 @, erit angulus Y.Oy = 0@, "idedque ipfe radius_ofculi

YO =25. Hinc ergo fumto elemento 3, pro differentia-

libus fecundis, conftante, Cl‘lt ipfe 1ad1us ofculi YQ_fv-i—af;i.

=COI'O”9-H‘UH'1' Y PR
§ 8. Quoniam inpenimus applic'l'ta;m N .
i XY..._‘}’.__.‘Uﬁn $+ COf q), "‘. R f':.j”_._.ff..
ob angulum X NY == erit ipfy normahs S
YNWJ—¢_U+ cotCD -

|
| . ¢t fubnormalis
] - — ey.0e -
L ‘ . XN —= @cof(})—i—m ij)’
vode erit interuallim AN —22, _.I_, Quate fi ex A in nor-

malemy Y N ducatur perpendicnlum- AP habebimus A P —

AN fin. CD—%% et “internallum N P ~‘—,!%Ncc»f (I)r_i%jcot Q.

'  Hine cum effet YNL.—:tv+ cot GD, colhgitur fore PY=w;
|
) x;angentcm\YT demlf’"um

(

b'

| 1 . ' .l ‘

J 'ﬁcque functio no{ha v expmmt perpendlculum ex puué‘oAm

| SRR Comﬂarlum 4o .
;f § " § o. Hinc igitur difcimus , quoties hoc pelpendlcu-
Ii

ium AT fuerit funéio algebraica angull ANY =, feu po-
| tius
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tius eins tangentis — ¢, toties ipfam curuam fore algebraicam;

‘quoniam inde ambas coordinatas AP —x et PN =y alge-~

braice eyprimere licer.  Vbi meminifle iuuabit angulum @ tan-
quam menfuram amplitudinis cufnae fpectari pofle.

Coroflarium .
§. 1o. Si praeterca ducamus chordam AY, quia in

triangulo redangulo A PY habemus , cathetos AP =23 et
P Y -= o, longitudo ipfius chordae ita concinne exprimitur, Vvt
— L9 v H— e — 3w
it AY=y (vo—+ T vande fimul dedtil“c_lgull:;tang. AYP_m_,
quae ergo fimul erit cotangens anguli AY T, quem chorda

cum tangente conflitnit, ita vt huius anguli tangens fit — w2

i LR 4
) .- . : —
dum ipfa rangens YT aequaml rectae, AP_%

Scholion’ 1.

§ 11. Ceterum fi perpendiculum, ex quopiam punéto
fixo A in tangentem curuae demifum, fuerit funélio algebraica
amplitudinis curuae = P, {¢u potius eins tangentis — 7 facile
perfpicitur, fi loco’ A alind quoduis pundium & accipiatur, per=
pendicnlum inde in tangentem demiffum a7 paciter fore funéio=
nem algebraicam ipfius @, fen s, Vnde in gepere patet, quo-
ties perpendicula, ex pun@o quocunqae fixo in tangentes cur-
uae demiffa, fuerint functiones algebraicae ipfius d vel 2, to-
ties curuam femper fore algebraicam, quod eft theorema fine
dabio maximi momenti in theoria linearum curuaruin.

Scholion 2.

§. 12. Quae hadenus analytice funt demonfirata, per
folas coufiderationes geometricas fequenti modo oftendi poffunt.
Sumatur punéum quodcunque fixum A, vnde recta AN rofi-

: H 3 tione

Tab. L
Fig. 2
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tione data cum:radio. ofculi curnae Y O conftitnat zsgulom
ANY==Q; tum vero ex A in ipfum radium ofculi ducatur
perpendlculum AP, pofitoque interuallo Y P — o, fi' ex A fimilj
modo in radium..ofculi-proximum y O. ducatur petpendiculum
Ap, erit vtique internallum yp == o +4-dw=7Yy¢q, propteres
quod ambo radii ofculi ad, curuam. funt normales; quare cum,
ob angulum Any — CD ~+ 0 ®, fit angulus ad O — B(D , erit
etiam angulus P A ¢== 0 Q, vnde cum P g¢— v, euidens eft
fore. perpendiculum ~AP =22, ex duo erit Ap ‘"“—3'1’—4-36"@'“,
ideoque’ elementum ? q—”q)“’ 5 vnde “ob’ 1nvulum ad O =0
flatim deducitur interuallumi O g ﬁue OP = %?’P” ) ﬁcque per-
,,i‘pmuumgﬁ ipfum radinm ofculi fore | ~ 255~ Porro vero
quia inuenimus perpendlculum AP—?J;, ob angulum ANP (I)

crlt ipfum interuallum AN = 5 g O interuallum P N =
2 3 cot. Q, ita vt iam fatyra fit tota normalis

YN“YP+PN—m+mwm®.

Demlttamus iam ex Y ad AN _perpendiculum YX vt obti-
‘neamus coordinatas, AX__x et XY___y, et quomam in tri-
angulo retangulo XYN habemus hypothenufam Y N —
2.~ 32 cot. O, cum “angulo XNY-= q'), inde ftatim cognofci-
mus 1pfam applicatam , .

- XY =y —wfin, CI)-—]-— cofcb - A
et {ubnormalem . - : ' ‘

XN—fvcofCD—i—— g

o * Jino @ ? o
qua a toto -interuallo ‘A N ablata relinguitur abfcaﬁft
A‘{_x.__mq)cofd)—}— 55 in. O,

quas ergo coordinatas, fine vila mteglatmne, algebraice ex-

preflas elicuimus, prorfus vt ante. . qu igitur pracmiﬁls mﬁl-
.tutum noﬁrum aggrediamur.

l‘P 10-
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-Proiectionem curuae illius reificabilis in plano-aeqiatoris facam,

NSRS (6%;';:)?'.*-—--':' -

~Problema, " .
§ x3. 87 guadram ellzpnm.r A'CB Girc dxéin C-B cir=

cumuoluaryr /i eque. JSphaeroides ellipricum. formemr, -CUiUs, aeguatar

erit civenlus- radio C A4 deﬁmpm;, femzaxu vero o B in, fuper-
ficie buius ﬁ)baerozdz.r eiusmodi lineam cw uam geometww defcrz&ew

_ Solut\lof PR
§. 14. Vocemus radium aeq‘uatorls CA= I, at femi-

~axent {phaeroidis € B=v¢, “ac referat in -Figura 4. circulus
- centro. C. radio C.A.__I defcnptus acquatorem . {phaeroidis
‘propofiti, ad quem ex' quouis fuperﬁcml punito z demittatur

Tab. 1.
Fi 2.7,

Fig, 4

perpendiculum ZY, atque ex Y ad radium aequatoris C A per- ‘

_pendwulum YX, vt locum punéh Z per ternas c001d1natas

LY Z:z, qulbus conﬁltuus, i noftrum’ fphaermdes eﬁ'ét fphae-

ra radio == x defcupta 5. ob mtcmallum CZ—=—1zx haberctur

......

“haec aequaﬂo J xx—e—yy—i—zz'—x, ideogite &= V(I—xx——_yy)
.Nunc igitur, quia femiaxis fphaermdls et == ¢, ifta altitudo
YZ in ratione =1 :¢ gugeri debet, ita vt pro hac fuperficie

{phaeroidica habeamus ‘iftam 2equationem: 2= c]/( I ——xx——j{y):,

quae, e{’c aequatlo naturam hmus fphae.lOldlS exanens.

§. 13, Conﬁat -dutem «in.- gﬁnere, quande in fuperﬁae
corporis cuiuscunque ducatur linea curua quaecunque, eius ele-
mentum 0 s femper ita exprimiz vt fit Qs=y/(dx* = 0y +202%).
Quamobrcm noftra quaeﬁm huc reducitur, vt (eiusmodi’ relatio
inter binas coordinatas -x et # aflignetur y. vnde . ~formula illa
differentialis pro os data euadat. mt@glablhs ; tum antem aequa~
tio inter x et y .huic conditioni fatisfaciens fimul exhibebit

ita

€
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ita vt vicifim ex cognita hac proiéciione 1pfa curua. quaefita
m fuperﬁcm fphaermdm facﬂe exploretur.l oy

4

Y e

816, Qu1sqn1b autem hiing ‘laborem 'in- genere fufci-
‘pere voluerit , MOX deprehendet ullum fucceﬁ"um exfpetari
‘poffe, nifi muc{hgatmnem ‘ad “cafum’ paitlcularem qdﬁrmxent,
quo ratio confians inter jongitudinem curuae - quaefitae s et
altitudinem z ftatuatur.  Hanc . ob.rem {ffatim ponamus eﬁ'e
;___nz, ita vt fumtis differentialibis effe debeat

DA A0y o= nno, 1deoque _- -
]/(Bx —}—8}):821/(1112-——~1), o
‘vnd'e' pelfplcuur y numcrum K 1lcqeffar10 vmtate malorem cﬁ'e
udebqle.i i . .

' -‘vr . s e - \
ORI . o R F 5

.§.' Cum 1g1tur formula V(ax ——}—By) expnmat
elementum prmgeéhoms in plano aequatorls factae, patet etiam
hanc prow&ionem efle debere cufyam rc&iﬁcabﬂcm. -Si ‘enim
“¢ius longitudo” ponatur _E ob 35 =10% ]/(72 A1) fe-
fqultul fore ==z ]/ (s — I) —+-C; quamobrem i ampll-
~tudo 1ﬁ1us arcus by pomtur — ¢, per theoreina plaecedens,
ﬁ v denotet fun@ﬂonem quamcunque 1Igebr11cqm ipfius CI), erit

fo 8(1)-—{—- SH. vbl mamfeﬁum éft formulam /' q;B(D quo-

LT
.J i o

que 111tegmb11c:m effc debere; tum vero pecefle et vt fit

fvaclb"l—aru_Z]/(ﬂﬂ'——I) STTEI .

§ 18, Cum autem. it = ]/(1 —— W —-*.,‘V.}’): fu-

:pra wdurnus ‘ob . S - ‘L

g iy cof Q)—i—%ﬁn. (D et - -:~'::'..:‘

=G gl ®, fore
. A xx—l—dyj",‘_"vv—}—q)ea’ Pl e - ' 3’

]
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ficque totum negotium redutum eft ad hanc aequationem:
ffuBCD-—%—;’(‘I;::H/(M%-—I)(1-—-@@——3&12), -

ad quam refoluendam ponamus » = f cof. (A { -+ a), eritque
Sw aq;:%m;. AP4-o) et

29 — __» ffin. A Q)

o
vnde habebimus

fquC})-—l—-gg:f_‘?__A—_"l‘.’ﬁn (?\_d)i——l—--oa?,‘

qui ergo eft valor membsi finiftri noftfae aequationis.

§. 19. Pro membro autem dextro primo erit
vo=ffcoll AP+ a) et

22 =2 fin. (n '

quamobrem habebimus

I —ou=1I ——ffcof (7\(1)—]—:1) .
qui valor vt cum pofirema parte ‘confpiret, fimatur f=r, vt
fiat 1 —wowo="fin. W) c:,)2 hocque modo nofira asqua-
tio erit

=2 fin, (AD+ ) == ¢ fin. (?\Cf)+oc) 1/(14;2—1) (2—AN),
quae per 1/(1 — A% fin. (A O + &) diuifa pmebet

YoM =gy (an— 1)

vnde pumerus ha@enus indefinitus A ita determinatur, vt fit A =

VaETan—re" Vel etiam numernm A . arbitrio noftro relin-
quere poflumus, indéque numernm illum # definire, qui ergo

erit fz"“"’/“"‘}‘)‘“"““‘, vbi tantum notarl oportét, numerum

Ac ,
A'ita accipi debere, vt numerus I —AX-+AAc¢ prodeat po-=

fitinus, id quod eueniet quando fuerit A <””—E“EP tam vVero

etiam, vt iam notaulmus, numerus # viitate malor efle debet,
 Noua Atta Acad. Imp. Se. T. I11. I - ad
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ad gquod requiritur vt fit A< 1, at‘que" adeo hific conditioném
obfernaffe fufficiet: dummodo enim A< 1, etiam:femper erﬂ.
1~—~}\7\—1—,\7\cc>o fimulque ?2>I. ' ‘

§.-2o. Quaccunque igitur fractio wvnitate riinor. Pro A
accipiatur, indeque capiatur # — — V=22 42heo) hapebimus,

AT
v—=col (AP +ay, L R
' I P — s L
S0 — — X fin. AP o) et

Sv o =2%fin. (7\.(])-—1——05), |
vnde coordinatae proiectionis curuae quaefitae in ]:ﬂa’num aeqm—

toris fadtae- ita’ déterminabuntur, vt

x = — cof. O cof. (W@ ~+ o) ~— Afin. @ fin. (h(])—;— @) et
7 = fin. @ cof. (A P+ &) — A coft P fin. (?\(D—s— oL),
ex quibus porro colligitar
xx —+yy=cof (A + &) - A Afin, (A(D—}—oc) ﬁue
xx—t=yy =1 —( —ANMn AP+ a) _
At vero per notas reductiones ambae coordinatae ita reprae-
fentari poterunt:
¥ = —F2cof. [(A—-—-I)CD+a] —I=2 cof. [(A—t—z)d)—i—a]
=12 6 [ )] ——I—f;& fin. [(A—1) G-+,
tum autem longitudo ipfius curuae in fuperficie {phaeroidica
defcriptae erit : ,
.r_._.fu BC)—{— "’ —"I“““‘ﬁn W)+ a).

-

§. 21. Has. formhlas multo fimpliciores rfeddere licet,
fumendo angulum conftantem o = o., - Quoniam enim per va-
riationem huius anguli « tantum poﬁtlo coordinatarum x et ¥
immutatur, dum 1pfa corua eadem manet, fine vila folutionis
refiriCtione tute flatuere poterimus « = o; tum antem coordi=

' natae
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natae x et y ita. cohcinnius exprimentur:
" —— e 2R (v T emT
L =2l -1 =2 col. (x + PQFD’ |

2

y =i And(r+=2) P -ﬂr—*}_‘:_}" fin. (x —2) O,

£

¢um antem erit longitudo curuag in fuperficie defcriptae

s = =2 20in A Py

quae ergo enanefcit vbi P=—o, et eo wsque extenditur, quo-
ad angulus A euadat rectus, a guo. termino curya iterum re-
cedere incipit. - ' o L :

§. 23.. In hac euolutione quanfitas ¢, qua {pecies {phae-
roidis exprimitnr, aliter in computum non eft ingrefla, nifi in
] numero #, quem inuenimus n=YEZAARIMCD, et quo ratio
continetur, gquam longitudo curnae quaefitae ad ‘altitudinem 2
tenet; vnde haec proprietas potatu niaxime digna confequitur:
quod pro omnibus {phaeroidibus ellipticis, fine fint cblomga
fine comprefia, lineac redificabiles, in eorum fuperficiebus du-
cendae, fi in planum aequatosis- proiiciantur,‘ad -easdem proiec~
tiones perducant; ita vt folutio huius problematis plane-con-
gruat cum folutione eius, quo lineae te@ificabiles in fuperfi-
cie fphaerica quaeruntur. Atque adeo praefens folutio illi,
qua hactenus iftud problema pro {phaera eft folutum, ideo lon~
gifime anteferenda videtur, <qued per certam methodum ad
fcopum optatum perduxit, cum folutio wulgaris cafui fortuite
accepta fit referenda. '

Applicatio -
praccedentis Solutionis ad corpora conoidica
| hyperbolica. . |
§. 23. Quoniam quantitas ¢, qua femiaxem ellipfis
generantis ‘CB defignauimus, ex calculo fere penitus eft egres-
fa, manifeftum eft noftram folutionem etiam locum habere
| | 12 - pofe.
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pofle, licet ifta quantitas ¢ fiat adeo imaginaria, id quod eue-
nit, quando ellipfis initio confiderata transmigrat in hyperbo-
lam, cuius centrum erit etiamnunc in ¢ et {emiaxis transuer-
fais CA=—1x, vt ante. Ad hunc igitur cafum euoluendum
tantum opus eft vt loco ¢ quantitatern imaginariam ftatuamus,
ponendo ¢¢=-—aa, fine c=ay —1." o

§ 24. Omnia igitur, quae fupra euoluimus, prorfus im-~
mutata manebunt, fola illa aequatione, qua numerum # defini=
vimus, excepta, quae pofito ¢==a}— 1 recipiet hanc for-

mam: _
7 —  YII—=AA—AArza)

=%

AA(z4-aa)—rzx ,
AVe—a ]/ aa ? )
vbi patet effe debere AX(aa~1)>1, fiue A ey tum

vero, quia etiam effe debet # > 1, tam.haec quam praecedens
conditio adimplebitur, dummodo capiatur A> 1. . Quamobrem

‘tota folutio huius cafis a praecedente in hoc tantum difcre-

pabit, quod hic numerum A vnitate maiorem accipi oportet,
cum ante vnitate minor fuiffet; quamobrem coordinatae proiec-
tionis- nunc ita exprimenturs; .

_ x::—l‘iu'_"-f cof. (A — 1) O ~-2=I ¢of. (A+1)Q,

2

R A—rx X
Sy = ﬁn.(?x—-—-I)CD-*—-Z‘—;—'-——ﬁH-@“‘—I)q)L

ex hisque erit ’ :
¥x+yy =14 QAN—1)fin. 2P,

ipfa autem curuae in fuperficie defcriptae longitudo erit
s== 22T fin. AD,

vbi fignum mnegationis nihil in figura curuae turbat, dum tan-

tum in partem vergit contrariama i quam in calculo fpeQaui-
-mus. " Hoc igitur modo folutio noftra multo latius eft extenfs

quam primo initio fperare licuiffet.,
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