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SUPPLEMENTUM IX
| 4D SECT. I TOM. IL -
RESOLUTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM
SECUNDI GRADUS, DUAS TANTUM VARIABILES
INVOLVENTIUM,

1). Methodus singularis resolvendi aequationes differentiales secundi
gradus. M. -‘S. Academia:e exhib. die 19 Jan. 1779.

i § 1. 51 p et ¢ f‘uermt functiones quaecunque ipsius a0,
atque proposxta fl]f}ﬁlt haec aequatio lI’lt&l binas variabiles x et z

S
2Paz+ ap_aacfzax R\ )

evidens est ejus integrale facile mvenln posse, 51 ea multiplicetur
per z, ut h'tbeatur

20% fadx
szz—k ..,Bp.__Tf g

Prsons emm membri mtegrale est p z =, posteuus verd membrum

posito S -——_.v abit in v 9 v, cujus mteglale est 1 v v+ C,
-ita . ut hmc nanciscamur istam aequatmnem 1ntegralem Pz 3 —
jvv-+C, unde fit vv==2pzz— 2C, hmcque = .
— Zax__ - ’
v/t =y (2ppez —C)
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quae dlﬁ’erentlata dat :
zasc_ Cpzoz—t2Rop
g T vY(@pzz—C ?°
facto él"g‘o-jdivisione per z, erit‘ N
dx __ 2pdz-tmadp
7T TV (@pae—0G)?

quemadmodum autemn hing, valor ipsius z per x, ejusque functio-

nes p et ¢ exprimi queat, non luquet Ut autem 1stum scopum ob-

tineamus, posito ut fecimus f~——m_-_.v ut sitvv—=2p2% — C,

_ietmeamus quanutatem 2 I calculo et cum sit

23z gdv
T__Bv, erltZ_aw, o

" quo valore - substituto habebxmus.

2; qqav’ .
3 03 ’—"Ca' . !

" -

VU=
unde colligitur .
—8xY [vw-—4-C]
dv= qvap ? .
quae sponte separatlonem admiftit, cum sit

dw
1/('111.—-]-—0)""" q'l/2

—, ideoque

jV(ww+G) —*quEP
cujus valor, quoniath p et g sunt functlones ipsius x, tanquam
cognitus spectau potest.

-~

§. 2, Statuamus ergo hoc lntegmle

qu,”;p__zx

ut habeamus-

fufcw—}-m:zx

quare cum constet esse

| BB | c
fW“ [v-—+—]/(vv+ i, etit
v - ]/ (wv—+C) =X,
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‘unde colligitur i}:X;;'G » ideogue per gquantitatem X definitur..

§. 3. Cum igitur supra invenerimus 2 pra—vv—4C,
erit | L , '
(X2 — (XX 4G
2 Pz z Tx% -+ C= EX
-consequenter - erit
o XaC.
2 ]/,2 P = '_"E—rv‘g

'51cque quantitas z ita per X _exprimitur, ut sit

X2 4G
7 — 2XV2p?
ubi meminisse oportet -esse
| dx -- . | ox .
X ::.fm;, sive X =—e/gvep

§. 4. Manifestum autem est, aequationem nostram pro-
positam, -si a signo infegrali liberetur, abire in aequationem dif-
ferentialenl  secundi g’radus cujus .ergo integrale completum ‘modo
‘elicuimus.  Faela enim multiplicatione per g ﬁet ’

2pgdz+q2dp=dn/ 27, |
et differentiatio sumto elemento O @ constante plaebeblt sequentem
aequationem differentialem secundi gradus <

2pgodz—+2pogodz—+2z0qgop zam=
 +3¢g0pdz+qgz00p g
cujus ergo  aequationis non parum absuusae novxmus esse mtegral
‘completum . -
’ g
2 == ;LX;/*;C , existente X = e/gvep»
ita ut ista quantltas X etiam constantem arbitrariam involvat.
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§. 5. Cum autem haec aequatlo non parum sit * com-
.plicata, sequenn modo concmnlus 1epraesentau potest ; cum
enim sit

9. pzz::a fzam'

erit diffelentxatlonem tantum 1ndlcando
5. 40-p25 23

Y

. 2 T
quae manifesto integrabilis evadit, si multiplicetur per -m,
! S =
go.pa2x
A f22

quodsi enim brevitatis gratia statuatur —= 50 %, membrum

sunstrum fit-

. 2sda. Bsam-—zfasax,
ejusque- ergo’ integrale ssoa® & at vero ex . parte dextra habebimus
202"0.p %%, cujus igitur integrale est

"2pZZBi2+Cax2,

ita ut integratio nobis praebeat S§s=2p&%C.

‘ {. 6. Ouo nune hanc aequationem pemtlus evolvamus,
—_ gov __

statuamus ut ante p 2% —w, ita ut s;t — = sdx, eritque nos-

‘trum integrale inventum _

qqav

zadxd T —2v+4-C, . o

quae ob ZZ:%" abit in hanc

For .
P = 2v+-C,

vox?

§ 8§52 =3

unde eruitur propémodum ut ante
An g ‘
Yo(Roet+C ~gvp?
quae a forma ante inventa non discrepat.

§. 7. Simili modo etiam aliag aequationes differentia-
les magis complicatae resolvi poterunt, veluti s proponatur
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ista aequa‘uo _
3paz+ D p = axfzzax

ubi iterum p et g. denotant functlones quascunque ]pSluS x,

enim sit :
a;az+za — 225
»I. - P—"22 >
erit per z z multiplicando

BEdX razdx
= 1=

a.pvs—“‘

quae posito ':fi-“q—”:v abit in 9. p2*z=vouv,

2pz* ——vv- C.

8. Quomam autem posuimus SE

— 3 __ 43w qaw
— ox —axl/

W‘)

t\l

hmcque z

unde fit -
zﬁqaru]/qa'v’ UU+C
Sumtis ergo quadratis’ erit _
| "‘—I_’%?—M--—(vv—]—(})z 1dquue
g’ . 3= 7
{(vo--GC)* T 4ppa’”

cujus radix cubica praebet
0V K
Y (v-+C)YF T g Vipp’

Hinc igitur quantitas ‘v per z definitur, ita ut jam v speciare
queamus tanguam Vcram' functionem ipsius x, qua inventa erit

— 2

Vol. IV.

c
2% 'w";‘c hmcque Z—]/'m'}'

ideoque integrando

=, erit

67
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& 0. Eadem ista aequatio adhuc alic medo resolw poterlt
~ quandoquidem per ¢ multlphcata ita repraesentatur

d.p=x* zzox
L =Py ——, sive

o 3 qd.p2® ___w20x2 .
*Tam T g, ?

T
2ad.p% .

quae manifesto 1ntegrablhs reddltur, mult1phcando per —-

prodit enim )
(qa””)——-zpv?'a:n +Col.

§. 10. Jam ponatur pz3:::v,_ ita ut sit

3 — [& vz v
——— t &7 — o
A p’”e‘ 5 p’

quo valore substituto habebimus

Pggov] p-—zvax—l—cax
vy v

unde concluditur _
ov° R E .
- - < s <7 Slve
v@v+COVYe T pegip

| . S v _ o v, — dx
o Vv (@Ev+0O Y vs]/(”—i-c) 9V pp

3

haec aequatio simplicior evadit, ponendo v=u
B - 8Qu.  _ 9x -
. VER o T oV
' Hinc intelligitur, innumerabilia exempla per has formulas expediri -
posse.

, scilicgt
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§ 14. Quin etiam hujusmodi aequationes multo- genera-
liores tractari poterunt; mnamque aequatio generalior ita potest

repraesentari o s
D.pE"__dmpdm .
z" N q / q ?
quae evoluta dat i
' o far
mpat Tl g™ rdp — — zaw.
' : q q

Facta autem rriuitiplicatio_ne per %", prodit aequatio sponte in-.
tegrabilis :

B..p'im—:.inamf?nam,

si quidem prodit

p = fqnam) +C.

§ 12 A;i hane aequationem ulterius evolvendam sta-

' n :
fz _azr::_ v, eritque Z"=— qa?,
q R - . aw

unde primo 2 p zm —y v+ C, et hine “porre

(2 p)m A (2 p)m @__ (vv—l-- C)m
quae cum sponte sit separabﬂls, dabit

ow 0x

P

{Hamus

]

- n?

(uv—}—C)m J q(2p)m
unde .ergo quentitas » per x determinabitur, qua inventa 1psa
'zMJ-{—C
2p
467.2

quantitas quaesita % ita exprimetur, ut sit 2™ =
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g 18, Ilustreriiis haée unico exemplo a primo casu
petito, sumendo scilicet p =='f —-I—x:x: et q.._.]/z ita ut aequatlo
p10p051ta sit : -
292 (1t T Y L T
quae in hanc aequationem secundi gradus evelvitur
42302 (4+z2)-~122920%—+ 3 zax":‘-'o‘,
cujus ergo integrale quaeritur. . S
C§ 14 Faciatius ergo” applicatioliem solutionis sﬁpfa_ ”§. 3.
inventag, ubi cum hic sit p= 1 422 et g=1y/2, et
| | IX'zzfm- Z[m+]/(1=-+~a:w)]—- la,
unde fit :

R }'_'oc+‘|/(i—l—xx\]
== Va

hoc igitur valore substituto habebimus
P e 045+ (1 - x)

2V2a(1+acx)[x+1/(1+mx)]’ ‘
~quae hoc modo_ simplicius exprimitur ‘

[aC 427V F2x)]V[—x-+7V (2]
2¥V2a(l-+ax)

Ubi ergo duae quantitates constantes arbitrariae sunt invblutae,
atque adeo hoc integralé completim algebraice determiinstir, Po-

"'Z;‘_"

sito erge C — 0, integrale particulare -erit ex pnma forma petitum

V[x-l—w/(i—!—xx)].
2v 2a{1+xx)

®

7 =

§. i5. Aliud integrale particulare hinc exhiberi potest,

constantes ita sumendo ut sit @ C infinitim, at vero C 3/ @ fini-
tomi = b, tum enim erit’

— v om s @G b .
T 2V2a(1+xx)[x+1/(1+xx)1 21/2(1—]—xx)[::c+1/(1+xx)]’
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quae forma redigitur ad hanc y
o — a1/[—-x+1/(1+x:c)]
V(1 4-xx)

v

2.) \/lethodus nova investigandi ommes casus, quibus hanc aequaw
tionem differentio - différentialem
aay(i—-axm)-—-boaamay——cyam - 0
resolvere licet. M. S. Aecademiae exhib. dic 13 Ja-
nuarii, 1780.

§..46. Hic quidem in usum vocari-posset methodus a

~me et ab allis jam ‘passim exposita, qua valor ipsius y per seriem
‘infinitam exprimitur. -~ Tunc enim omnibus casibus, . quibus haec se~

ries alicubi abrumpitur, habebitur integrale particulare aequationis
propositae; unde quidem haud difficulter integrale” completum erui
poterit.  Verum etsi hoc modo infiniti casvs integrabiles reperiuntur,
tamén non omnes innotescunt, sed dantur praeterea infiniti alii casus;
qui resolutionem admittunt. Quamobrem hic methodum prorsus sin,
gularem ‘proponam, cujus ope omnes _plane casus integrabiles elici
- poterunt. Haee autem methodus ita est comparata, ut cogtito
‘casu quocunque resolutionem adihittente, ex eo innumerabiles “alii

deduci queant.

§. 17. Statim autem -se offerunt duo casus s1mphczssx-
mi, quibus resolutio succedit, quorum alter est, si ¢ == 0, alter
vero si bT=a, quos ergo binos casus principales ante omnia
evolvi oportet.. '




