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SUPPLEMENTUM X
AD SECT. II. TOM. II . -
- ., DE ' | .
RESOLUTIONE AEOUATIONUM DII‘FERENTIALIUVI ‘I‘LRTII
ALIORUMOUE GR&DUUM QUAE DUAS TANTUM

VARIABILES IN VOLVUNT.

1.) De aequationibus differentialibus cujuscunque  gradus, quae
denuo differentiatae integrari possunt. M. 8. Aeademiae
exhib, die 8 Octobris 1781,

§. 4. Sint x et Y ‘binae varlabxles “inter guas earuin-

que differentialia _cujuscunque’ g1adus aequatlones propositae subsi-

stant, Ad formam differentialium tollendam ‘ponatur more solito
ay_pam, op —=gqgow, aq__raw or -—Sax ~ete.

ita’ ut, sumto elemento 0 z constante, sit

ay - ddy a3 o4y

pP=5%,q= ax“r:a 0§ = 5 cte.

Sint porro P et ) functiones quaedunque ipsius p; Q ‘et £ func-
. tiones quaecunque ipsius ¢; R et DN ipsius -r; -5 et & ipsius -
. ete. quae functlones non solum esse possunt rationales, sed etiam

irrationales, atque adeo transcendentes.
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§. 2. MHis positis dio aequatlonum .genera per differen-

txatlonem mtegrare docebo,. quarum primum 1stas continet aequatmneS'-

Yy — pm::P p—-qr—*‘ s g —rax—R, r-——sx'—'S ete.

quarum prima mvolvme potest functiones, quascunque ipsius ) 1,

tam rationales quam 11‘1‘at10nales qum €tlam functiones tlansoen-

dentes ; secunda tales functiones lpsms o ay 1nv01vcre potest; ter~ -

_ tia ipsius 9% y; quarta ipsius 0%y; et ita' porro, cujusmodi aequa-
. tionum integratio certe nemini adhdc in mentem venire potuit.

§. 3. Alterum genus hequatlonum quaru‘m mtegratlonem
per dxﬁ"elenuatlonem expedne docebo, sequentes complectltur ae-
quattones

J—l—spm_"l’ P—I—DJJ:Q, q—t—ER'n_R r-i—G'oc.__. , ete.

quae duas fanctiones. _quascunque mvolvunt.’ Ewdens autem est has -
aequationes praecedentes in se comprehendere, quando scilicet est -

';p______P, Q——q,at:— N 6__('—.5‘, ete. T

Ceterum Ppatet, has -aequationes adeo complicatas esse posse, -ut
nemo certe earum integrationem suscipere voluerit.

De aequationibus prioris generis.

Problema 1.

§- 4. Proposita aequatione differentiali primi gradus .

Yy —px—P, ¢us integrale completum invenire.

So‘luti'o.

Cum_ sit d y — pox, si aequatio proposita differentie-

tur, - prodibit haec ~— z 0 p — 0 P, unde, positoc 0 P —P".0 p,
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colligitur & ==,— P/, Quod si jam p tanguam novam variabilem

_spectemus,  per eam 'tam & quam .y exprimere peterimus. Cum

enim sit ¥ — p @ P, erit y—7P —p P, unde, eliminande p,
quoties quidem calculus id permittet, conflari poterit aequatio inter
z et y, quae ‘autem tantum ut integrale particulare spectari de-
bet, guia nullam involvit constantem arbitrariam. At vero, _q’ﬁo.

- piam. aseguationem ~per differentiationem = erutam s & op =V

O p per @ ¢ . dividere licnit, .iste factor mihilo aequatus’ integrale
completum suppeditare est censendus. Posito enim 9 pt= 0, erit
p == const. == &, ideoque ¥ == S pox—ax— (3. Haec quidem

_aequatio. duas -constantes avbitrarias involvere videtur; at vero altera

pex ipsam aequationem ‘propositam determinatur, - cum facta substiti-
tione fiat ‘ ' S
gz —ax==F, ideoyue @ —=P =f.:a.
Problema 2.

- §. B. Proposita  acquatione differentiali. secundi gradus

P Q, gus integrale -completum assignare.

Solutio.
~ Si haec aequatio differentietur et loce @ p scribatur g 0 %y
prodibit ista, — z 0 ¢ = 07Q, sive, posito 00Q—=Q 3 g, ecti

—x9 g —Q'0q. Hinc factor .communis © g nihile ae@uat\Qs prae-

bet .¢ = const. == 2 &, unde dr " -
p—=fgldax=2a%+ (3, Hhincque

y= plo=azz+Pr-ty,,

quarum trium constantium o, [3, 7y, una per aequationem pro-

jpositam determinatur. Facta autem - divisione Uper . g ¢ habebi-

i
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mus x == — Q’, unde colligitur

| p=Q+q2=2—qQ,

hincque- ob a.e:__.——BQ’*-"O”B g, -erit '
ym-fpaoc -/ Q70q (g~ 0) b

Exe'm‘plunl‘

§ 6. Bit Qz=waq™ erit’
Qf ma qm'“ 1. atque
Q7—in{m —1)ag™ 2
Hoc ergo casw erit’
2= — Q= —maqg® Tt e
y=m(m —i) aafqu""'z Bq~|—b sive:
m (7 — .

y._—?——)—aaq n—1 b

. ’ .
Est vero ¢™—%z= — —=, ita ut’ valor ipsius y facile per @ ex-
primi poterlt quo facto ‘habebitur integrale completum hujus. ae-
quationis differentio - differentialis

dy -w0dy __addy™

pu———_y

2w ox® T oatm™’

'

: Proble“xfla

§ 7 Proposztcz aequatwne- differentiali  tertii gradus
g —rz— R, gjus m“tzgt ale cc}mpletum investigare.

Solutio,

. Haec aequa-tm differentiata , .~ ob ) q — 7 0 z, dat
— 81 ——JR=Ror, cu_]us acquationis facter 8 r nihilo ae-




quatus hane suppeditabit aequationem

A o
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y—=ax®+Ba"+yxt3,

. ubl quatuor constammm e, B, Yo 3 una ex ipsa aequatmne pro-

5
0

e
ghdl

yepeétietur

posita determinata habebitur, Cum enim hine sit

_ p-_—_s ax-+2ﬁx+‘}‘, q:ﬁ oL+ 2 3 F==6 a,’
erit substituendo 2 (3 — R, ita ut' trés tantum constantes arhj-
trariae in calcilo relinguantur, uti datura hujusmodi aequationum
postulat Facta auntem- divisione per 9 r satisfaciet aequatm x—-—R,
unde colligitur ¢ =— R — r R/, Hine, ab,

0 x— '—aR/ —-—R"/ar, L

p::f‘qax:fR”ar(rR’——R)
ac denique y = /p d x, ubi’ ob - duplicem mtegrat;onem duae con-

stantes arbitrariae mferuniur
B

‘Exemplum, L
§. 8 8t R——ar™, erit
Ri——marm—1 et R//—;n(nzm i)a;m—nﬂ
unde col_li.gltm.

—mm—1) 2 —4
_ p_———F—aai ? b,
atque ob '

dx ——0 R ——RYYr = —m (m . 1) ar =29,
nanciscimur o

— — —1 _y —
Y= SO m e P 3 ey ) g,
cunde ob st — = facile obtinctur aequatio finita inter x et
. Y, haecque erit integrale compl«etum hujus acquatmms dlﬁ”elentlahs:

tertii gradus

20y _ady__ a(Py)

9t g’ T QuxEm.
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Problema 4 } |
§. 9. Proposita aequatione differentiali quarti gradus
r—sx%=—28, gus infegrale completum indagare. '
Solutio. h -
'Ob dr—sdx fiet, aequatione propositam diﬂ'efentiand‘o,
— @08 ? S—2989s, cujus aequatmms factor 0 s praehet ae-
quatlonem finitam
y—=aat+Ba’+y= " Smetey
| ubi tna constantium per ipsam aequationem propositam determinatur,
Porro satisfacit aequatio 2 — — 5/, unde colligitur r == 85 —s S'_,
hineque, ob : * ' '
L E):c:-—BS"::-—S”as
reperitur. .
q__fraw, p_._fqasc: et y.__fpax, sive
=/dz/dxSrdm, 2
‘ubi ob tuphcem -1ntegrat1onem tres adjiciendae - sunt constantes
arbitrariae.  Simili modo ad aequationes altiorum graduum pro-
gredi licet. ' 1 -
De aequationibus secundi generis.
Problema 5.

§ 1 Pro,noszta aequatwne differ entiali primi gr adus
A ijusmadz y—i—g}x ——P, ¢jus integrale completum mvestzga: e.

‘Solu t io.
51 ista aequatio y —- Pzx—"P differ entletur, et oco oy
scribatur p O x, prodit haec - R
pam~+—€pax+x85}}_.aP ) N

Vol IV. - - 72

i
.
!
I



s70 'SUPPLEMENTUM X.-

sive posito 9 P = P/ op, erit

¢9)aaop=r b,

‘quae per p—|—§p divisa dat

3p . P3
0% ~a.0.1(p+P)— p‘:_ﬂfv et L

: o @B — 8P,
[Est enim p—l—ﬂl“_x a.'l(p%-%) p—i—ﬂﬂ

Quod si jam ponamus A +513 = Z,'I aequatio illa qutegx’abiljs red-
detur multiplicando pei - e“’z (p +P). Prodit ‘enim
G- e oa (o D) a =1 (i)
—w0%e ?(p+P)=e =P Ip,

ccuus integrale mamfesto est

et P)=s =P ap,
unde colligitur-

] S ye=ap
e i e 7 R — [ e~
| B - oP - p+P ?
unde statim fit '
o
y—P — Pe fe‘“zBP

PP

lﬁe est etiam functio ipsius p, ita ut ambae vaua.biles z. ety
per unam eandemque variabilem p exprimantur, quae exp1essxo~-
nes jam . constantem arbitrariam per . se involvant, ita ut ejus

- adjectione ‘non amplius. opus sit. — : .

Exemplum. '
§. 14 Sit P—u p™ et P=—0bpt, ita ut aéquatio in-
tegranda sit y -~ b p"* — ap™. Hic igitur erit

o —— op . fap 5  p* %0 p
p(t—+bpm) P 1 —+bprt



AD SECT. II. TOM. IL YT

unde colligitur actu integrando

2= Z»P - -}I"é—ﬂ -Z(‘.l' ~+-b pn—i):, ’I - _'a*-“..&."-
cx'quo fit - : -
er— P et e—% — (1 '_I—‘bpnmi)n-—-i ’
——— N 4 L] - . ) 'J
Gtz P

. quamobrem habebimus -

1
fe“‘zaP"“amfpm“‘g(i-[-bp“—1)“ 1aP1
in qua expressione nulla¢ quantitates ‘transcendentes insunt, ita ut
z et y facile definiantur, hocque .modo obtinetur integrale comple-

- tum istius aequationis differentialis primi gradus

oy" oy
bx —a .
g o — Y o
i Préblema 6.

§. 12, Propos-ita"?mc dequatioﬁe differentiali secundi'gra-

dus, p+ Q% == Q, ¢jus integrale completum invenire,

Solutio.
. Attendenti mox patebit, hanc aequationem‘—ex praecedente
oviri, si loco g, P, P, scribantur litterae p, Q, L., Juandoqui-

. dem litterae g, p, ¢, r, etc. uniformi lege progrediuntur; quam-.
obrem facta hac immutatione ex ‘praecedente. solutione statim -

habebimus - - B
% = ¢ X | 94
= — —z : — .
T = 7 D'fe 0 Q, existente %=/ Z5;

su:gue z hic erit functio solius quantitatis g, ex qua ﬁt

— Y gy
am ..|_n aq

72*
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Deinde nune etlam p per solam variabilem ¢ definietur: erit enim
per § 10, ' ‘
Q. |
—Q — eT® E) .
P -y + f *

‘Cum 1g1tu1 sit y = f pam , etlam quantltas y per solam functic-
nem ipsius. ¢ exprimetur, hocque modo pro‘plema perfecte solutum -
est censendum, . -

, Problema 7.

§ 13, Propaszta aequatione dgﬁ"erentmlz tertii gi adus

 hac g +Rx =R, gus integrale completum assignare.

’

Solutio.
Haec solutip simili ‘'modo ex problematé primo hujus se-
cundi generis (§. 10Y) derivari potest dum loco y, P, P, scri-

batur ¢; R, R, id quod si primo in dequatlone pro x fuern: fac-
tum, suppednabxt hanc  ex 1essmnem

PR — s b / — . or
m_m fe oR, ex1stent_e Z_f'_-i—f—-ﬂi"

sicque z erit functm solins val'gblhs r; tum_ vero erit

I
ax— ——xmar . i

Formula porxo ibi pro ¥ i.nve‘nta et huc translata dabit_pro ¢
hane .expressionem ‘
_ o o

)«

fe“‘zBR

g=R —

quae etiam’ tantum variabilem » ejugque functiones involvit, Quia

igtur p=/gox et y==/pox, et y— /g 2 fq0x, sicque

etiam’ ¥ per solam Varxabllem r exprlmetur

oy o
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- Pr oblema 8.
. §. 14 Proposzta aequatwne differentiali qum ti gradus
r4-& x5, eus integrale invesligare.
! ./ / I
Solutio.

Hic erit J
. e - - _ L
x = ———— [e—%95, existente e

s+&

Porro erit

@z — .
F6 @fﬁ a8,

g=/rox, p._-—_famfr-azr, et '

= /fpor—=[fox [0z frodx,

- ubi. omnia. per solam variabilem s determinantyr,. -

Bx_— ¥ —x& 55, r:S—

v

§. 1s5. Qum etiam 1stas aequatlones dlfl"erentlales, qua-

-xum integralia hic exhibuimus, certo modo inter se con_]ungele_

licet, ut integratio eadem methodo, qua hic usi sumus, institui
queat. Hoc modo nanciscemur inpumera nova genera hu_]usmodl
aequationum differentialium, quae etiam. differentiando ad integratio

nem perduci poterunt, gquod argumentum in sequentlbus ploblematl-‘

bus pertractemus.

Problema 9

§. 16. Posito p =~ fg—¢, sint T et X functiones.

quaecungue ipsius t, sive algebraicae sive. transcendentes, ac pro-
posita fuerit haec aequatio differentialis secundi gradus 1y -+ f P
+ “':c_ , ejus zntegrale complelum inyestigare.
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| t _ Solutio.
'Ponatu'r' Y +fp_%: %, erit g
az——"aoc(p+f9’) ergo 0z —1tpx. |
Quare cum nunc aéquatio PlOpOSlta sit 2+ X% 2T, differen-

P

az+¢ax-+«xas___atr, sive ’
(t+¢)8x~|—x8$_81‘
unde CO]I]gltUl haec aequatio

xo®___. aT
a ”"’—t—i—%—‘f—i—ﬁt" -

ad quam integrandam ponatur fﬁ-_ﬁ: —u, erit&lue

ff_}__RZZ(t_I“Q) = u5
tum vero aequatio nostra Iintegrabilis 1eddetur si .eam multiplice-

‘mus per e~ % (£ + ): integrale enim erit

we_"(t—l-ﬂ?)__.fe—uaT

©ex quo deducitur

eu

g

S e o,

_sicque "2 ‘aequetur certae function] ipsius £, quam hoc modo per
integiationem invenire licet, ejusque differentiale erit

aT——mBE

0 & === g

, Hinc 1g|tu1 prodit 2—=T — T .. Cum nunc sit

Y- fp =%, it ydu—+ 0y =2,
unde colligitur
Dy 205 —

% dx

f‘!

. x
quae aequatio multiplicata per e 7 dat integrale

pud ®
yef =% [fefznom,
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) T e N : :
ubl cum tam % .quam z sint functiones ipsius £,: erit etlam y func-

tio ipsins ¢ tantum, cum sit
. ' _x o
[ F = '
y——2>/,efzox : -
7 o | _
Problema 10.

§. .Posito p—+fg+gz="t, si fuermt T et % ) J‘
functwnes quaecunque ipsius ¢, sive algebraicae sive transcenden-
tes, ac proposita fuerit haec aequatio .differentialis tertii gradus:’ : lhiiﬁg
y—+JSp—+gq-+-Fx==T, ¢us inlegrale completum invenire. L il

‘ , Solutio. _
Ponatur @ -/ p 4-g g — %, eritque differentiando .
Bzzam'(;J+fq+gi~):tax, : -
sicque nostra aequatlo mtegranda erit 2 4-Qx==T, pro qua erit
ut. ante ‘ , ' : '
- u - . . N
e_“aT et z =T —%x
— + f : - o~
pomto scilicet /" - + g — u. - Ambae igitur illac expressiones func-
tiones erunt solius variabilis #, unde etiam J2 per eandem variabi-
lem exprimetur. Tantum igituy superest ut etiam altera variabilis /
principalis  indagetur. Cum autem sit y -}~ fp~+gg==1%, loco '
litterarum p et g scribantur valores' initio assumti a—i— et %ax—f, erit-

que, si tota aequatlo per 9x° multiplicetur, haec aequatio 1ntegranc1a

f!aw +faxay+gan:zam, . -

‘in qua cum tam quam z--sint functiones solius £, etiam 2
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tanquam functionem ipsius ¢ tractare’ licebit. 'Jam_ olim . autem
- a me alilsque ostensum est, quomodo talis aeqiatio tractari de-
beat, quam ergo evolutionem hic repetere superfluum foret. Suf~
ficiat enim notasse, valorem ipsius g per terminos hujus formae
'fe"mza x asmgnarx, ‘eum igitur per solam’ variabilem ¢ exprimere
licebit, swque etiam g per. functxonem 1psms t . defisietur.

4

'Probl‘ema i1.

. §. 18." Posito p-—+fg~—|—g r+hs = t; si fuering TetE
Sunctiones quaecunque ipsius ¢, sive ‘wlyebraicae sive & anscenden-
tes, ac pr aposzta Suerit talis -aequatio dﬁm éntmhs quartz gr adus'

y—!—fp—l—9q—+—hr +-Za==T,

in ejus integrale camplerfum inquirere.

Solutio.

Sit y - fp4-gqg--hr-—2g, eritque differenfiando - -
oz—=0zxz(p+Sfg+gr-t+hs)—=tow, '
atque- aequatio integranda fiet % —l— % z — T, pro qua iterum, _
sumto f r-|—t?..: —u, erit _— - . 3

‘LL
u —— n——
x = PR _/'e BT atque z == T — Rz, :

ita ut tam 2 quam % per solam vauab:lem 3 expnmantm His
mventls, si in aequatione initio assumta ]oco P, ¢, r, §, eorum
valores . substituantur, prodibit haec aequatio tertli gradus

105%% /02" 0y +9g0x00y +ho*y—=%0%%
cujus integrale completum per ea quae circa hujusmodi aeqila-
tiones sunt plolata tanguam cognilum spectare licet ita ut - ?
etiam hoc casu 'ambae. variabiles 2 et Y per novam variabilem ¢

SN . z

k] : v
.
. . .
-t 1 B E
. o
.
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exprimamntur, -Facile autern patet hoe modo ad aequationes difs
felentlales ‘adhue altiorum graduum progredl licere. Hac igitur ra-
tione- ‘calculo integrali haud contemnendum’ incrementum allatur est
cengendum. . Cum.igitur hxc praecipunm neo"ouum Yersetur in intes
gratione eomple‘ca hu_]usmodl aequatioms ‘ '

fay gady  kocy —_—
-+ +am2+ams+etc.mﬁ,
ubl % est functxo quaecunque 1])351113 %, ejus 1esolutxon\,m Jam pas-

sim exhibitam hue accommodemus ‘et breviter osie:ﬂdamus., Forme-
tur haec aequatio

»

1 i~!~fu-—*~gu.’*—}—-hug——%iuﬁwﬁ—«etc;mﬂg
eujus radzces u designentur litteris ct, ﬁ R '}/ﬁ S, ete. qmbus inven-
tis crlt uti jam olim- ostendsi _

_ Ll Bt e—Przga
Y= f+2got—t«-3ho(,+4'zoc -~ gtc. f-+ 2 g B+ 8 A - 4iB5+ste.

Hae scilicet formnlae ex singulie radicibus a, B, '}/3 d, ete.
formatae €t junctim sumtae dabunt valorem ipsius g -arque adeo

- ete.

integrale completvm, quia ongulaa formLIae mtegrales constantem.

arbitrariam mvolvunt §

2} Specimen aequationum differentialium  indefiniti gradus earum-

qué integratiomis, . M, 8. Academice exhib, die 13 Decem-
s bms, 1781, U ' '

.-/ . N . . -

3. 19. Quando, aequatiﬁ'ﬁes differentiales .secundum gra-

dus differendalium distinguuntur, ipsa rei natura .gradus intermedios.

excludere .¥idetur; cum enim totidemm integrationibus opus sit, ha-

rum. numerus certe mneon integer esse nom potest. " Incidi tamen
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