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Conuentui exhib. die gr Mart. 1777

§. 1.

Vniuerfa Theoria Imaginariorum , vnde tot egregia incre-
menta nunc quidem in Analyfin funt illata, hoc potiffimum,
nititur fundamento: quod fi Z fuerit funflio quaecunque ip-
fus 2, eaque pofito z—x~y}/ — 1 abeat in hanc for-
mam: M+N 1/ — 1, tum eadem funftio Z, pofito z—=x —
¥y —1, eunadat — M — N/ — x; vbi quidem litferae M
& N femper denotant quantitates reales, Hinc fi propona-~
tar ifta formula differentialis; % 0 %, cuius integrale fig
'Z 0oz =V, in eaque ponatur =2+ Yy — 1, vnde pro-
deat Z== M+ Ny — 1, ipfum integrale erit huius formae:
V=P4+Qy—1, Cum enim fit : '
0V = Zoz—=Mox—Noy—4(Nax+Moy)y—1.-
A 2 inte-




integrale erit
J(Mox— Nay)+1/—1f(NBx+MBy)"—P+QV’—I
Necefle igitur eft, vt pofito z =& —¥ / — 1 flat
P——Ql/—'x:f(Mam-—‘NBy)--—'V——If(NBaH-May).;_

Hinc autem manifeftum eft fore

P=[(Mox—Noy) et Q___f(NBoc—I—M 2y)-

~ Ex quo intelligitur, in huinsmodi 1 ubftitutionibus femper |

partes reales et 1mag1nar1as feoxfim inter fe aequari debere.

§ 2. Haec euqutlo nobis iam fuppeditat 1nﬁgnes
proprietates; quae inter quantitates M, N, P et Q interce.
dunt. Primo enim cum fit P—=[(M ¢ x— N 0y), quoniam
haec formula {femper integrationem admittit, erit per crite-
rium huiusmodi formularum generale (22) —=—(%%). Ko
dem autem modo, quia habemus Q== f (Nox-+Mody), ob
integrabilitatem haius formalae erit ( E’M) — (31‘ ). - Ecte
ergo. per talem fubftitutionem femper muemuntur eiusmodi
duae fupftionos. M et N "binarum variabilium x et ¥ his in-
fignibus propnetaubus praeditae, vt fiy tam (%) =—(§3)

quam ) =& ”

§. 3. Similis proprietas ‘etiam conuenit quantitati-
‘bus P et Q. Cum enim fit 0P = Max——-—Nay et 0 Q=
Moy Nowx, exit per fimiles charalleres

)=WMet (3)=—N,
(g—g-):N et (32) =1,

\ wnde




manifefrom eft fore _

oy = (a9 e (3) =" |

Tales autem relationes €0 magis {unt notatw dignae, qued
earum ratio minus perfpicitur fimulac pro Z tunttiones ali-
quanto magis complicatae accipiuntur. - _

¢nde

F | §. 4 Non jta pridem contemplatus fum, fecundum
' g 10% '

1% - ,
| jes hujosmodi relationes non contemnendas {um adeptus.
Deinde etiam “hanc fffpewla;:ionem,, extendi ad formulam |

haec principia,. formulam integralem , vnde plu-

n

v (1 +7)
et arcus circulares exprimere lceals inde etiam PIO littexis
PetQ einsmodi formulae prodire debent, quae fimilem in-
tegrationem admittant , etiamf vix vlla via pateat iftam
integrationem exfequendL. Hocque modo deduftus fum ad
Theorema gqueddam maxime memorabile: cuins demonftratio
propemodum vires Analyfeos fuperare videbatur ; interim
tamen deinceps eius’ demonfirationent elicui; quam ob rent

confiitui iftud argumeptom aliquanto generalius retraftare..

f __ 0%, cuius integrale cO% femper per Jogarithmos

§ 5- Confiderabo igitur hic iftam formufam integra-
am— I ‘
lem multo latius patentemm- f _;‘7’__-——-?—%—:: VY, Vbl vt cal-
, (a+bz) = ' |
gulus commodius faccedat, loco. z fubftituo iftam formulane
imaginariam: % =7V (cof. 8 4V -} fin. ), quippe quac Ol
nia Imaginaria in fe compleftitur; tum vero hic angulom &
pro conftante {um habitarus, ita vt fola v nobis fit variabl

As - be




S S

s, vnde ergo ftatim fit 222=22  Cum igitur fit
2" = v" (cof. m b~y — 1 fin. m §)
numerator huius- formulae ftatim fig
29z =™ (cof. m 0 4~/ — 1 fin, moyowm

Ex hac autem fubftitutione fumamus: prodire ifftum valorep
integralem: V=P+Qy —1,

§. 6. Pro denominatore amtem obtinebimug
g~ -bo =ao~+bv"(col. n b=y —_1 fin, n o)
culus ‘ergo pars realis eft q - b o® cof. n6, pars imaginaria
vero bv"y — 1 fin. né; vode fi exponens eflet numerus in.
teger, imaginaria facile ex denominatore in numeratorem
transferri poffent, dum feilicet fupra et infra multiplicare.
mus pee - - |
[e-+bv"(colinb—1y/—1finn T

Verum quia hi cafus nulla laborant difficultate , ealculum

- potifimum ad exponentes fraftos Pro A accipiendos accom-
‘modairi conuenit, ‘

§ 9. Hunc in finem Ioco variabilis v aliam in cal
culum introducamus 9 cum certo angulo @, ita vt fit
a+bv*col n b =g cof O et
Bv“ﬁn.né::sﬁmdb

vnde: ergo certa relatio inter hanc nouam variabilem s et
angulum @ definitur, ita vt vel fola littera s vel folus ap-
gulus @ in calculum introduci queat. Kuidens autem eft,
has duas quantitates per variabjlem g ita definiri, vt fit
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:

yocare ,
4 wer—'itamﬁnouam,,ma.mabﬂem P determinare.

2. ;S‘S.._-‘D'/CL-{—Q‘_ab:y“coﬂ,me_:!n_.bbyzng
by fin.n b

10 44 _— e .

1°. tang. ¢ 7 ol

§ 8 IHic aufem fratim intelligitor, ipfam quanti-
tatem” s 1oco ipfius v non commode in calculum iniroduci
pofle, quandoguidem angulum ¢, culas varia multipla oc-
cunurit, nullo modo ex calculo ellminare liceret, vel faltem
formulae inextricabiles in calculum implicarentur. Quam-
obrem conueniet totum calcalum ad folam variabilem O re-
ita vt nobis incumbat, ambas quantitates v €l &

§. 9. Ante autem quam hoc exlequamur, oblerue-

mus, denominatorem noftrae formulae pex binas wvariabiles

affamtas ¢ & @ ita concinne expreffum in, vi fial
a-+bz—s(col PA-y/ — 1 fin. )
hincque totus denominator. _
(o +bz) =5 (coll AP+ — 1 fin. 2 O
Quodfi igitur fupra et infra per col.i ®—y —1finr®
maltiplicemus, formula noftra propofita, retento adhe -
meratore, fequentem accipiet formani: ]
fvm“‘lav.(mf.m 0+ — rfin. m 0 }{col. AD—y 1 fin XC) —
A | . o
quae contrahitur in hanc formam fatis fimplicem:
o —.I
f v—gijf‘[-cf. (md—nQ)+ ¥V —x fin(mb— IRORE M
colus valor cum politus it =—=P 410y — 1, realia ab
ima-

V™




imaginariis {eparando erit R :
1, — T o
P:/‘v Bvcof.)gm() ?\d‘) o

s

- Q__/*ym"'x oV ﬁn. (m 6 —2rQ)

S}\.

§- 10." Vt nunc hinc binas litteras v ets abigamuy,
recurramus ad binas pofitiones ante ftabilitas:
. La-bvrednt=scold,

L. - b finnnfd—sfin Q.

Hic primo quantitas s eliminabitui per hanc combinatis

nem: I fin. ® —IL col O, vnde fit afin. Q=bv"fin.(né-0)

ideoque v" = 28 __ ficque iam valorem litterae v per
Jin {nd— i

angulum @ fumus adepti. Porro vero haec combinatio

I fin. n § — IL cof. n 0 praebet o fin. n ¢ = s fin. (n 0 — ), wr
de fit s = Tm{%? , ex quo valore nancifcimur

' I ”— . s
P:mfv Iavﬁn.(ne’—'q)))LCOf-(me‘-“}\.q))ét

—_ i m-.—I Y . — 2O
'-Q—a,"ﬁn.nehfv —13 0 fin. (n § — Q) fin. (m 6 — 21 P)

. 3 ey ITTIENT M — e fin. @
. § z I (_luomam _poro Inuenimus v° = g~uT
fumtis logarithmis habebimus | . j
nly=1afinn®—1bfin.(né—0q) :
hincque differentiando o
19w —3Qeo§ ¢ dBeofinl—B — Qsmong
v Ja(nd— ) T fin @ Jin. (e —@) }
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1,

qnde

9 M
o m__ aﬁn..Cb
Deinde Vero. erit V' — (b ﬁn((n 5
sibus fubftitutis ad fequentes formulas integrales deducemun:
I / < afin.®  \#Cfin(nd—0) cof. (m b —P)
— aorfinné* % \bfin(né—Q) fin. @ fin. (n9 — Q)
_ 1 /‘ ( a fin.® \» BCbﬁ.n.(n@MCD)lﬁ‘n.(ﬂmé-i(ﬂ)'
Q= Gt %) \bfin(né—¢)/  fin.@fin. (nd—¢)
Quod fi iam breuitatis’ gratia ponamts n¢ ===, vt fit

_ﬁ . His igitur 'V"a];o;

O+ q;fnﬁ;"ideoqnefaﬂa——a:%x[f:ﬂ%ﬂambﬂe**fb}mﬂl&ef"391‘1""" S
_ einnius fequenti mode repraefentari poterunt:

mn '
p= -2 [3¢ fin 7 Ay’ T2 col. (mb—AD),
nbrfinp 6T B '
o A .m._n m .
Q— in o fin.P= fin. \[z)‘*iwx fin. (mé—r ),
n bafipg T - - |
[

- 12 @y ergo dedufi fumus ad binas formulas
integrales , guarum integratio , quantumuis , ob expounen-
tem fraftum 2, videatur difficilis, tamen femper pendet

2" 0%
. a(aj bZn))\', ' ,
grale, fi vel algebraice, vel faltem per logarithmos et arcus
circulares affignari queat, etiam certo affirmare i':)oterimUSs
ambag formulas hic inuentas fecundum eandem legem in-
tegrari poffe. Hic quidem primo f{e offert cafus m=—=n;
Nova Affa Acad. Imp. Scient, Tom. X. B quo

a formula principali propofita cuius ergo inte-



quo adeo integrale algebraice exhiberi poteft; verum qma
hoc cafu T npon amplius eft fraflio, eum praetexeamus,

§. 13. Imprimis autem hic occurrit cafus maxime
-memorabilis, quo A =— —» quippe quo Integrationem per lo.
garithmos & arcus circulares expedire licet. Si enim pm

e . [0z z™
noftra formwla integrali [/ — . ———— ftatuamus

' * (a4-bfy

%

(@ +b z"')
it — _._E.__
a—— b z"
differentiando fumtis' logarithmis, ‘erit -
dz__ 0t bETIdE _ —dt .
%t bt'—x1  t(ht—1)

It
ita vt formula mnofira integranda fit — f —— ", quat

bti—1
cum fit ratlonahs, femper per logarithmos & arcus circule-
res integrari poteft, quod ergo etiam de bIflis mofiris for
mulis P et Q erit tenendum.

at’ , hincque

vnde colligitur o* — 2~
’ & : bt — 1

§ 14. Statuamus igitur in noftxis formnlis fupr
inuentis ?\::.”T:, cdeque transmutabuntur in fequentes:

P e /BCI)fm q)nﬂ'xco{l(me_-%@)
| n b fin.n =1 fin. 1 ’

77__1:, vt formula 1ntegranda it f £ Pt erlti 77

C,

L




eI O ]

. mo_

I S .facbﬁn.q}u T fn(mo—mngy
 pbw finop T S0 fin T
¢bi breaitatis gratia loco coéfficientis - conftantis feribatur
C, et cum €x indole formulae propofitae femper fit m < a,
has formulas ita {uccinfius exhibere licet: ~
P'::C/'BCDCOf.(me—‘%CI)) et

L —T

fin, J fin. Q7n
(m b — O
Q:CfBQDﬁn (m n®),

T,

S Tiﬁfi[/ﬂiﬁ;ﬂy n R
quae €rgo formulae, quicunque numerl pro m et n accipi-
antur, femper a logarithmis et arcubus circularibus pendere
funt cenfendae.

§. 15. Quodfi binae formulae cof (m ¢ —2Z ]) et
fin. (m ¢ — ™), euoluantur, ambae formulae integrales

inuentae commode in vnam contrahi poterunt, quae hanc
habebit formam : '

me m
fin. y fin. == T ’
quae pracfata lege integrationem admittet, ~quicunque va-
lores litteris « et {3 tribuantur. Deinde quia v —=né—0O,

fata evolutione loco fin.\l, eiusue multipli cuiusque, {cribi
potexit 7 fin. ® +4 3 cofl ¢, ficque nunc formula noftra erit

f o0  afinZP4BclZO

. §H_¢n:m° o fin. @ 9 col. P
B 2 _ygbi




32

v'bl 11tt(:1ae ey B, Vs X pro 1ub1tu ac<31p1 poﬁ’unt quamoe.
rem fi ad frafliones tollendas - ftatuamus D—=nuw, vt f
"Q—=muw, ad fequens perducmul theorema notatu .

, gmﬂimum. ‘

Theorema.
Si litterae m et n denotent numeros integros quos-
cungue , intégratio huius formuloe:
/‘ 0t o fin. mow-+ 3 cof mo

TL—"TI

hd - - R
J _~_ imnuw 0 COlL 11w
(in.n w) = ¥ e

femper ad logarithmos et arcus circulares reduci poteft, qui-
cunque etiam valores litteris a, 3, v, O tribuantur.

" § 16. Quam ardua huius Theorematis demonfira-
1:10 fit, clarius mtelhgenms, fi hanc formulam ab angulis
ad quantitates oxdinarias revocemus. Ponamus igitur tangw
=t, eit oo=7:2"_ ~; deinde fi brev. gr. vacias potefte
. tum binomii hoc modo defignemus, vt fit

€: —)—-:r:Y‘:: r (2 ):L-}—("):t:‘—l—( 2Yx® - ete.
finus et cofinus angulorum multiplorum ipfius « fequent
modo per t exprimentur:

fn mu— () E—(3) P+ (% )t5 () 4 etc.
| (r-rtt)
eof m o= 2 (2) A {F) 0 — (B)t°+ete.
| | (1 +t1)?
Ponamus autem porro breuitatis ergo

(3 )t——( YA (T) ' —etc. =M
r — (¥ )t2+(“)t4——etc. =M
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lique modo etiam ponamus: - -
()t — (3 () —ete, =N
; — (2B (§)tr—ete. = R

fimi

vt habeamus

ﬁn.mw:-—--j?I — 5 coﬁmm:_'___@};__m
§ +tt)f C (z+tt)E
fin.n o = N ~5 cof.nm.:___‘___g_?__m,
([ '—{—tt)§, (I+tt)§ |

quibus valoribus- {fubftitutis formula nofira integralis fequen

- tem 71@@171:01’11]211147’ ' S S

/(1 + )™ ot (o M - )
Nw (y N3 %)

e

Vbi omnia quidem funt rationalia, praeter formulam N= .

. . : m
quae autem, guia abit in [(})t— (§) £ (2) £ — etc. 7,
ftatim alque n binarium fuperat, tantopere fit irrationalis, vt
nulla plane via pateat irrationalitatem follendi, fi' tantum
fuerit n — 3; multo minus, fi exponens i magis increfcat,
vllo modo redufonem ad rationalitatem {perare licebit.
Interim tamen’ fequentem demonftrationem mihi eruere con-
tigit. '

emonftratio fuperioris Theorematis.

_ §. 15. Ante omnia hic in fubfidinm vocari \‘co.nvei
nit formulas illas. imaginarias ,. quibus iam" faepjus- com
egiegio fucceffu fum vfus, quibus pono ' _

B 3 col,




cof. w+-]/—-—1 finnu=—p et cofm—]/-mt fin, o — =q,
eritque pg—1 et 3?—3{91/«——1 Deinde vero hine

pro finibus et coﬁnlbus angulorum multiplorom habeb1
mus :

e et S
fin.mu v o Py y g—
Eof.mm—'P +4q" *-p"mpt—x |
L 2 2p" _
ﬁmllmue modo | '
finnnw— pPr—t et cofnu:p +I
2ptyY—1 - 2 p*

§. 18. Ouo fubftitutio horum valorum magis {uble- |
vetur, ‘obfernaffe juuabit, coé&fficientes conftantes nihil ad
111tegrab111tatem «conferre, ideoque vel omitti, vel {ub ‘alia
forma referri pofle. Hanc ob rem ftatuemus

2n )
du=2P e ﬁn,nm:-B_—_.n_I;
P p

deinde. vero, imutata conftantium forma, poni poterit

afin. mw -+ 3 col. m o= p—m+ﬁ
p'm.

eodemque ‘modo

. /o2 Y
vinne-4Scofnw= 2P iaall .
P’ﬂ'.
His igitux valofibus fubftitutis formula. noftra hane induet
fonnam.

e S t"“._"@.! &

[




L

[-pg?z-—zm-:i: ap O’-/pgm—i—‘ﬁf

J '(pzn.._'.x}%i‘m B

*

§. 9. Haec jam formula vitro fe fcindit in duas
quas ita feorfim repraefentemus: S

paTtCS‘:
on—T 2n—2m—I ),
p g 0 P - ﬁ/ P 0 p
.9 n—— 1 /oo y, . on n_:ﬁm /2T 4
o Y , T —_— ;

(prr—1) = () T ) ()
| et nunc non amplius difficile erit, vtramque harum formtis
( Jarum feorfim ad rationalitatem reducere. In priore enim

,,,,,,,,,,,,, _tantum opus eft ftatdere p** — 1 —g*"; tum epim et
pgn—-I ap.:m—zn-—law‘et (pz’"'-——l)‘- Py :mznwzz.m: fic-
r*m=tox

ue formula prior accipiet hanc formam: o ‘ 5
1 P P OV Ve —+9

cuius ergo integrale per logarithmos et arcus circulares ex-
hibere licet.

§. 2c. Quod vero ad alteram formulam attinet re-
duftio etiam fe facile offeret, fi ipfa formula hoc modo re-
praefentetur : '

B9, e DT

B/ op ) P |
P —ay = (V")

P o  Be— 1
ﬁf”ﬁp ((‘L“) AT

, fine

o Ly
p—-ﬂ'_____ I)?l -
. . . ] ‘ ' L ‘
Bi enim hic ponatur ""“E‘"'"“""’Trx 2 fiet g_f___,, —_2h
(pzm —_— 1)’5 — 1




1.6

‘ en . '
hincque p** = _._%_____, vnde fumtis logarithmis et diff.
‘ . ' SN,

ventiando prodit OP — ﬂ:na L
-- ' p  yyt—i)

fritutis ifta formula euadet

__ﬁ/ ‘"}/.?.-n-—em—l'ay ;
T (-,}//_b%_ 5/)3/2“ &

quae ergo pariter eft rationalis.

> quibus valoribus fup.

§. 21, . Hoc igitur modo veritas, nofiri theoremalis
fatis firmiter eft demonfirata, atque ifte cafus ita eft compa-
ratus, vt tota formula ope vnius fubftitutionis nullo modo
rationalis reddi queat, quae circomflantia eo magis eft no-
tatu digna, quod valgo ftatui folet, omnes formulas diffe-
rentiales, quantumuis fuerint irrationales, fi earum- integra-
lia per Jogarithmos et arcus circulares exhiberi poffunt, eas
femper ope certae fubftitutionis ad rationalitatem perduci
poffe. - Nunc igitar videmus hoc effatum ita reftringi de-
bere, vt tantum ad fingulas partes totius formulae propofi-
tae extendatur, quandoquidem fieri poteft, vt quaelibet
pars peculiarem {ubftitutionem poftulet. ;

§- 22. Qnod fi hanc demonfirationem attentius per
pendamus, facile videre licebit, eam ad formulas multo
latius patentes extendi poffe. Apparebit enim {fequentem
formulam multo generaliorem femper ad rationalitatem per-

duci poffe_.,_ .id quod in fequente theoremate clarius expli-
cemus.
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._.'-'-—-17_-—-——

Theorema maxime generale.

e ; .St litterae . P et Q denotent funa’wnes qua,;;«”

cunque mtwnales formae X", iftius formulae : '
> 9 x(Pa” I—-I-an_'l)

p——r— 3
(@ +b ac“)n
integrale femper per logcmthmos et arcus circulares exprimes
tur. )
" Demonftratio.

, Qecetur , vt fupra fecimus, ifta formula etiam in
4 " duas partes, quae fint S
& Py~ t0x QLE"—IBm .
do — et
10- (¢ +ba™)® (a-—l—bx)n
e atque fratim patet pofieriorem partem ! :ratlonalem reddi, po-
[
as nendo o - b x* — 7™ tum enim erit {o bx")n — ™, tum
1Ci " r*‘i‘. —_— — _Hrn — L a ¥ .
' vero "= et X" 00X == . Quia nunc Q
i oft funtio rationalis ipfius ", fafta hac fubftitutione pro-
et dibit certe funfio rationalis ipfius r*, ficque pars pofterior

accipiet hanc formam: §[Qs" ™~ or. |
'1‘5110 Quo prior pars ad rationalitatem reuocetur , ftas -

- _ - o .
el toatur —>2 . —5, vt fiat x _ = g", tum Ve
er- (a+ Dby (@+bav)r -
]i- . n
3 Yo ent x* =— _&%_. qui ergo va101 f in P loco a" fub«-
1—bs"

€0 Noua ARa Acad. Imp. Scient. Tom. X, C ftitua-




mmmeer 1§

- fiituatur, manifefto dabit funflionem  rationalem ipfiug .
. : Jx ds . ’
deinde vero hinc fit ZF —  » X quibus v,
. ' T s{r —bs") o

" i & . P STI'L"‘—"I aS
loribus oritur pars nofira pricr — / F——

> (guae €rgo
£

formula etiam eff rationalis.

Quin etiam in angulis Theorema multo generaliyg
r‘j;)ro_‘porni poteft, quod ita {fe habebit: |

{m
COg
qu(
iaf
dn
na
el
in

Theorema generale.
§- 24. Si litterqe P e%"Q denotent funffiones quas.

cunque rationales binarum formularum fin. onw et cof. 2nu, .

Jequens  formula integralis Jemper per logarithines et arcus
circulares expediri poterit:

S(Pfin.mwo—+4-Qcof. m w) 0. (fin, n w)t:“,
vbi notetur effe

o .
= __m 9 cofl -
0 (fin. n w)» ol n o

i -

. n—m
(in. n w) W i
cuius demonfiratio fimili modo fuccedet vi fupra, dum park

ter ad binas partes peruenietur, quarum vtramque certa
fubftitutione rationalem reddere licebit.

§- =25.  Pluribus fortaffe displicebit, quod refolutio
poftremae formulae per fubfijtutiones imaginarias peragatut,
cum tamen hic nebis fit propofitum imaginaria a realibus
Ieparare ;. plurimum igitur optandum effet vt hoc negoti-
: : ~ um




am fine imaginqriis abfolui pofiet; verum equidem fateri
cogor> € neatiquam pexfpicere, ‘quomodo  hoc praeftari
quear Ceterum . quia reduio Imaginariorum ad realia
1am : -

dum videtur, Quin potius hic nouus fe prodit vius Imagi-
pariorom i ipfa refolutione formularum integralium, dum
eiusmodi formulae integrabiles exhiberi poffunt, quaron
integralia fine auxilio Imaginariorum eruere non licet.

fafis eft exculta, tale, vemedium non adeo defideran-




