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§. I.

) Superhacform‘ulaprimum _obferno, inde_omnes cafus ex«
clandy debere, quibus numerornm X et y altervter eflet —= o,
quoniam. tum haec formula fponte euaderet quadratum, qui-
canque numeri loco & acciperemvur Secundo porro chleruo,
§ {umeretur vel £ =~ vel k =— ", formulam iam {ponte
eife quadratum, quicungue unumeri pro T et Y ftatuereniur.
Tertio vero obfernar co-uenit, omuia quadrata regativa
loco k affumta nnlla difficultate laborare. . Si enim pona-
tar b — — 1 i, formala euadet gt —NNT XYY —~+ ¥, quae
ergn in quadratum abit, fumerdo vel x == Y5 vely = nx,

ficque pro littera & vltro fe offerunt cafus A =-=+2 et A =

e

— nn; vnde quaeftio in hoc verfa’ur, vt cmuee reliqui va-
lores pro. k inueftigentur, quibus reduttio formulae propo-

fitac ad quadratum locum habere queat.
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~ § =2 Cum igitar pofiulentur omnes numeri integri
pro k accipiendi, quibus formula reduftionem ad quadratom
admittit, methodus Diophantea varios modos fuppeditat id Drae-
ftandi. Verum quacunque vtamur methodo, femper aliquod

dubium relinquitur, an inde omnes plane valores idonei obti. -

neantur; etiamfi facile fit innumerabiles valores idoneos eX-

hibere, vt hoc modo omnes numeri inepti cognofei queant,

cuiusmodi funt k=1, vel 3 — 3, vel f — 4y vel kF =3,

vel k=6, ete. pro quibus jam folide demonfiratum eft, ro-
- duflionem ad quadratum nulio modo locum habere poffe.

§. 8. Quod fi enim quadrati, eui forfiuta noffra ae-

quari debet, radix ftatuatur:a:o:—{'—ii?ﬁ',/pmdit =2t

%' 22 —22, qui valor vt fiat integer, primo patet pro g

fumi debere diuiforem ipfius yy,id quod eo pluribus modis
fieri poteft, quo plures faflores numerus y inuoluit ; vnde
lam patet iftam methodum nimis effe vagam, quam vt om-
nes plane cafus in genere exhiberi queant. Si igitur huie
conditioni fatisfecerimus, vt fit Yy = a&q, aequatio iuuenta
dabit Axx = i“’-f’-if“qi_“!ii’ —agq.  Requiritur igitur poro vt
formula epxx—+app, fiue 2xx4g p» diuifionem per g
admittat, quod fi fuerit effeftum, et Q fit valer huic fragio-
ni aequalis, infuper, cum iam fit h— Q;;aq,_ effici debet,
vt quantitas Q—qag euadat diuifibilis per x x. Ex quo iam
fatis intelligitur, hac methodo perfelam enumerationem om-
nium valoyum idoneorum ipfius A ¥perari non poffe.

§ 4. ldem defeftus fe exerit, quando radicem qua-
dratam formulae propofitae ftatuimus T+ Layyy,
tum enim fafta euolutione reperitur :
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pay=2(rxryy)x2ay+Hay, fue

fde =0 S-S
< ¥ -

aae forma etiamfi facile ad numeros integros reuocatur,
hincque infmit.i.numer% idonei erni poffunt, tamen pariter
ingens relinquitur dubium, num hoc' modo omnes plane va-
Jores idonei, nullo practermiffo, obtineri queant,
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§. 5. Nuper autem, cum haec perpendiffem, incidi
in methodum -prorfus fingularem, quae primo intuitu adeo
paturae quaeftionis aduerfari videtur, Confidero €nim va-
Jorem litterae b quail eflet formula irrationalis, in binomio

| P_-7/Q contenta, ita vt fit E—7P-7 Q. Euidens enim

eft, poftquam’ 1n genere omnes valores pro P et Q fuerint

ipuenti , id infuper effici debexe, vt Q reddatur numerus
quadratus; hoc autem valore fubftituto formula propofita
abibit pariter in tale binomium , cuius pars rationalis erit
t+Pxxyy+yh irrationalis vero xxyy ¥ Q, quod igi-
tar quadratum effici debet. Conftat autem hoc fieri non
poffe, nifi quadratum partis rationalis, ablato quadrato par-
tis irrationalis, fiat quadratum; hinc autem peruenitur ad
fequentem formam : o
x* + 2P$§yy+2‘394y4+2?9£!xy5+y3'
+~PDP ) -
— Q.

§. 6. Cum iam haec forma in genere debeat effe
quadratam, quicunque numeri pro x et y accipiantur, ma-
nifeftum eft eins radicem aliam formam habere non pofle,
nifi vel xt*+~Pxaxyy-+yt vel +Pxxyy—yh At ve
10 prior hi¢c locum habere nequit; pexduceret enim ad Q=o;
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vnde adhibeamus alteram formam, cuius quadratum eft
B -2Pryy = satyt—2PrayS—4p5,
| ‘ +PP .

cul i formnla innenta aequalis ftatuatur, pe,ruenitur, ad
hanc aequalionem: ‘ ‘

o 43yt —Qxtyt 4y Prxyt=o,
quae per xxy* divila praebet:
e e 4P Y QBB A BT oy -
cul vt fatisfiat, ftatnatur P == f x x; hincque fponte fe prodit
Q=-:fyy-a, vbi id commodi fumus affectiti, vt nul
lae amplins fraftiones- fint abigendae.

| §- 7. Quoniam igitur inuenimus P —fxx et Q=
2fyy~ 4+, binomium pro numero £ accipiendum fiet ;=
frxaoy (fyy -+ ), uihilque iam amplius fuperefi, nif
vt formula fyy -1 reddatur quadratum, quae cum fit ipfa
formula Pelliana , euiders eft, hoc inficitis modis praefian
poil&’, dum pro f pro lubitu omnes nimeros pofitinos " affu-
mere licet, exceptis folis numeris quadratis ; quamebrm
buc transferri poterunt, quae circa hanc formulam iam olim
{fom commentatus, vhi pro fingulis valoribus f vsque ad
f00 valores requifitos ipfius y in tabula {am complexus:
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§ 8 Quin etiam, £ loco & iftum valorem fbfi;,
tuamus, deprehendemus, formulam noftram bropofitam reve.
1a fieri quadratum. Prodit enim ,

fatyy +ytcsryyy (fry 1),
quae manifefto eft quadratum huius formae: :

yy4zxzvV(fyy +1)
quemadmodum periculum facienti mox patebit. Ex quo in.

~telligimus, —etiam pro omnibus valoribus idomeis itterae f

ftatim radicem quadratam ipfius formulae Ppropofitae affigna.
1i poffe. Tta fi fuerit f—=2 et Y =2, hinc fit A z2xx+s,
€X quo wvalore formula euadit

oxt 4240 16 = (3 x40

§. o. Confemplemur iam accuratins formulam prok
inuentam h=fxx 2y (fyy-+ i}, vbi per fe manife

frum eft, membrum pofterius radicale tam pofitiue quam

negatiue accipi pofle, ita vt fit 4 =frxx+oy(fyy +1);

quare fi primo fumamus x=1 et y=1, erjt h=froy/(f+1)

Iam vt haec fornmula reddatur rationalis, ponatur f+ 1znn,

ideoque f—=nn—r1, eritque, !
h=nnton—1=—(n 1P — 2,

Sicque pro A iam habentur omneg numeri quadrati binario

minuti, vnde vsque ad centum pro i {fumi poterunt fe-
quentes valores:

25 7> 14, 23, 34, 447, 62 g) o8,

§. 10. Maneat =1, at x relinquatur indefinitum,
fumtoque f=n n— 1 "prodibit ifta formula:
b=mn—r1)xx+an,
quae




gqae iam infinitam multitodinem valorum idoneornm pro &
fuppeditat. Vbi imprimis nqu.ai'fé inuabit, nihil impedire ,
quominus pro x frafliones accipiantur, dummodo valor ipfi-
us k prodeat numerus integer, quandoquidem. fola ratio in-
ter x et ¥ eft fpeftanda; vnde fi prodierit ==, quoniam
fumfimus ¥ =, fomi debebit x:y =p:q.

§. 11. Percurramus igitur cafus fimpliciores numer
n; ac fi eueniat vt nr — 1 habeat fallorem quadratum, -
puta An-~—IZ=mea, ftatui poterit x =2, fietque hinc

a l .
E—mz% 2N, tum vero erit x:y==%:qa, hincque nata.
eft fequens tabula: :
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| . h x: ¥
n S LA 38 |87zzx s56(z: 3
2 | gzz+ 4z T 31 ]1522+ 62jz: 8
3| ezz-+ 6}z 2 33 l19zz—-- 66lz: 8§
4 1525+ 8% I 35 |3423 -+ 70)z: 6
51 685+ 1C|%: 2| 37 |38%2 = T4i%:
G35z iz (2 T 439195 ZEE REE RS
7] 32% = T4% 43 48 [472% = 96(%:
8t w2x 36|72 3} 49 | 622+ 98|z 2
8 5%%+ X8 1% 4 5 151 2%+ 100|%:

o 11 %%+ 20(%: & 51 126 5%+ 302 |%% 1
30 % B+ 221%! 2§ 53 [78 5%+ 10623
13 4225 --26|%: 2| s5 12T gg2~TI0|g: I

I5 |14%%+ 30{%: 4 63 |62 22+ 126!%:
I9} 2%2%+34 %012 65 {66227+ 13C|%:
19 [I0Z22+3&|BLI%) =1 85 2%+ 142121
23 13322+ 461%: 4 93 |87 3% + 146|211
24 {232 +481%Z. 5 80 =0 %%+ 16C|z:
25 1892 %+ 503" 4 82 185 2%+ 16412 9
26 | 3BT 52[BrI5 97 | 322 194|%:5¢
99 e %% - 108 %::70

12. Hallenus fcilicet pro f folog numeros inte-

gros: admifimus;, wverum etiam fralli admitii poffunt, doms
modo. pro k numeri integri refultent.
nere ftatcamus © =2, flet k= sfvo+v (e fyy—+a)
vbi euidens eft fufficere dummodo 4 f fuerit numerus Inte
ger. Ponatur ergo 4 f- g, eritque k= gvv+¥{gyy~+ )5
vbi gaia pro x fumfimus numerum parem, intelligitur hic

Quod fi enim i g

pro




- cedunt, fcilicet:

plo y tantum numeros impares accipi debere, quia alioguin
in cafus praecedentes reuerteremur.

&
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§. r2. Jam in hac formula {tatvamus y— 1, vi fit
p—gve+vV{g-+4), et nunc vt g + 4 euvadat quadra-
tum, primo omnium fumi poterit g — —g, vnde oritur &=
—gyp+1; vhicum fit x—2y, exit xiy —o2v:1, ex
qua formula meri numeri negatiui pro & refultant, qui vs-
que ad centum erunt: '

—2,— 4y —II,—I3, —206,—28, —4, —40, —74s §76ﬂ

— I, ""‘I-,. — 9 '—:_[63 — 25, — 36, — 49y """5‘1";
— §1, — I0C. -

§ 14. Pro reliquis valoribus ipfins g fatnamus
g+4=nn, fietque k = (nn—4)vv=+n_ Hic ergo, vt
fupra, i euadat nn-—4=maoa et loco ¢ v fcdbatur %,
etit k=mzz+un; vbi cum fit v=%, erit = 2%, ideogue

,v_...gz

"> hincque ratio inter x et y exit x:y —232:q.

~ad quos inluper, vti initio innuimus, quadrata negatiua ac-

§. 15. In bac autem formula Iufficiet pro » nume-
105 tantum impares fnmfiffe, quandoquidem ex paribus prae-
cedentes formulae redirent. Floc notato fequentes formulae

ipeciales pro & obtinentur:



i) k ) x Yy
T I gzzx T | 22
3 5%+ 3 2%
5 21 2%+ 5 2%
J . 523 7 2%
9 w7 9 2%
X o1x |} 13 2%+ II 2%
23 e1zx+ 23 | 2%
E 25 6o 2%+ 25 2%
2w 29 2%+ 27 2 %:
2%

§. 16. Ex his sam formulis haud difficulter omnes
valores numeri &, vsque ad 100, computarl poffunt, qul
cum fponte diftisguantor in. pofitiuos €t negatiuos, VIS
que feorfim in tabulis fubiunfis referamus, et cuilibet va-
lori adiungamus ratlones inter x et y, vnde hi numelt
producuntur. |

Tabula




Tabula prior
‘exhibens omnes valores pofitinos ipfius &
centenario minores.

S R
L Rationes. k Rationes.:
2 Omnes 57 | &
I 5 -
, 71 — | ol
8 |1 62 T3
; 12 % 63 |2 -
3 3 2
13 % 64. 'Fgf’ i%’ i”s
b g 35 4 -
i —-}-16 e - 1 67 lex |
17 1% 68 |3 ’ - o
23 %3:: %: % ! ‘7I %
24 135 73 1 &
, 26 |35 77 1%
31 is 79 | Es 15 3
33 | & 83 |3
34 1 84 Iiﬂ
36 i 86 | 2
= 3
| 5718 & 4
I = = B
4 % 89 165 4? 33
LR ° | &
IT .
44| 123> 50 % 92 |2
= 3
48 5“53 I 95 Iz
¥ 49 | 5 96 | 2
5-,, 2 4 2 ¥
= ;'['Is I 32 98 T
52 b 100 | 5 3
56 | 2 ’
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Tabula pofterior

exhibens omnes valores negatiuos ipfius &
centenario minores.

E | Rationes. | ¥ Rationes.
g 43 | &
2 | Omnes ) 44 | =
4 1 5 & I N 2 O I |
B EEAZER | T4 | g &
1L % 64 Ié :
13 % 649 é%
6 % 70 ‘525
25 | § 74| %
26 | -61- | =6 %5
27 | & ! 78 | %
28 i:%: &b 81 %
32 | 86 | 5 1
36 | &5 % 89 | &
4° | 53 192 | %
42 | 2 o0 | &

2

§- T7. Quemadmodum in noftris formulis pro £ im

ventis, quae funt

A=@mn—1)ex+on et k::(nn—%——:})vvin,
loco x et y numeros fratos admifimus, ita etiam pro n fra-
&liones admitti peterunt, dummodo ita fnerint comparatae,
vt inde valores integri pro & reperiantur, que obferuato in-
veltigatio harum formularum multo faciliug inftitwi poterit.
Sumto enim y == 1, vt formula x¢-k x ~- 1 quadratum
effici debeat, quaecunque eius fuerit radix, eam femper
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fub hac formula: f xE I co'mprehenﬁe‘re Ticebit. Hinc au-

rom ftatim prodit &= (Ff—1)xx=>2 f, quae exat formu-

la noftra prior, in qua fi fratuator x==2v €t 2 f= g, pro-

dit altera formula h—(gg— L)VV =g cui refpondet ra-
g :

. £ — 2

18, qud.\ﬁ jam Toco g fraftiones introducere Ve
imus, facile patet ftatui debere. g = o 5 aC praetered v: ba:
hoc enin modo prodibit k= ‘i.“_g_“;—"i’ % % = o CUI refpondet
ratio %2> atque hic pro a et b einsmodi numMEros dccipi
‘pro & prodeant numeii integii. Requirtur erge

vt pumerns a a3 % + o, hoc eft vt 5% diuifionem Per o

per b b admiftat, tum enmm erit

p—a. E2EL— 4 bbbz
hincque adeo in genere '_pra.eﬂari, potedt, Ponendo = b*+1,
erit enim

- [b4-—b-§,ﬁzz 4 wb.:x
Hic fam ponatut % == g—» V% habeatur k=
ergo tt+1 per bb Jinifibile teddi debet, vnde prodit & ==
‘iﬁ—r +b b Quomodocunque aptem haec formula euolua-

tur, ommes numexi in ea contenti iam in foxmulis fuperio-
ribtis contineri videntur. ‘

Fi-54 <X i,

1. Hinc igitur patet, in. Analyfi adhuc defi-
derari methodum certam , cuius Ope OIMNEs valores ipfius
k affignari atque adeo QUOUSQUE libuerit eontinuari que-
ant.  Quin etiam ex formula frafta fortaffe eiusmodi nu-=
meri erni pofle videntur, qui ix formulis integris fupra, ex-

' hibi-
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hibitis non contineantur; 5 veluli fe mihi obﬁuh’s 1&e nume-
rus k=131, quem primo intuitu ex formulis fupra dais
derinari pofle non videbatur, cum tamen in formula
(nn—4) %3 +n contineatur, fi pofito z==6 pro n vel
fraftio-§ vel % fumatmr. Pofiea vero deprehendi hunc ip.
fum humerum ex formula F == 21% %110 Oriri; num au.

tem hoc femper eueniat, etiamnunc dubitare licet, vade

- perfelta folutio etiamnunc plane wvires Analyfeos Juperare |- -

videtur. Quaeftio igitur iffa maximi momenti fequeml mo-
do plopom poteft:

Inuenire methodum , cuius ope oOmnes numeri in-
tegri affignari queant, qui ex formule (nn - 4)zz+n re
fulmre paffint, fi loco litterarum n et z non folum RUMmMert -
tegri fed etiam frafli qcc:&pmnfur.

Huius autem quaeﬁloms enodatio certe infignia in-
crementa in Analyfin Dicphanteam effet illatura. |
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