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DEMONSTRATIO
INSIGNIS THEOREMATIS-_ NUMERIC]
CIRCA UNCIAS POTESTATUM BINOMIALIUM.

" Auctore L EULERO, |

Conyentui exhibita die 17, Septembris 1778.

6. 1. Si iste charac*er (P) d651gnet coéfficientem pote-
statis x7, qui ex evolutione Bmo,lm,l (x —x)? oritur, ita. ut sit
()——1: p—1 p—2 ,_“P—_q_—_*—_:t’ : :

........_.-__._,...—_.,.-

. g o
S 410114J:Lpr4dem anc*nrh summam | huiusmodi productorum :—— =

(& + (D (L) + (3) G5 —+ ete. semper hac lormula

c—+1 C -2

exprimi (¢ ey (”“’““), quandoqmdem hi duo characteres suat

inter se aequales, -quia in genere est (f’) = (__.__)

§. 2. Hoc elegans theorema tum ternpous dedu*ﬁ ex
casibus specialibus , quibus erat primo m —

1) 1 ) =AY = .
- Deinde sumpto m = 2 - etiam hauad difﬁculter perspmitur 2sse
P (G iy = (éii.f)
Casu autem == g habebitur
(P s 3G

e TN

D I C-——) = (H“"

e

Ex quxbus cambus conclusio gene1ahs s.tis tuto est deducta, ita
ut - demonstratiopi rigidae aequwalens sit censenda.
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§. 3. Interim tamen istud ratiocipium non nisi ad ca-
sus , quibus yp  est numerus integer positiuus, extendi potest,
etirmsi veritas multo latius patere atque adeoc ad omanes plane
valores litterae m extendi deprehendatur; unde etiampupc pro
hoc thecremate demonstratio completa desideratur, qua €jus ve-
ritas pro omnibus casibus,. sive litterae -m ¢t 1 denotent nume-
ros integros, sive positives, sive negativos, sive integros, sive fra-

ctos, ostendatur, Talem igitur demonstrationern hic sum {raditurus,.

¢

Lemma.

§- 4. si formula - — =P in- seriem evoluatur Secundum ,

[q—zd+1
potestates ipsius X procedentent, tum’ in hac’ serie: potestaus x®
coefficiens erit (A =Pf*7) Cum. enim sit ‘

(Ia—x)’“‘l"l—'"xﬁ—(q Ly x4 (1222 )333:4*(‘”3} x3+(q—j:'§) xh eter

in - genere - potestatis x’" coefﬁaens erit L_ ui er 0
. ’ e

etiam erit coefficiens potestatis xP + N ex emlunone kormulae _.__—?qﬂ
_ _ : "

resultantis. Fiat nuac p -~ A == n', sivé A = 11 — p, 4atque coeffi-
ciens potestatis xP erit =— (’1__-—_1’:_'*:_‘1) = (?‘f_:.—_f’_’*:_ﬁ).

§. 5. Hoc lemmqtc praemisso consideremm hanc ex-

pressionem: u__:.;.}_ﬁ (x +i_:5)m —V, pro qua cum’ more so=
lito fia . ,

(1+__)"” =1 L (';) A ( )[1 (m) u-—m' . etc.
e11t per seriem : -
Vi 2 ® st (3 222+ OF _= et

) c+1 ]f-'+2 {1—2z)° +5 c+4

ubi pnmo terming praeﬁg: potest character (B- Conﬂpmnmr'

Ill}f.l(,




pupe singula membra hujus seriei more solito in series evoluta, et
ex: singulis colligantur . termini potestate - affecti, atque per
lemma praemissum ex primo membro, ob pz=c et q=c, coel-

- ficiens- hujus- otestatis 7" erit — (") ¢)- ~ Deinde ex secundo
jus--p ,

membro, ob p=-¢ 4+ 1' et g = £+ I, erit’ ipsius 2" coefficiens
2 (_Z:_I) Simili modo ex tertio membro nascitur potestatis z"
coeificiens : (2)(:_2); sicque ‘porro. - Hinc manifestum est ex

‘tota forma V hujus potestatis g™ coéff'icientem‘ esse proditu‘zum

. pmN g m n, m ' , I
=G +~® () -+ .(§> (L) ~+ ete. quem br.eyitatis
gratia littera G indicemus, haecque est ea ipsa progressio, cujus
summa demonsiranda est aequari huic - characteri (G20 :

%

6. Hoc autem facile ostendetur, si modo observemus -
esse 102 — 1. Sic igitur forma nostra erit V == il
I—= - . .
ex Ccujus evolutione Potestatis o™ coéfficiens, ob p=t et q=m+C;.
eliciter = (F22) = (2*%),  Quare cum hi duo coefficientes
jpsius &7, €X eadem expressione V oriundi, -inter se necessario
debeant esse aequales , erit utique _ '

my /1 m n S mN o n T i b

. ,(_5‘) (‘g) + (P (E'-i-_i) +(§) (c_-FE) + ete. == (1.1__:_6) |

quae ‘est demonstratio maxime rigorosa nostri theorematis, cujus
ergo veritas semper subsistit ,  guicunque pumeri litteris m et #

gribuantur, : . : : Do o

.
(e my™ +€ 19

§: 4. Casus hic singularis, quo m=—0 et pof;ésfas
(152)™ abire censenda est in 7 (x+ 1= ), peculiarem evolutionem

I--= . I—z
ostulat. Cum igitur hic sit Ve 2 {1 +-2-), ob
postulat.: & st V=——o s G+
ST, FUCuns SO SN SR e . NN G
.l G +1"'“) I-—z % (r—z)? +3"(1'—-—z)a - AT I—a

E 2 - erit -
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§. 8. Hinc jam, bt supra fecimus, investigemus coéffi-

cientem potestatis 7", atque ex primo membro is prodit = (_’l-);-
ex secundo. membro oritur — Z.(-); ex tertio membra

c—-2

3 '(C__i__s) ; ex quarto —3 (ﬂ__—' 3 et ita porro; sicque totus coef-

fictens poresraus %, ex evomnone expressmms V- ortus, erit

&) =5 () + (cﬂ) (2 1 (a) e =Co
6. 9. Cum vero per transformatloncm sit
T+ -5 = .._._Z. = I (1 —g), erit quoque |
Vo= — : il;c:-f Quare cum sit : | -
—l(1—2) =12+} gz 1 Ig° +1 Z—ﬁlzs—»etc,
o f— ] -0
Cerit V== — z]:+1 -gfaﬁ_%cﬂ g(x_-f;)_c"fri + etc.

ex CH]US evolunone propterea si quaeratur coelﬁuenq potestatls

2", 1S 1111, qucm modo ante mvemmﬁs, aequahs esse debet.

§. 10 Nunc vero- per lemma praemxssum pr;rnum mem-

brum pro’ hoc coéfficiente praebet (%7 1) secundum membrum

P

oW

autem dat .} (2225 tertium = £ ("‘*3), et ita porro, ita ut
hmc totus coefﬁmens potestatis. :z; sity . -
e C:(n-—:l) _+I (:1——2) + (n——a) _+ ﬂ"—4) -n-etc. -

: § 11, Hinc igitur adepn sumus sequentcm aequauoncm
iter binas- progressmnes inventas, quandoquidein semper erit:

e - T - ‘ ’ <c—r-l)




*ﬁﬁﬂ:wusqarovre5510n1w0ﬂren1us terﬁ}rn—liS%flt—*—!—u (%ﬂﬂia statu S

B gl ok

n
Cﬁ-’}) —. <E':I—°) c—+—3) c-+—4
=)+ (B 19 ("'—4) + eté,
quae duae progressiones debent esse mter se aequales, qulcun-
que valores litteris n ct ¢ tribuantur , cujus Verltans nonnullos

casus perpendisse juvabit.
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Casis I

que ¢ =z O

§. 1z. Hoc ergo ¢dsu casu prior series cva&ef
?1 o L .I. n : -
—:® +; O 5@ 5@ et

atque in his <haracteribus numertis inferjor superiorem excedit,
eorem valores evanescunt, sxqmdém fumeri mtegn adhlbeantur
Posterior vero  series evadet. | :

(n-l) +1 (1—2) I (rz-—s ‘ (n—4 . n—s) _,__ atc
Ub1 notandom est, omnium harum mrmularum (“ e l) valoremesse = I,

quamdxu ?\ non exced1t n oy hancque adeo senem tantum usque
hocque modo posterior

. : | NS S S | I
serics ita est repragsentanda S as e R FE e

§. 13, Hinc ergo nacti sumus seque'ﬁtern aequationem

maxime methorabilem: = . AN
®=1Q +5 Q- 1O + L@ et G B =
=14+ ;+ 1434z et - % TR O

2 03
Cujus Ventatcm ahquot ex*emphs ostendamus. e

§. 14. Sit 1 n = 1, fiet’ prmr serxss ( )__ 1’, altera
vero pariter dat x.. - - - S . ‘ o

‘. h . ' 2

B




2% Sit n==2, et ob (D) == 2 et () =1, erit prior seties

— 2 I o ¥ posterior vero series dat 1 -% — =3
3 Sit n— 8, ob (D ==3; (D=3 et (g) == 1, prior:se~
ries dat 3 — £+ & == X, oposterior vero series pracbet :

R

& o=y, ob<3>--+, <“>-6, cg>__+ et (D=1,

. prior senes dablt 4 —8+2—2=—0o +1—14; altera vero series

374 33
dat 1 +f+1+%, cul 111e valor est aequalis, ob 1 -—5254—4
[+]

5% Sl L Z= 5 ob(z)::s ()__xo (G =10; ) =35

: __ 40 5
et G = 1._, erit prior series; § — 3 —+ %% — 7 -+ :; posterior vero

cdat 143+ 3+1+ 5 qui valores calculo institute accurate evas
,dunt aequales. .

_Simili modo erit quoque: o

A 9095 6 L I, I x 1.1
6 5—:— —~ % + G == Xk g+ 397+ 5+ 5.
Item eru; ' - '

— 35 % er 7 I I 2" .
7 § + —it+tE Tty =t +-3+ + ”"3 %’
Smguhs emm terminis subtracus ‘remanet ; L
6-—v—-11+x1—-—-~9+4.——1 =0,

o ) _-,Ca.s'-.'u .;--.IL

U e . . quoc :,:1

6. 1 5 “Hoc casu erit prior series

}(ﬂ)“- 5 (g) + % (“) I® +§( etc. altera verc-)‘ fit:

G+ ( 2 (”_3 g (Y etc. quae in has duas
resolultur F+E+i+7+1 +etc.-

-—-I--I-*—-I-—I—-—-I—-—I-——-CtC. quaeeousque

sunt contmuandae, quoad superiores termipi unitate fiant mino-

res ; hu1c ergo expressioni prlor series semper erit aequahs. ‘
‘ ‘ S §. 16
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§. 18. Slt 1) n = 1, ac pnor senes tota évanesut,
qtiod etiam in- posterlme evenit. : S

2 ) Sit nz= 24 ac prlor series dat po%termr ver0~dat 1+0.

I —

) Sin—3, pnor series dat 5§ — 3 ==

ﬁ, posterior vero
senes dat 21 ' '

postermr vero

lJl-h
f.t:l'-'

4°) 8in=4, prior series praebet 6~
series dat 45 :

5 Sin— 5, pnor series. dat xx. — 2 + I3 posterior
} vero dat 4 +3+2 i+t -
a4 T T
o WS Fy e
quo ¢ — =.
¢ § 17. Hoc ergo casu prior series erit:
& — 3G+ 12 ; G ) — 31 ® + : (5 et posterior vero -series
praebet (’“1 ("" ) + % ‘“”‘) + 2 (”‘“4) -+ ete,  Hic

jam, quamdm n 3, omnes termml pr1or1s seriei abeunt in ni-
hilum , quod etiam in altera usu venire deprehenditur. Tantum
autem hic unicum casum , quo n == 6, evoluamus ; quo casu
prior series evadit: 20—~% +§—I; altera vero series dat:

6 1 3 4

3
IO+§+3+K.

Nota.

§. x8. In serie posteriore, qbae erat:.
T

CZD + 2 (5D + 5 =D+ 1 (D + ete dubiurh  videri-

.C -

potest 5 quod ed tantum usqite ad terminum % (-_O_EE) continuari

debeat, cum tamen sequentes termini, in ‘quibus superior numie-
tus fit negativus , non evanescant. Verum hic observandum est,




in- hlS characteubus pumerum inferiorem, immediate ex: analysi

ortum, cogpversum esse- il suum complementum., ¢1qmdem ex.

" deductus est

).

. PO
forma gene,rah —E = coefficiens ipsius %
© (=)

s Lﬂtz:;-'f) cujus laco seripsimus (22 '_?.”*'q), vi aeqtlatloan D= (2

et

Ubi probe obsewandum est o talem conversionem ° non valere,

nisi superior numerus fuerit positivus , quemadmodum hactenus

assumsimus ; unde si etiam ad numeros negativos NOSras pros

_gmssmnes extendere velimus, ip serjc saltem postcnon in sin-

_guhs characteribus complementa inferiorum numeroram scribi de-

bebunt hocque modo posterior progressio ita est re raesentanda;
y P

I Sl S Tz T n—31y 4L n—4 ete.
(n—1: ) + 3 C s - 3(n—-—3 (n--4—c> +

Hic probe notetur, omnes terminog, ubi. mterlores aumeri -sunt ne-

gativi, pro nihilo esse babendos. TIta postremo casu, quo erat
n—©6 et = 2, haec pxogressxo erit

(%) + 5 Ci;) +iI® +1@ ~ i (&) Hic ergo omnes termin
post () sequentes evanescunt Hoc autem observato etiam no-

stras expressiones ad vaiores negatives ipsius ¢ cxtendere li»
cebxt '

Casus Ir.
quo ¢ — — 1.

, §. 19. Hoc ergo casu prior progressio erit:

O -1® +10 - A+ L ete altera vero pmvressm
punc ita se habebzt ‘
ot ("—9) -+ 3 G=hH % (ﬂ—4) + 1) et - cujus
~seriei priores termini ompes evanescunt, donec supcr1ores numert

evadant ‘negativi ,- tum vero sequentmm termmorum ii tantin
' ' signi-

T




significatum - habent. 5 in’ qmbus numerus 1nfer10r adhuc ¢st pow
sitivus,, vel o; generatim eniin. omnes isti characteres, simul. ac

numeri mienores evadunt negau\u 5. semper evanescunt

o

§. 20. Hmc ergo 1ntell1g1tur, ex provressmne posteriore

unicum terminuin 1elmqu1, qui erit’ -~ (__:.[ s cujns valor est”

—f—-__,_g cui ergo- pmwressm prior semper est acqualis, -Si enim.
penamus n__,x, pnor progrcssm dat r—2%; posterior vero dat

etiam. 2 L I oL

——
T ——

2° Si n.__..z, prmr series dat R ~— 2~
vero et1am dat % ‘ ‘ '

kS

OO

5, posterior

3° Si n:'g , Erit’ x — —]—43 %:%
Similiqgue modo porro habebxtur. -
E—ff = f el

I

6

SR

i I
R T
etc. etc,

Casus, V.

' quo € — — 2.

§. 2x. Prior progressio erit

(= 1 1y 4l L® —I1Q) I et uEi' primus terminus.

evauescr:; Postenor vero series erit: L
(::_;) —+3 ('1-"”‘ —JJ("—Z") ~~1 (‘L etc. eujus terminus ge-

neralis est 3 _’1:_"_.\: - Hic 1g1tur ab mn‘:.lo emnes t.,.rmlm eva-

R ek i

nescent, donec fiat Az==n—1, unde terminus fie 2 (_I) =

[ ——

dat ~L_; sequentes autem omnes iterum evanescunt , ita
Nova Aeta Acad. Imp. Scient. Tom XV, T . F oot

— 2
___n—+_1, quem sequitur teunmus 2 (_._ » qbi adhuc valoremz

o
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“significatum - habent y' ia quibus’ numerus, inferior  adhue esg po~
. sitives, vel o; generatim enim. omnes isti characteres, simul ae
- pumeri inferiores evadunt negativi 4. semhper evanescunt,

§. 20. Hinc ergo intelligitur,. ex ‘progressione’ posteriore
upicum terminuin }ellnquy, qui erit —=- (1) 5 cujus ?ak’f est
o +‘"LI** cui ergo- progressie prior semper est acqpalis. Si epim
?l —1-v . K Al - . N B " .
ponama.;s A==I, prior progressio dat.xg-—g; posterior vero dat
ctiam- z. [ SO T '
2’ §i n=2, priof series dat T~ 2ol
vero etiam dat’L ' -

[0

5 posterior

0=t

[

7743:4@1:%3%1:&44—%%@ T
Similigue modo porro habebitur :
R
I—gt%—% +—i—%
ete. etc.

Casus, V.

- quo ¢ = — 2.

8§ 21, Prior progressio erit: .. . _
nN. .ty Ly Togmy 4 Igm N o
(2 —id +5@ —i® +IQ et ubi primus terminus..
evanescit; posterior -vero series erit: ° -
n—1I 1rn—ny Im—3 1/2—4 ATriTie
) 1D H-1G=D +FGED eto eujns teminus ge-

v 7 N Wt
neralis est § (252550 - Hic igitur-ab initic emnes tecmini eva-
nescent, donec fiat A ——n — 1, unde terminus At e G =
e —— 7 YN P I . r—2 PR . o . ' ;
— 73y qUem sequituy terminus -f (F7)» qui adhuc valprem%__ . - |
dat - %..; sequentes autem omnes iterum: evanescont , ita
n+ 2 : Ty o :

Nowa Acta Aced. Imp, Scient, Tom XV, - e Foo ut - s




ut tota posterior series wcontrahatur in hos duos terminos:

_— I L — ___—I ., qui ergo est valor seriei prioris.
R R e Rl g N q 8 P

§.-22. Ad hoc ostendendum sit 1)r1m@ n—= I, et prior

series erit — L(@) —+3 @ =—s5+t3= 3
) ‘2°, Sin—oe, habebxtur —-é @ —+3 (*%) e LT _sive
— i =—f = o ' )
Lo T | 3 3 —_— e s T -—-—-
S1 n—g3, erit — g3 —i 35— " ®m— 53" p
§. 23. H1c ergo ptior progressio erit : »
]

(=) —5(E)+i® -—i® +5O —3 (g) ete. ubi duo

. Ppriores 4term1n1 in nihilum abeunt Pro pocteuorc vero ses.

rie, .cujus terminus generafhs est 2 (22 D primus . ter-

‘minus n51gmﬁcatum habens est 2 (5 Yoz _I_. ; sequens autem
‘ a1 brpeg
terminus: efit 2 (2D = 2 denuo sequens  erif:
- if_ 3’(_3) —-—-.3. 3 rehqm Verp -omnes evanescunt, ita ut summa
‘prioris semper futura sit -55; —_—2 1 = 2

g a2 mt8 (nd) (n2) (n3)

§. 24. Ut rem exemplis illustiemus, sit’ 1% n — o, quo’

. - . ‘ [#] X . . . ] N
casu summa -dabit esse T3 — §» ipsa vero. progressio dat
_(9 —_7 '
3%/ —3"

. Casu n—.1 fit 'summa - §_4 = ipsa vero progressio
Ll T : '
praebet G — iI® =%.
3° Casu n =2 fit summa _5’__.‘ =

T, : . ‘ B
sio erit g3 5—5%. :

-

- Eo--
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pmees 48 s

Eodem modo habebimus :

r .3 3 e 2

3 g 5 6 — T ,
3 T8 T % — 6T

I .3 L. 45 F —— 2.

3 3T 5% 1 8 7 B 1.8

§. 25. Supen&’ﬁum foret haec ulterius pmseqm. E Hine

enim satis patet, si fuerit ¢ == — 4 p(}stenorcm progressionem,
' atque adeo Summam Pprioris, futuram esse &
: —I ) r  — - T.2. 3.
. g +n+2 -+ 3 +n+4 (n+I)(vx-~’l(n—i-3 (n—-4)

Prior vero series, omissis temums nihilo aequahnus,- erit:

—I I ~1Q) —i® — i@+ e




