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DE INSIGNI PARADOXO,
QUOD IN ANALYSI MAXIMORUM ET MINIMORUM OCCURRIT.

AUCTORE

L. EULERO.

' Conventui exhib. die 31 Maii 1779

§. 1. In Paradoxon, quod hic sum expositurus, in-

cidi sequens problema resclvens:

T 1 Sub recta hovizontali AB describere curvaim EY, cuju,&
Fig. 1. singula elementa Yy si in radicem quadratam distan-
tige YV ab illa recta wultiplicentur, Summa Omnium

horum productorum evadat minima.

Paradoxon autem in hoc consistit, quod pluribus ca-
sibus aliae lineae exhiberi possunt, pro quibus ista sum-
ma minor reperiator gquam in curva per calculum inventa,
etiamsi intra cosdem terminos contineantur. Praeterea vero
etiam evenire potest, 111, pro certis terminis p1oposms cur-

va inventa evadat lmagmaua, cum tamen pro aliis carvis,
intra eosdem telmmos describendis, summa illa memorata
‘modo major existere possit, modo minor; ita ut etigm his

casibus aliquod mlnlmum Jocum ‘babere debere videatur.
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ec 1g1tr.u Paladoxa operae pletmm Wdetul' ac:(,uratlus
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pezpendele. '. L o

§ 2. Hunc in finem xeplaeseniet EY crrvam hnic p1 oble-

puncto quovis Y ponatur abscissa AX =, 1p51 dlstautlae YV
aequalis, applicata vero XY=y; unde posito oy=pdx erit
‘elementum curwie Yy —ox 1/ 1 - pp, sicque formula in-
'tegreilis . cujus valor omnium minimus esse debet, erit

| § 3.  Si haec ad motum referamus, atque ponamus cor-
| pus. cmvam EY percrrrens in singulis' punctis Y celeritatem
Hhabere, altltndml VY debitam, si haec dicatur —v, cum sit
":v ut ¥, curva quaentur, ‘cujus si singula elementa per
Hanc ‘eeleritatem 2 multiplicentur , summa omnium horum

ductum G’K spatlo percurse in. {:elerltatem oon'venne eum.
idea mlnlmae actionis ab illustri Maupertuzs olim. stablllta° -
unde mtelhgltur, curvam, guam: quaerimus, ipsam esse Pro-
Jecf:onam, guam corpus, ntcunque plOJectum, libere - descri-

_ bit, 1deoque fore Parabolam. =

§. 4. Cum igitor formula integral—is, ad ‘minimum re-
ducenda, sit [ox ¥/ :C(l +pp), si ea comparetnr cum forma

generall fVax, pio qua posul 9V =— Max—I—Nay—i—Pap,-

Mfmom': d: I'Amd. T III ' 3 o '

‘productorum prodeat minima. At vero olim observaw pro-
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demonstravi curvam quaesmam ista aequatione: Nox—dP

exprimi. Nostro igitur casu, ¢uo V=Vz (1 4 pp), erit

1/1+1=p . g __ V= .
M= =, N=o et P — T "Cum antem esse
debeat 2 P — o, ista quantitas’ P erit constans; unde
haec deducitur . aequatio : 7 -!—PP)"'—]/ a, llagqq'ue est ae-

quatio naturam curvae quaeultde exprimens.

§. 5. Quaelamr jam ex hac acquatione valor ipsius
p:]/x_‘im':, ande :cum sit p—=5> erit 9y _.._j(i”), cujus
111teg1a110 praebet 3 = oV aox —aa—-+ b Unde sumto

— 0, patet, curvam EY fore parabolam, circa axem A C

descriptam, cujus vertex: incidet in K, existente intervallo

AR —wa, gquod simnl distantiae foci pambolae a vertice

aequatlr, cujns ‘ergo - quadruplum  erit. palameter parabolae
scil : 4a. Hinc i igitur patet, quaestioni nostrae satisfacere
omnes. palabolas., ‘guarnm axes smt verticales,  verticnm
autem distantia a recta horizontali AB ipsi distantiae foci
a vertice aeqmalis.™ S |

- §. 6. Omnes igitur istae parabolae EY hanc habent
pmpuetatem - wtosl- singula ejus elementa Yy in radicem
quadratam distantiae YV ducantur, summa omnium horum

prodnctornm. sit minima; unde operae pretium erit hunc va-

. lorem mvest] gare. Quomam auten supia invenimus p=y-—,
—

BxVx

eit V1 +p p=V—=—, hincque elementum curvae Y y=r==
_—a
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qmod ergo mulﬂphcatmn pel V& praebet ?Z_aﬂ ) cu]us 1n-
tegla]e revera debet esse minimum. At vero hoc' integrale
pro toto arcu EY reperitur :_—_9(051 -z} Va—a, quae
| ergo quanutas minor esse deberet, quam si tlla alia ctirva
intra terminos E et Y describeretuy, pro eaque valor E‘JU.‘?-
dem formulae integralis supputaretur. -

§. 7. Interim tamen facile innumeri casus exhiberi

possunt, pro quibus iste valor, rite computatus, revera mi-

por reperitur quam valor modo 'inventus. -‘Qtlod'-s'i enim

loco .curvae EY ex puncto E per rectas Ea, AV, VY -
usque ad Y plocuedlamur, quae via utique multo major est, '

quam si per curvam -EY processmsenms valor nostrae for-’

. B

mulae. integralis pro . spatlo EA - repéritur - —'aa}/ o - at pro
: spatlo AV, ubi x=o0, valor ‘evanescet; ' pro spatio
- vero VY habebitar 2z, ita ut pro tota via EAVY va—,
1or . nostlae formulae futurts sit =2ay a—;— 20Y x5 qui ~qu1—.

dem utique major est quam expwssm mventa (0 a+x) 4 ac —a,
quamdm % non multo major accipitur quam G at vero
contratmm evenit, si x.multo major - accipiatar. —V e_’laus
s sumto &4=.1: stamatufr r=100, Pro parabola fmmuler o=}
stra praebet £ x 102 /99 at vero pro-via EAVY, nostra
formulae erit 2x1001; unde oum-proxime sit vog=io—& =
Jlle:valox plomme eut 2x 1015, 1d,eoque revera major guany |
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§. 8. Cum igitur minores valores pro x assumti cum

indole minimi consentiant, majores Vero dissentiant, inqﬁi-
ramus in limitem, quo. dissensus incipiat, seu ubi fiat .
(2a - x) T/x—u-ja —aYa-+xVx, quod quo facilius fiert
possit sumamus ¢=— I et x—=ti+1, ut habeatur aequauo
t(tt-+3) =1+ (tt+ %, ideoque (1-+ttf =t*43t—1,
et sumtis quad_latls erit : P .
t64-3tt+4 3tt+1 =5+ Otr—2 - ott—6E4-1, sive
| 3tF —ott+6t—6 = 0.
_ Ponatur t:;, ut prodeat haec aequatio: s*—2 ss; 185—-54=0,
hinc fit proxime s=—122, ergo t—12, lﬁncque r == 22
‘Unde patet, ante quam X swmatur =2, dissensum incipere.

Tab. L §. 9. . Quo auvtem haec genelallus evolvamus, curvam
Fig, 3. .

& ° inventam ita mstruamus, ut per data duo puncta F et H _
transeat , statuchdo Ff=—f, Hh=~h, intervallum vero

fh=2g, ita ut, bisecto hoc intervallo in g, sit fg=hg=g.

Quaerltm ergo tam positio axis parabolae quam .ejus ver-
tex E Hunc in finem sit ut supra AE —a et distantia
A.g::'u, ita ut sit Af_v—-g et Aiz—"v+g His

pos:ttls, si in aequatlone nostra inventa y==2 ’l/ ar—aa

samamus vel. y:: v—g, vel y==v - g, esse debebit vel
r— f vel x—k, unde nancr.smmur has duas aequatloneS’

v—g= 2.} af— ag et v ~A-g== Ql/ah— aa, ex qmbus
valores tam pro v quam pro elici debent. FEliminato




. vero » statim erit g;_T/af%'aa¥-l—7[alz——aa, sive

g+ ]Ff— aa=V ah—ao; unde sumtis quadratis fit gg_;_ogVaf——aa
- af— aa~ah——aa, sive le/ﬂ =a( »—f)—a gg, iteramque
quadrando 4 gg(of —aa) =aa (h—f)—20gg(h—f) + & sive
aa (h—fF+ 488 — °’"aigg h—+f)+g*=o0. Pro hujus
| aequatlonls solutione ponamus a =25, ut habeamus |
o=szz—2¢ (h-+f)z-+(h—f) —|—4gg, unde fit
| = (h+f) =+ 2 14 hf—gg, 1deoqge a— b+f+f5m'
§. 10. - Hinc jam statim patet , nigi  fuerit fh>gg

cirvam quaesitam esse imaginariam, sive his casibus mul-
lam curvam per puncta F et H traduci posse; cum tamerr
pro omnibus,, quas pro Tubita per haec puncta ducere i~
cet, valor nostrae formulae integralis assignari queat , qui
- pro ratione curvae-traductae modo major modo minor eva-
dere potest, ita ut hinc natura minimi neuthuam excludl
'posse Vldeatur. | | '
§. 11. Quoties atutem fuerit fh}gg, ob mgnum “ya-
_dicale ambiguum duae adeo exhiberi poterunt parabolae
péi' puhcta F et H transeuntes, cui utrique indoles mini-
-mi conveniet, cum tamen inter se pluumum dlscmpent Quod’
quo’ clarius appareat, investigemus valorem illum, qui debe-
ret esse minimus, ac primo quidem quaeranxis valores formu~
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lﬂmm Vaf —ag et Vah-—aa, pro quarum priori utamur acqua-

tione supra §. 9. inventa: ggl/af——-aa"—a(h-—f) gg, quae
o fe—gvib—gx.
b+f—|—ﬂ/fb-—gg

ob x=—— £E . "praebet Vaj——aa—-—
Ffrb+2Vhbf-gg

Hoc invento aequatio Y ah—aa = b+1/ af—aa pracbet

b+g¥ Ffh—
Vah —aog—=-s2reV0—88 © give scribendo brev. gr.
T be-f4eVfb—gs

14 fh—agg simpliciter V.. ., ut sit a == F'_T-E_E—J— , erit

of —an—— EUYY) (V..

§. 12. Designemus nunc valorem nostrac formulae
integralis pro curva quacunque nomine ejus momenti , et

q’uia supra vidimus, momeritum. curvae EY (Fig. 2.) esse

o
2

(Oa—]—x) Vx——a, erit id etiam Ve (ﬁa-}-':r)l/aa:——aa

unde pro nostro casu momentum curvae EH (Flg 3) ent

— 31,“ (2 a —+ h) T/ah -— aa, 6t momenmm p10 curva

EF— 1,m(glcn-J,—f)Vaf—%m, quod a praccedente sub-
tractum relinquit momentum pro arcu proposito
F‘H__ (za(Vah-—a:a—Vaf——aa -1-]11/ah——acz——f1/af—hh)

quae eXPlCSSlO, si loco. radicalium scribantur valores modo

mventl, induit hanc f01mam . |
.3cf+fbj§1f = (20 (f-+h+2V...) “4—ff+7171+(f+]l)1/--~)
quae, si loco a ejus valor substituatur, abit in hane




3
o ‘ ggg+ff~+—h]l+(f—|—h)]/ ), sive in’

l3(f+b-|—217 )1/«1
2L (ngg+ff+bb+(f+bﬂ )

| hanc: 57 FroaV
Quo d si haec posteuor fractio muluphcetur supra et infra

per f L h—2 ]/ pIOdlblt ejus numerator

= (f+ M gg+ff+71h)-_o(f+71‘| (fhwgg
+(9fh—ff-hh—-4gg)1/

' 4
qui réducitm ad banc formam:

(f—l—h) 4b€+(h_f))'—“(4bg+(‘ 'f)z)
=(4gg+h—fPf+h—=V." ).
_At vero denominator prodibit (h— )2+ 4gg, sicque com-
. ‘mode evenlt ut evadat momentium quacmtum = },a (f+ .. -

g
‘Quare cum Va =g v etit hoc momentum pro arcu FE

~::§f+h—— )(Vf+h+91/ )-

S 130 Quotles ergo fuerlt gg < fh ob signum ra-
dlcale semper - duo exhlberl potemnt minima, sive ab F ad H.
bigos arcus parabollcos ducere licebit. . Qr.un etlam, st haec
=ad motum projectionis yeferantur, ex puncto- F duphcr
modo corpus cum celeritate altitndini F f debita ita” pro~
" jicd potent, up punctum H feriat, ‘Ex quo facile intelbi-
gitur, hoc fieri ‘non posse, nisi punctum H ulira cer-
4am distantiam fuerit remotum, qué ergo casu mirum nOm
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est, curvam nostram fleri imaginariam, idque continget,
quoties fuerit gg > fh.

§. 14. | 'Cogté'mplemur autem attentius casum, quo
gg—fh, siquidem tum binae solutiones in nnam coales-
cunt, ob ¥ fh— gg==0; tum vero arcus parabolicus FH =
jactum longissifn‘um ' repraesentabit. ‘Hoc igitur casu mo-
mentum istius arcus FH erit 2(f ~~h}¥. Sin autem hic
per viam FfAH ad H usque -progfediamux, erit momen-
* tum huic viae respondens = 2(fy/ f+hy/ h), quod manifesto
semper minus est quam illud, quod pro arcu parabolico
FH. invenimus, etiamsi hoc in suo genere sit minimum.

§. 15. -Ad haec paradoxa explicanda notari oportet
momentum _ viaé F fh H  respondens etiam in sno ge-
nere esse minimum. Scilicet si punctai f et h aliquantum
 mutentur, momentum, quod respondet viae ¥ f/ I’H mani-
+ festo foret majus, Mirnm igitur videbitur verum hoc mi-
nimum non a calenlo fuisse IlOblS monstratim; verum ra-
tio satis est mamfesta ) proptelea quod haec wia non est -
linea continua. Interim tamen etiam hic c¢asus 1n calculo‘

. 7 :
ipso comprehenditnr. . Cum enim esse debeat 9. VE_LECZ_O’

Fpp
evidens est hanc formulam, tam pro rectis 14 f, gquam

pro _,hH ufpot_e  verticalibus ,  esse revera = 0; at

\
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‘yero pro via horizontali fh, propter x=="0, iterum eva-
nescit. Ceterum satis notum est eandem lineam curvam
SaePEnnIMEro plures dppllCaL’IS minimas, inter se maxime
diversas, contineri posse, dummoedo qu’mhbet apphcata
minor sit quam sibi proximae utrinque. Hmcque etiam
intelligitur, quando calculus inter puncta F et II duas
exhibet curvas, momenta pro utraque minima esse posse,

etiamsi a se invicem pluimum differant. '
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