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XIITL.
- SOLUTIO
'_.PRQBLEM ATIS ANALYTICI
o DIFFICILLIMI.

Conventui exhibita die 19. Aug. 178Z.

§. 1. Sip, g et P, Q denotent functiones homogentcas nul-
lius dimensionis binarunr variabilium z et y datas et proposita fue-
pox 4~ TT9dy 1

1t haec formula differentialis Jv == ¥ T ,

in quam In«
integratio succedat. Hujusmodi formulae mihi se obtulerunt cuny
nuper problemz de trajectoriis orthogonalibus ad superficies transs
latum perscrutarer atque evidens est, hanc quaestionem maxime esse
‘arduam, et summam sagacitatem in evolvendis functionibus duarum
- variabilimm requirere, in quo negotio geometrae nune quidem pluris
mum sunt occupati. ' ' |

§. 2. Quod si igitur statmamms g fz ermnt. litterae p;, ¢,
P, Q functiones datae ipsius £==2, et quia potestas indefinita ipsi=
S us & est a‘ﬁjuncta hace formula omnes complectitur easus qmbus
-tam numerator quam denominator sunt fanctiomes homogeneae ipsa~
Jrum x et 7. Positione igitur y = = tota formula ad has duas
variabiles « et ¢ reducitur. Quemadmodum igitur funetio illa in=
“definita I deteminari debeat hic nunc accuratins investigemus.

BQY- A
1— QP
-binas novas functiones incognitas A et @) introducimus et facta hae

‘

‘gledltm.‘ functio indeterminata Y1, gquam ita determinari oportet, ut

§- 3. Ac prime quidem statnamus II = === ubi scilicet
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substitutione formula 1'.lostra mn scquentes duas partes discerpetur :
Ppox =~ Agdy gt -, 1040y —Ppox) g
av—“—AP_*_Q_’ A _[_—‘ Al)"i—'Q, k-

quarum priorem brevitatis gratia per ‘Ou, posteriorem vero per ow.

designabo, atque binas litteras A et ®, ita definire conabor, ut-

utraque pars integrationem admlttat.

£

§. 4. Nunec loco BJ scribamus ejus valorem tax+xai at-

que pars’ prior induet hanc formam :
: _,___x”_lax {p - Agh) xm A gf
o= ——Z5qg = ZFro’

quae quo faciliug tractari possit statuvatur %":_lé__qgf_z unde ﬁt‘
e EQ—p . . Aq¢ _ 2Qg—
/-\-*"—‘qh—ﬁ et pro altero membl?'loaﬁt2 ey Y %qu;fﬁ, sicque
. o t . :
halebitwr Ju— Za"*Jz - E—%qf—Q?@ . Quamobrem, si 3
tantum involvat variabilem ¢ integrale aliam formam habere nequit.-
nisi hane: w == — Ea:”“ tum autem esse debet 9% — —”qat (ZQ—2) .

Qgt—Pp 2
cujus aequationis resolu’ao- quia X non ultra unam dimensionem as

cendit, est facilis,

§- 5. Quo autem integrale commodins exprimatur ponammug

_Qg3t ___3s : : . s E [ pgar ey
th"f’iﬂ < s 1111'chue- }nteglale eIt o =11 07— - Ergo
quia ex praccedenie posifione est

qdt - __0s . - ds
(M-—r'__ﬂ.__m’ el]t E — }'T"sanPn-—i—I’

P os
quam integrationem uf concessam assumamus et statuamus fQ . __T

ita ut sit ¥ ———ns*T, hocque modo adepti sumUg intégrale prxd-
ris partis w — — 2"s"T, qui valor ergo etiam’ praebet valorem
quaesitum v, pro casu quo @ —— 0.

r

§. 6. Eodem modo evolvamus alteram partem unde loco

dy scripto valore {d@ ~ xd¢ prodit -
dw — Bx"—¥gx (Qgt—Pp) 4 Oxn Qadt .
(Qqt-—Pp) : (qf—ZP) . .
postquam scilicet loco A valorem ante inventum substituimus , qui
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Cerat A — f__'tQ;ElI; Hic igitur loco @ (g¢— ZP) seribamus O,
ut -habeamus : '

| dw = O (a" o + =) _q>—~—<sam+xas)

Unde patet, integrale w fore funct;onem quancunque 1psius sz, quam
jta repraesentemus: w = O : xs sive, ponendo xs =Tz, si-Z
functionem guancunque ipsius z denotet, habebitur w == 7Z; inde
.. autem i ponatur 9Z—Z'dz, eit @ — e

alas

§ 7. Inventa igitur utraque parte u et w, erit integrale
cquaesitum nostrae formulae v == — Tz® 4~ Z qui valor praeter om-

- nem expectationem tam simplex cst inventus atque adeo facile ex

N . ] ) 38 Qgor .
_Jpsa formula plopomta formari poterit, cum sit T Qg —7p et

Tz fQ a3 hlcque est valor generalissimus pro formula nosira propo-
" sita, siquidem loco II successive valores hic assignati accipiantur, in
'quo negotio cum quaestio nostra potissimum Velsetm , operae pre-
“tiom erit istum valorem evo]vele

6 8. Cum igitur -prlmo posuerimus H—(—aiﬂ deinde vero

Cigitar sit E____——ns“T et O == =3, hincque pro quovis casu

oblato valor debitus ipsi II facile assignari potest.

Alia solutio multo concinnior.

§- 9. Hic statim sine ulla praeparatione ipsa formula pro-

-130§Eta5 elidendo gy dat T onain

. p-Tlgt ce Te— ©Q—p . ©Q—p
1J?IP:_.%:_: ®, ut sit II= ==, hincque porro iﬁ—f-Q g =5
- uncie fit v —= @ul 7 Bx 427401 (00 — #)

_ 1 Qat—7Pp

, ’ - Qqadt ' as i}
§ 10. DPonamus nunc ut supra Qai—Tp — 5 ° hocque mo

do ﬁt dv — @x““ 0z z as (BQ — p). Hmc autern facile

. 81)
: Q 2 P—J— (420 :
cesset A = EP et @_m ﬁe‘t T = — =@y Cum

x" ’Bx(:b-l-ne‘f)"'"xnﬂqaf__av Ponatur nunc
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conditio integrabilitatis, obtineretur, verum nulla fimetio arbitraria.
practerea in integrale introduceretur. quemadmodum solutio. com~
pleta postulat. At vero singulari artificio etiam hine integrale com-’
_pletum erui potest, ponendo ® =M -~ N, Etiamsi enim haee .
‘positio mihil plane polliceri videatur, tamen ea totum negotium ab-
solvetur. Hoc enim modo nostra formula distinguetur in duas pare'
tes quarum utramgque scorsim tractare licebit. Repenetur enim :

dv = Ma®* o -gz* 2 (\f}: — —?) AN 27 (5D - @05

§. 41. Prioris pastis litteram ‘M involventis , siquidem M
spectetur ut functio ipsius ¢ tantum integrale hecessariom est —"\ILC 2

tum autem esse debet
oM
— == (M — g) , sive oM — nds (M — -_) — 0,
quae aequatio mtefrraLllls evadit divisa per s* ', ut sit
oM — nM3s .
- - QT;E—B-;:: cujus integrale est ?—i = — nf—Q—P-ag— .

Quamobrem si ut ante ponamus fQPna_s,_l =T, habebimus M:—-HTS‘”';“

v

ideoque pro hac parte erit v""‘—-—Tx”s sive v == ~- Tz" posite
scilicet z =z,

S 12, fPlo ‘altera parte Titteram N Jnvoivente ea ob e ey 8
erit N-———» 0 ; ~quare cum N sit functio adhuc indeterminata, .. |
Jus partis integrale erit functio quaecunque ipsius z, quae si designes,

tur per Z, existente 9Z — ZDs erit N—==%_, quocirca totum

x!.-—-—-l’
- - - , E
integrale erit v == ~— Tz" 4 Z. Tum .autem erit 0= in nTs"
hineque colligitur ipsa functio quaesita IT == %—Q%% quae solutio

perfecte congruit cum praecedente.

§.13. Quanquam aulem haec solutio totum negotium ﬂ,h-'
cissime absolvit, tamen dantur casus ad quos hanc solutionem vix,
ac ne Vvix q_uldem accommeodare licet. Hoc scilicet evenit, quoties
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_exponens n == 0, quoniam formulac /o™~ *ga valor tum est Iz
quam ob caussam isie casus peouhmem evolutionem postuiat. Prac-

terea vero ctiam casus quo Qgf — Pp == 0 in supericre solutione

. 1%, . . os Qqaf . -
1 comprehenditur, quoniam posum = = —4 ., - H: -
nox p > 1 posuimus + = &y Hane igi

* qur ob rem etiam hunc casum scorsim evolvi convenict.

©

Evoluilo casus,

- | quo n == 0,

A {. 14. Hic igitur est dv == Pa;;;:f%ay —;—, quae a;aquatio,
eliso 9¥, abit!in hanc: Bv"_—_a?x %:_frgﬁ—ﬁ%]-%gj—q Nune pona-
iur ut ante H:{%:@—%g et habebitar dv == ®2x——|—qa(;;?f_}_?;—),
quae aequatio posito W‘i@z—_%{ et @ =M N fit

do =" L 9 MQ mpy + N (F -5

"Hic primum patet, prius membrum integrabile esse hon poesse, nisi
sit M constans, tum autem comprehendi poterit in altero membro;

quamobrem hic statim ponere licet M == 0, hincque ex priore
parte fiet 'u__.—fPas, ita ut, posito f? -—'T hine fiat- 'U"_'—-T
Pro altera autem parte, si statwamus ut ante s -—z, fit Jv == 8” -
Sit igitur N — Z’z, fiat v == 2, quocirca ob M =0 erit © = Z’ z,

hineque II= ———%,E, atque hine integrale completum erit v=Z—T,
quae forma ex solutione generali deduci potuisset, -at vero ex prae-

gente casu promtius colligitur _

; . Evolutio casus,

quo Qgf— Pp =0,

§. 15. Hoc igitur casu erit P=2  unde zequatio nostra fit
P — I 3x {p —+ Wgt) 4~ =" gt :
— IQqt—-Qp e
guae contrahitur in -hane formam :

Suppl. aux Mépoires de T.dcad. 117
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n—. " Ipgot -
v = 2"~ 0% &+ G gy

. Opq _sp .
Ponatur nunc iy == E ita ut sit I — = G eritque
v = %x“'—l O+ Bét r) 2™ ponendo scilicet 3 == M al

u3

§. 16. Hic ]gitll]f prioris Partis mtegrale erit v == ixq, si
modo sit M:ﬁta .—Q- . Pars vero posterior statim dat v = %’—T,
Sit igitur f %:u, ac si U denotet functionem quamcingue ipsius
u, sumto N—U" erit ex utraque parte v“‘—fm - U et nunc erit

P — E'P
= nata oc“ et H_Q(P—Sf)

§. 17. & fuerit == 0 , introducta Hitera F erit
Dy — 222 _ 201
— Q= Q

E]

‘unde si statuamus %f — odu, ponamusque 3 —= Miz + N, deno-

tante N functionem quamcunque ipsius u, scilicet N == U’, statim

oritur ista aequatio integralis v — 2. Iz —+ U, siquidem fuerit
2. ?2_ —=Mou. Cum igitur sit M— — au a 2 3 erit >— l‘fc . -'P—’ -
unde ex praecedente formula functio quaesna Ii coll;gltur H_ (PEP 55

unde patet, istum casum prorsus diversae esse nafurae quam ut. cx
praccedente solutione deduci potuisset.

i
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