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g XIV.
NTEGRATION

_D°UNE ESPECE REMAROUABLE

D’ EOUATION IFFERENTIELLE
DANS L/ANALYSE DES FONCTIONS A DEUX VARIABLES.

Présentd a I'Académie le 11, Dée. 177T:

i

Soit = une fonciion des deux vallables x et y et qu on - en
tue les formules suivantes : <,

0 — 25 _ 200 aae»‘
'Q"“ax“ " Qx Oy +

0%z 59z .'Ja o ot =
R T gx® a:c2 By x 9% 0y2 ¥ 3y
% 4 4
g g%z { 4% ; 60%z 58 1 4z

asc ay 1 92 gy? asc a;ya
et ainsi de swte

o y*

Cela posé je donnerai ici ume methode tout & fait smguhele de
trouver par une.seule mtegmtmn l’mte@lale complette de cette €qua-

- tion différentielle :

Az —}- BP+CO+DR+ES+etc°:0 _
5 “quelque degré que les différentielles puissent monter. .

. i
Pour cet effet il faut premi¢rement ‘remarqu'er que toutes
ces formules P, Q, R, S etc tlennent un trés beau rapport eatr’--

Cellesy car comme on & »—|—a —P, on trouvera

- ! ‘Oo% 200z - odz
+ a;w"* 9%? = Bxay + o2 --Qr

Ly ¥




-

et de la méme maniére .
. 3Q , 3Q ’ 53 —
ﬁ*éj:ﬂaxaﬁ“ +axay3+8y = R.

Ii y aura de méme 3

ax+8y 5, T ¥ gy — 7 ‘ ,

‘ces ~rapports mous donneront done les egahtes suivantes

- 0P P __-
II ﬂ— e 3’5; = a,
3T, —1— ay — R,
aR 2R
, H..' ﬁ+ay_,s
‘et ainsl de suite. '

Apres &voir remaxque ce beau rappert; je conmsidere en général
dv v

cette équation différentielle : =% 5 5 =W dontil sagit de trou--

ver 1"intégfale complette. Pour cet- effet je mets av__.pax——z—qay

et puisque p ___SE et ¢ ._g gette equ&n@n différentielle. plendra

1a forme swivante: nu—p - g et paltant oy ——p Oy - g0y, | ‘
. qui étant soustraite de I équation supposée : 3v:pax—]—q8y fours
‘nit celle-ci: Jv — nvdy —=p (dz — d%) qui, étant miliiplide par
e pom rendre fe premier ‘thembre mteglable, donne

A B ve—‘“y'“‘pe—"y @x — Dy
ol Fon voit que le multiplicalenr du dermier membre pe ™ doit
nécessairement étre fonction de z -— g et alors som intégrale sera

 de'méme une telle fonetion; par censequent Fintégration neus four-

nit ve— ™ — 9 (x—y) en  employant la lettre 9f POUr - marquer
une fonction quelconque de la .gumantité _qm y est joiate, et je me
serviral dans le suite pour le méme effet des lettres snivantes B,
€, D, pour en marquer d’autres 'fonctiofls. Yoila done un beau

lemme qui mous conrduua a notre but propose\.

g
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' De cette equation dr‘;ﬁ'e’f-entiellef ny — 32 = 2 .90 By
I'intégrale complette est v—— —‘—715'9[ (z— .

Maintenant . pour trouver Iintégrale en question ™ supposons -

dans ce lemme v ”— az —}-— bP - cQ +dR plennant pour 1’equa—

tion différentielte proposée celle - ci:

Az - BP-+CQ - DR +-ES— ¢

dolt Pon voit que la valeur de v doit renmfermer un ferme -de

"moins que I éguation différentielle, et Iintégrale sera en vertu de

notre lemme :

Quom met dans I'équation différenticlle du lemme cette va-

Jewr prise peur v et-on auwra:r

nav+an+Ich-—l—21dR——}—a(g:+ )-—]—b(ax_g._
T +c(§; + )+ (ax'"i_ay)

Mettons donc ici au lien -des formules diﬁeren_tlelles leurs valeuss

finies marquées ci - dessus et notre équation tirée du lemme sera:

naz - nbP 4-ncQ ~-ndR— aP - 0Q - ¢cR - dS
gui- étant ra{ngée suivant I’ mdre des lettres P, Q, R, prend-ra cette
forme :
' naz +Cnb — @) P-—I—— (nc — b)) Q@ + (nd — c)R——dS: 0.

Donc puisque nous veuoms de trouver l’mteglaie de ceife equahon -

az = bP - ¢cQ) 1~ dR — e Y (= — )

on n'a qua vendre cette équation 1dent1que avec la ploposee savoir

Az + BP - €Q —{—DR—%—ES‘: o

et nous auroms Jes égalités suivantes:
A"‘naB""nb — a,C“—'nc—-—-b D.._?zd-—— e, E”— —d

&’ o0 nous tirons Ics valeuls suivantes :
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- CZ:-—-E

c:—nE?—_aDa -
b— — anE — nD =~ C

L a— — n3%E — nnD ~— nC —.B et enfin
!‘E+713D—§~7m(1—[—n]3 +A:O

Voﬂa done une équation du q.uatneme ordre d’ ol l’ on do:t

L tirer la valeur de n, qui aura domc quatle valeurs que nous bUPIJO-.

séroms é&fre .o, 3, YV, J, dont chacune nous fournn:a une equatlon
intégrale dont la premicre sera
ab—[-bP+cQ—]—dR—e“yQE(x+— )

les auntres valeurs ﬁ Vs 3, prodmsent anssi d’autres vaIeuns pour

- les Iemes a, b, c, d, que xous dlstlncuerons a la mamere usitée

et au lieu de 9 nous employerons les autres characteres pour les.
fonctions de (z — ) : cela posa ces auires racmes fourmront les -

- équations mtegrales suivantes :

o 540" P’ Q44 R-—eﬁﬂ'%@—w \

a”’ -—]—b’"P-]—-c’/O @ R—=eYWE€ (2 —4) N

& z——l-b’”Pv—‘--c’”O——]—d’”R—-e'Fﬂ’DCa:w-—-y) ’ '
De ces quatre équations i ne sera pas dlﬂicde de deduxre les va-
leurs des quatle quantités ,o, P O R
. Or il"’ est - évident que chsicune de ces lettres sera exprimée
par de certains multiples des guatre formules 4 la. droite; mais ‘nous
"n’en avons besoin' ‘que ‘de la premiére z; dome puisque -les multi-
plicateurs constans ne changent point les fonctions arbitraires mous
n’en tiendront cempte nen plus et partant nous auwrdns pom z la

' valeur suivante

zm e Y (m~y)—-—ep3’23 (x—y)—;—ewf@', (m—uy)—}-esﬂ’@ (z— ),
qui renfermant guatre . constantes. alb;traues expnmera lmtewrale
compiette de l’équatlon différentielle p1oposee -que - nous avens.
supposée monter an quatrlcme degré, quozqu il est faclLe A voir

“
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o & un plus haut degre de dlﬁ‘elentlelle ou a wm plus bas

Tout’ révient donc & resoudie cetle equatmn algébrique =
A 1B -n°C —+ nD A i B - n5F 4 ete. = 0

% dont les racines étant supposées a, (3, 7, J, ete: on sera d’abord'

en état d’ass:gner JYintégrale complette de toutes ces équations diffé=

ventielles a quelque degré dlffereﬂtxel qu'elles puissent monter
-Cepéndant ils se pourront rencontrerdés cas, ou .l’évolutie'n' de

Iintégrale causeroit quelque: difficulté, tels par exemple, ot deux ou plu-

queile sera Vintégrale pour les cas oi l’equatlon proposée montermt '

siemrs des racines pour le nombre. 72_seroient imaginaires ou éga- - .

les entr’elles. Pour le” plemler ¢as - suppesons que 1es deux. raci-

nes a [ F?: soyent 1mag1na1res et qwon ait trouvé o=+ H/ — 1
.et ﬁ_ M. — v}y —4 et pour déterminer réellement les deux meme'

,' bres de. Iintégrale P Wz — 1) e Bz — y) poscns
Az —p=H:1@—P-+G:@—y et
Bx—Pp=Hi1x—y — Gz — g

,.et nous parviendrons & cette forme: - '

Y Hi(w —y) (VI WYy
S — g (Vi eV

©r on sait par 1a réduction. des. imaginaires ¢u’il ¥y a

W/ evyV——x_l__e—vy}fn—t——zcos Vy et 8vy7’—~r : —vy.‘f_l—uzl/'""iéin‘yg-.. _t

dorig pwsqu ow peut rejetter les facteurs constans: les dewr mem-
bres gui repondoient aux deux valaura o et B se veduiront 4 cette
forme, réelle: '

ey cos yy{:’) (x — y} - Ry sin Vy & (a, —_ y) ’

Pour l’-‘ &utre-- cas o deux ow p}usié'm's' dés rat:ﬁl&s' a, 35 Y

deviennent égales  entre elles supposons. d’abord B==a et puisqu’;
alors. les: “deux premiers membres se- réuniroient dens un. seul- et

g’ on: waurcit plus autant: de f@ncuons arbitraires gue Te- degre de:.
24 - 5
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: ke . Probleme T

Péguation différentielle - proposée exige, Supposons —at-w en” o
presnant @ pour marquer une quantité infiniment petite .et puisque T
e — o ey -k w® yy - etc. hous aurons .‘eﬁD’ — e (1 - wy)
et pui-squ’iL est permis de mettre B (x—y) au lieu de ,c,vjf,‘?\)‘) (x ..-_y)
nous , aurons - au lieu - des deux premiers termes qui _‘repo.ndent‘ a
a.et 3 ces deux nouveaux &% 9f: (z-— ) e*? B lx — 1) Par
le méme raisonnement on 'se convainera facilement que il y~ avoit.
trois racines égales a==B="y on auroit ‘au lien des-trois mem-
bres qui repondent 5 ces lettres ces trois autres 1 ' ‘
DY (x—y) VYT @ — ) e €z —
et §il y avoit une guatrieme racine égale, on n’auroit qu'd ajou-
ter aux  trois termes annoncés ce -quatrieme e* 72D : (x -—y) s
d’ oli’ nous pourrons resoudre les. problemes particuliers swivans. <

Probléme L
Trouver [lintégrale complette de cette e*qzﬁdfiﬂat parﬁicufiére :
o o — az a_% —_ - T
i Solution.
Puisque ici-P'Z——=90, nous aurons _d:_«}rﬁs' kl’équatior\s_gér;éralhe o
— 0, B:‘:__i,’-C::D::E:_—_O,-‘ ’ I
- gou I équation pour  trouver le nombre- 7 .sera- == 0 ; d'ott T'on
tire ¢ == 0 et partant Pintégrale complette sera 2z =T s (x — ¥

go% nd0s . 00%m _- o
g T = by w—— ¢y .
ST aasy ToaE— O

. Trouver Z’intg'grdfe complette de cette dquation. Q —— 0 ou ‘bien

. _ Sfblutic{n‘. o
© __ Puisque ici Q == 0, mnous, aurons dans la formule 'gén.érale :
A= 0, B= 0, C—4; D=E — F == 0;

4

i
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sd’ ot pour déterminer le mombre n, fOUS aurcis cette *éqiia'tio‘ﬁ | o
sin == 0 , donc les detx vacines m == 0 et 3= 0 et partant éga-
Jes entr e11e5°'pa1 congéquent 1’1ntaglale complette . se1a o

z= U (m—-@—‘i—yﬂi (a?-:w c :
| | Probleme. 1IN o ' )
grouver Zrmiegi ale complette de. cette e’quatwn ; ,
S ;Maa 55 + asxa;yg ~1— e = 0. | - S
5 o-; utioan. ‘
0 nous.aurons dans U équétion générale :

Pulsque ici R =
A=0, BZ=0, Ciz 0, D——i E=F—x0; ‘
Oetp'utantoa ﬁ’ "y O R
. ?l‘"}:.

dou l’equatlon pour le. nombre 7 sera 7’
"p&r conséquent I’ intégrale complette sera :

z == 9 (m—y)+yﬁ3 (w—-y)+9@ (m-m—y)

18

Suppl. aux Mémolres de Pdead.
. L0
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