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Tt .‘ B At B [

gREIE A gy, T
qui Videtur’ -3 partes requ ere-,est vers iSn-l»—-Q—D+B—I-1 qui errfo i tres partes resolwlur Hmc P
gredlemur usque Tad’ 1lm+94-26’+2n—|—1—-26'+A+n——1 sicque partium numerus reducltur 4" n .—.|_
sequens Yero numerus x’m-—!-'lO_D+&n-l—o D+B+f‘ sncque trllms conslat paruhus unde prowe—;h‘"]mT
usque ad 1&n+10+n-—-1_15n—|-9 quod _]am superai .

. ’ s e Y m.'T.'I.Ip';'33(ISu-. !',-

- (Lemell )

L

Demonsircmo segums ardua Varo Celcb la Gr ange a‘ebetur.

oLty

e

81 fueut Aa-—pp-l—gg-l-rr—i—- 58, ubi sumere licet pp-—i—gg, ut cum a communem non haheat di 'éofem
Ponatur pp—-gg=1 et rr—-ss=—u, ut sit Aa==t-u, et per t multiplicando’ Aai_zt—i—m. Cum nunc
fu = (pp—~gq) (rr—-ss), erit summa duorum _ quadratorum; ergo ponatur ==xz-+yy, eritque a:':pri_gs"
y=—=psm=gr, ila ut sit dat =tz -4-3y. Jam quaerantur. numerl o, B, yy 0, ut fiat :

g L= la-tdy et y==ify-qaf,
quod cum 1nﬁn1tas modis fieri possit, casu simplicissimo. o et £ eapere licebit minores

quam %a, eritque -

Aat = it (1+ae—-6) +2at ay—i«ﬁr? ) ~t-ag (yy—+068).
Debel, ergo.primum membrum -+ gz-i-33, factorem haherena . quia_autem 7 ad @ est primus, | necesse est
1+aa+p’p‘ divisibile. it per a; - ponatur, ergo 1+aa+3ﬁ_~aa, ita ut- mume habeamus

B Y [ 1" 421 (oy - 88) —haa (ygl-l-‘-68) : y e
quae per o’-imiilfiplicath’ fit.. . Aalf=d'q "= 24" ay—FﬁtS‘ ) ~Fda’ (py =08y, R

formula per t dmsxhths. In ulhma m?mbro loco ‘aa” restltuatur i+rxtx+-ﬁp’, ut habeamus

Lok

Aa t—a a ££+2a L ay+[j'6j+ rxoc+[1‘p’j [yy-—l—b‘&) +yy+6‘6

cu_}us formulae ad dextram trla p11ora memhra manlfeslo reducuntur ad

B o (az—;—-ay-l—ﬁé‘) ﬂy—ncﬁ) ,' .

ita_ut nunc babeamus Aa t=(a t-{~ocg»~:—ﬁé‘)2 ﬁy—a(?)"'—l—-yy—l—-aﬁ
Supra autem vidimus yy—+-88 per # esse divisibile, unde etiam summam duorum priorum quadralorum

. W o (a b= oy = GO 4By — af)? . :
per. g divisibilem esse oportet, ita ut uierque quotus fiat summa duomm quadratorum, quare si facmmus
et (&' t+ay+|86‘12+(,6’y-—-a8?"" : /Pr"'l‘g of L yr~4-08

.

rr o

oy o porer

Aa = p p -I- g g + r r "o’ s scilicet summae qnatuor quadratmrum ch Vero 1rupmmis notan !

1+aa-—|—
est fore a<a Cam, enim sit a’'—= hﬂ, ac ut vidimus
P

hah ebunus

“lga et f<ga, et 1o+ g8 <1 4+ o,

unde sequitar fore a <—L;a-|'—-;, idéoque’ certe' minor ‘guam a, vel a'<§a+i. Consequenter si produc



Fragmenia ex Adversariis depromia. 197

fuerit summa guatuor guadratorum, eliam hoc minus productum .da’ evit {alis sunima, hocque modo con-
. . . . 4 12 ) . . . .
(inwo ad minora hujusmodi producta Ada”, Aa” " ele. progredi licol, sicque fandem mnecessario pervenjetur ad pro-

* gnetum- A1, ideoque A summa quatuor guadratorum. Quae est demonstratio insignis illius -ef demonstratu dif-

{ici]limi theorematis, quod si quispiam numerus A fuerit divisor summae quatuor quadratorum, quae quidem
nter se factorem non habeant communem, {um ipsum numerum 4 fore guoque summam.qualuor quadratorum,
geu, quod eodem redit, summam quatuor quadratiorum alios non .admitfere divisores nisi qui ipsi sint summae

'iq;uatum guadralorum,
| (Trafthy - .

EJusdcm thearenm!zs flemonsh aho mea (seil. Euleri).

: -
i 5

s A‘Tﬁ‘“LEM-n[A, L 5 Neln fuermt numeri inler se puml, tum qnicunque numerns A ila pefest repraesentarl,

1t .m A= Nw+m, et quia hoc infinitis l'ﬂOdlS fieri potest dabitur casus, gquo w<—l—n Sit enim

A= Nfua-ng, erit pliam 4— N(f-—-)m)-—}—n (g—+ANY,
_,ﬂ?m:{e, quantumvis m.:ignus fweril oumerus f, ita accipere licehil; A, ul fiat f—dn<n; tum vero si f etiamnunc
ﬁerit-r>f?n, tam f —a cerle wminus erit,: gquam é—.ﬂfz: hic enim ipsi numeri.spectaniur, et perinde est, sive

ginit pesit.ivi, sive neﬂativi. ' o .

L Sit hu_lusmmh productum _ (a2+ b2+ cz+ d ) uﬂ + !32 _!_?2 - om,
.’.!; ; il I I P B

A faa+b‘8+cy+d6 B __:‘-;—aﬁ bm—cﬁ‘-—i—-dy

= —|—-ay-l-b§—m—dﬁ D—t-ad— by—t—c.@ do.,

4 1310}

oruin qu;adlata si invicem addantur, omnia duplicia producta ex binis ée mutuo tollent, et quodvis quadratum

T

lmarun; literarum multiplicatur per omnia guadrata litterarnm graecarum, aigque .hine manifesto fiet
(@4 Dt 02t &%) (0P 4= P oim pP 4= 0%) = A%t Bt O D2,

TaeorEMA. Si numerus primus N fuerit divisor summae quatnor -quadratorum P*~- 0%+ R+ $2, ‘fuin

N

1pse numerss N erit summa quatuor quadratorum T "

|
DEMONSTRATIO Quantumv:s magnl ‘Frerint numerl P Q, R S eos semper deprimere licebit infra _é'N?
. zfloco P seribatur ' P—AN; sumini lila euamnunc erlt per FA le‘IS]]Jl]Iﬁ’"qﬂod gtiain dé- rehqms Q, R et S

Nn—'p +g2—1—r G 5?
ST fpit i i

ec summa mmorﬂerlt quam N' smque certo ent n<N Tom sequent: modo istae quatuor radlc:,s ex-
Lo LR YRV S - il

beantur secundum lemma I: ) . '

p-—-Na-&—na, q._Nb—l—u/i’ r—T'—.M:'—I—ﬂj!, s__.Nd—i-nﬁ‘

V. enbus suﬁsutuhs habeblmus : Y pmmrr we ae eil gienin
N* (a4 B2 4-c® +d2)+2Nn(aa+bﬁ+cy+d6)+n= 2—;-15‘2—:—;"—!—6’1) e

PR U The i

oletdr 35591. per iemma 1'[ aoc+bﬁ+cgr+d6—-ﬂ Duo posteriora memhra sponie sunt dmsﬂnha per n;

T 3 £ b
FES MRS P

-.necesse est, ut etlam prlmum per sxl dmmblle. At N2 dividi uneqult per n, ergo necesse est, ut

wdena —

+c 4~ sit per n lelSlhIle Ponatur ergo -



198 _ L..EULERL.OPERA POSTHUMA. Arithmegi?

. 1
it g - b o5 d=an’, et quiar a<=—~ nyo b<2n, e <——ﬂ : dnﬁfk'—ﬂ KL
erlt sumina’ e bt X A 12 *1de0que i S0 vérge “n<n segeieiigih i wtiog
e oy 1 .o . Lo
nisi forte sit n=1. Dwma ergo per’ 'n g aequatmne, PEOARETe et att i " ke

HUTENL et e ridieihitin i ”N—Nzn ~|~2NA+ nf{uz_'_.ﬁz__l_-"."'2_,1’-5.‘2}:“'\% Fo teee iea | en e o
(luae Per n’ mulllphce[ur ‘ot abeariug -0 0 seernn e o REEE B e Sy
R 1Y —N""n’2+2Nn A (P PR 8% = BRI
quia autem an'=— @’ 4+ 0%+ ¢4~ d?, ultimam jllud membrum abit in Ty

{@® e 024 7 ot- @) (0P 4= B2 2 0°) = A2 - B2 P D?
per lemma II; consequenter R
No'= N*n"* 4 SNa’ A+A2+32+C"+D'— (Nn + A) - B~+ C?*+ D2

bmque formula’ N’ etiam erit Summa’ quatuor quadratorum, esistente n’ <n 'Hodem modo pervemre liceh
N ,

ad formas ‘ulteriores Na”, No”' étc. ita, ut sit n"< ”’< W ele. swque tandem perveniri necesse ed

formam N.1, quae ergo etiam est summa quatvoér guadratoram!: Q. E. D.

Hinc etiam-seyquwens Tapokmsa . facilivs demonstrari. potest quam hactenus est factum ERIRE

- duorum quadratorum. . ’:\ =
v Lemma. . Productum ex duabus, summis_duorum quadratorum ipsum in, duo. quadrata resolvere. ,,
Sit productum (a*—+ 5*) (a*—+- 8?), et sumtis A==aa—+ bf et B=af—ba, erit

(a® ~+b%)( (o4 - %) )=A*+ B .

Si nunc N fuerit divisor formae r e T2 pos:to quoto =u, habetur Nn—p -—|—g Nunc 1g1tur P et g it

hibeantur, ut sit p__Nca-i-na et q—Nb+nﬁ, 1ta ut i et b sint mmores quam 5 ™ hincque a*--

e o

quo suhstitulo ﬁt .
Prec g Nn—Nz(az-}- bz)-l-2Nn {aotit= bﬁ +n2(a2,—g-[-;ﬁ.2:)r,-_,: e

quae cum p‘ér % diiﬁs‘ibil‘is-'éss‘e-‘ ‘debeat;’ statuatur e e=nn'j-et diviso: per: moerit’ o o il o

N N 2NA s (@

Multiplicetur' per #/, eri,

e N e N +2Nn’A+nn or+ﬁ2 L
at ﬂﬂ Gt +ﬁ2 ""‘.A.".!""I-'.B2 ergo H1 TR R S T R ST [P

Nn—N' '2+2Nu'A+A2+ 1}2 (Nn + AP B,

ri!s DTN

venietur ad- N.l.. Consequenteﬁ;N cerfo erit. summa duorum quadratorum R T

T S ERTENT I Gortnnnowig et . E LT s Loy ey By
Alia. dcmonsn‘a 0 szmplwwr e_]fusdem ikearama s,

Lt Pl ¢ osoiene v Ea :
Ay ta ' FNLESE LA PY e -r-e} !

Si numerns guicnnque N fuerit divisor summae quatuor quadratorum P~+ Q"—!— R2+ .‘32 qﬂae

§eorsim per eum 1on smt dwmlbxlla

llle 1pse numerus‘ quoque emt summa quatuor quadratorum

Loy Tesd

DEMONSTRATIO I Illa quadrata semper ad aha reduci possunt minora quam —:—Nz Ponatur em.
P e
P = 9r(N—t—-'P, Q Q)N+q, R @.N-—:—T, S -QN'-P'S-:
ubi literae %, %, €, D ita assmm possunt ut numeri p, g, r, s infra seanl%em numeri N deprlmantur

suhstltuns evidens ‘est forniulam Pt —+-q 5%, quad uuque“mlnor erit’ quam N— chwmbllem

el gquolum fore mmorem ‘quam N. R e

i

II Slt ergo iste quotus

. S

. T :: H celietg e
p_a+ccn, g.‘:b-—l—-ﬁn, r:c—l—gm ot s——d+6‘n,

P ST ed v R RS
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n deprimere licehit,

5 ] =

i ‘His -aulem \valorlbus substitutis fiet ¢ < ... e vtgt ey st ]
< Nn=—=—14¢® —I—-b”-—l—-c ok b= 21 (aa+bﬂ4—cy+d§)—!—?m aa_l_ﬁz_]__?, b 02,1,

G0 fm-mula per lemma praemlssum abit in hane . | LT Y P P

pprima” ‘@22 73 d* faclorem habeat n. Qunare ponatur g®-1-d%-i-c®—-d =—nn’ ¢i dividendo per n
Ne= 0 o4 24 A= 1 (0P - P y?- 07 ' oo

Nﬂ == 4 20" 4 4~ A%~ B4 C2- D2,
; sive - No'= (#' - A)*+ B> C* 3+ D* = summace qualuor guadralorum. -
Gum ‘autem sit nn'= a®-1= b2 4~ 2 d2<n2, uuque erit o <nr Ouemadmodum dgitur ex Iorma Nn,

"o N ete, 111dem quaiuor quadrahs aequa]es, 1la,

n'MBteT contindo—dimiriiantar. " L Tandsn erg‘é‘”]ia’éé dimifiiilio “usque ad unitatem deducetus;

*tum futarom sit. V.15 hoc ‘est: ipse mumerns: pI‘OpUElth 'V aequalis summae- quatuor- quadratorum Q.E. D.

ORDLLARIUM 1. Haec ‘aded demonstrano ‘focum habet, etmmm A non foerit numerus primus; dummodo

erts qulcunque N fuerit factor ve] divisor summag’ cu_]usplam qual.uor quadratorum, tum certe is ipse

3

: T o

marm quatuor. quadratorum per eum d1v1.51b11em tum uthue completa hahert,tur demonslrat]o theorematm

hus I‘ermatlam quod omnis numers sit sunima quatuor quachatorum, vel etiam’ paucmrum.

lwqyonnM.a Proposuo quocunqjue nwmero prlmo N_ semper exhlherl possunt quatuor quadrata, smgula

' quam, N"’  quorum summa per xllum numerum sit dmslblhs

''''' FRPREE) IEL TR P B 18 S S F R L I IS

DEMON[STBATIO L Ratmne _numeri proposm N omnes, p]ane numeri in, ahqua sequemmm formularum

TS

AN, ANa-1, AN--2, ANw-3, AN+-%, )vN-l;:(Nfi),‘.J I

S

rus, est =N _Singulae autem hae formae non omnes .continent numeros quadratos dantur scllmet

11135 e_]usmudl formulae, quae numeros quadratos m\‘folvunt rehquae vem quadrata prorsus excludunt

'
...... PR

sité enim prima forma AN, quae lpsa multipla mmeri X chtmet rc]lquarum primae AN-+1 el uliimae
Eodem modo qua-

I{ehquae fmmulae omnes ab 1115 dwersae quadrata pemtus excludunt qgarum.nu-

é’.‘)#-“'“ﬁi SECLINTY Besild ba BELINI ar:, vty el ' 't K

t minores, quam X Ma.}orum ening resxduq} ex dIVISIOHE‘. per N rehcta sumuntur Formulae autem

enitus pxcludente,”,s,mt AN Ay AN ﬁ,,,{,AN:I—-'y‘, AN +6 eic., . quorym numerns mdem est
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III. I"lclle antem demonstrari. potest;: hinas formulas :prioris cIassm in e multiplicatas etiamnunc.: ad
_rem classem pertinere, scilicet cum pI‘lOI‘ classis co __t]neat formas a, b, ¢, d, etiam. continebit. produgta: ext

vel quotcunque horum numerorum. Scilicet producia ex binis numeris prioris classis etiam'in priors’ clag
occurrent, cujusmodi sunt aa, b, cc, eter ,Tum: syerp ‘producinm ' ex numero prioris classis’in numerum pow

rioris classis cadel in classem postenorem Demque productum ex binis numeris posterioris’ classis. etiam
in classem priorem. e oow L e e i .

IV, Jam si in primaclasse occurreret formula-AN-a, sive quod eodem redit, ANA-N—a, daran-mrﬂ‘q
drata formae IN-ta ot AN—a, quorum ergo summa foret' per-N divisibilis. Quare: §i: quis' neget, dari: summ

qualuor quadratorum per N divisibilem, multo magis negare debebit, diri adeo summam duorum quadratod
divigibilem, T R e

R et Y S ¥ F P : :

V. Quo igitur nostrum: theorema demonstremus, sumamus tantisper, non dari summam quatuor vel, par
ciorum quadratorum, quae non esset divisibilis per numerum- propositum N, atque. ostendemus . hing ma
absurda esse secutura. S

VI. ~Ista igitur opinione quasi- adoptata, fitia numerus —&.vol N—a in. priore classe non occuryit, cer

occurret in poslerlore classe: inter numeros «;,. {3, ¥, 6; ergo.inler numeros e, B, ¢, 0 occurrent numex:;
—b —c, ‘—d, Jd{‘oque oliam negativa quadrata =1, b9, e 16, .

TR T e iiE Vol
T O Pt .

VH. EBodem' modo ostendi potest, numerum —a& — & certe non in, priori. classe contmen, 8i enim ].IJL'

tinéretur, darentur tres numeri quadratl formarum AN-i-a, AN-1-b et AN —aw—D, quorum summa esset .

prima classe continetur; smque in priori c]asse Jam occulrerent mumeri 1, 2, _1-_, o, 8 9 10,_ i'-l,
aulem negativa occurrent in classe posteriori.

Tipee L .

JIX.  Com ergo formulae ANhl—l et AN+9 smt pI‘lOI'lE classm 1b1dem ‘non contmebltur formu]a A

X. Sn autem oveneralms f numerus qtncunque pnmae “tlasais atquedlco ﬁfprmrl i:]?sﬁe ?ormula
AN—f—1 non contmen qma darentur trla quadrata Scllléé‘t. ANH— ).N—i—f ef AN— 1 —f, quorum sul
forel divisibilis per N; -unde numcms —f —ei 1n classe posteuorl repermtur necesse (,st, ejus’ vero' neg:
+f—|—1 in priorem classam cadel. £ - .

XL Admissa ergo 111a hypolhem si formula quaecunque AN+f in’ prima classe conlmealur, lbldem'qll

occurret formula J.N—l—f+1 quomrca in pnma classe occurrerent omnes isiae formulae SETTRSH N
ANS-1, IN-2, ANaZE, AN-§, ote : e il
hae est omnes plane formulge forent pr:orls classis, §imul’ vero in classem ' posterlorem mgredercnmr omnes

formulae ' lN—i zN—-Q, wua ,uv__/p, 'ket'c.'” W

sum, 'in prmre classe tantum occurrere (N—-’I) formulas ot toudem in posleriore, absurdum est mani
quod inde ortum est, quod falso supposmmus non dari summam trium quadratorum per N dWISIbllem q
ol)rem vepum erit, dari summaé treium quadratorum pec N divisibiles. Malto: magis ‘ergo: dantur: siir
tuot quadratnrnm per Ndlvmblles Q. E. D. R o Lo T

ConoLLintum. ~Cum ,erg‘o‘,' proposilo nilnero primo (uocunque "N, dentur s‘tii'nmae"hdﬂ:fsblﬁrﬁ’:ﬂﬁm‘
sed etiam trium quadratorum per illum- divisibiles. ipse ille’ numerus N erit quOqite SUMIHA quatuor quat

forum, vel et panciorum, et cum producta ex binis vel pluribus numeris, quorum singuli sunt summie l]“?
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esse SUMIMAs quatuor quadratorum S S OOt PO PR ST S P

t

(OBSERVATIO SINGULARIS. Cum produrtum ex ]nms numerls, quorum uterque est summa duorum qua—

ﬂratorﬂm, eifam sil summa duorum quadratorum, tum vero etiam productum ex duobus numens, quorum
terque el summa quatuor quadratorum, quoque sit summa quatuor quadratorum Hlnc coniludendui’ videLur,
em eliam de summis frium quadralorum valere, qund autem' Jonge secus se habel,’ neque eliam eo modo, quo

‘Jemmate superlore sumus usi, talis forma (a —i—b‘—! c) {w +ﬂ2+y2) ad trm quadraia revocam potesL I‘lerl

‘Ire,solvl posslt veluh 3—14-1+1 et 21 _.1—1—li-+‘16 horum tamen productum 63 nulle modo in pauciora

-quam quatuor quadrata polesi resolvi, quandoqmdem esl numerus formae Br—1 sive 8n—-7.
; : e A m.T.Lyp 177 —186..

T 35 o

‘ g (N. Fuss L)

TrroneMs. Nulli numeri in sequenubus formulis contenti in duos numeros lrigonales I‘t!lsol\’l possunt
T G- 5, 8
S e 5, 19,026, 33, 80 K70 o 0T G pe T SRR
L. 810+ 47, Th L '

V. 121n+ 8, 19, &1, 52, 83, 74'*85 96,” 107, 118
V 361+ 14, 33, 52, T1; 109 128, 147, 1686, 185@0& 293, 2&2 261 280 299, 318, 337, 356.

’ ’ . i v N . [EREE EE L I s - ar
L . [ . AP N S A RS RIS S R T S UM LRt Y1 N .":._Lu.u

Spectmen DEMONSTRATIONIS pro formula I|-9n+19
aa-t-a”  Bh-b
g tET
392n —4- 152 == kaa + kg - &bb - f:b,l

CSit AGn 19 = em mult:phcando per 8

m‘go 399-n+ 155 = (2a - i) 4 (2b+§)2, ideogque summa duorum guadraiorum. At numerus 392n —+- 154

ctorem hdbet 7 ideoque duorum quadratorum summa esse neqult : ' -
Pn_onngM.A. Numeros in hac forma contentos mm—i—'? in quatuor quadrata 1eso]vere

Sm_,u'rlo. Formula ax -7 transformatur in has:. .
(z—1)*4-22-46, vel (z—2P-+lhxrd=3, vel (m——‘3)2+_65072?:;!\{gl1 (g—&pP+B8e—9,

el in’ genere . (.I:-—n)2+ ‘)m: —nn - 7

ularum  priorum. negotmm conﬁclt Verum dantur etlam casus, quibus longe plogredl oportel. Veluti si

Lt.a

15, usque ad #.=11 progredl oportet tum enim fief.
. 18T =842t 1650—-12’[ -+7 —'“‘61!-2—!—- 1536
| 1536—16 96.= 16%6, al 6=k+141,

T F— -

gt i 07 - : ‘
nde quatuor quadrata erint 6hEa 16*+ 392-4— 162
wApH ey nREe G ! P . i ) }
hud exemplum mulio no[abﬂms est quo m—‘!Si tum enim formulae supra dotac frustra tentantm, donec
¥ | . P G e st
eniginy ‘ad # =53, “{im autem’ ﬁet e et e : s e

181 —1—7_128 —+ 19186 — 2802 1‘)82-4— 1()38&.._1"82—1— 1‘78z

2 rasolvi pofest. . . :
foat . ELITTS B FERN E RN RIAY § ST
Hac occasione sequens theorema omnem attenhonem meretur. .

_T..H-Eongs-:nu Omnis poteslas bmam an semper ¢st numerus in hac formula contentus :ra:-l-Tyy

L. Euler; Op. posthums. T, b 26
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o 'ﬁ%%foii'éfi{hmﬁ" "‘Suih'tb”é’ﬂifﬁ :i"'r"—-gw‘bt J

{”‘ TEAS IR Tnshig afer AL RE IV urprei ‘F*R(UU’!‘ !!
) (aa —|—- Th0) (cc - 7dd)

s H‘(:lr - A N A I £, lu“ui n--U” Ty

Hine. igitor, per factores 3magmanos

By . ETIRT Lie et

R P T

i e ';E‘r---_-.-7 o .l_ _\ -‘.n‘- e
_ 4 i 2 % ",‘ ':Jerit'»'ergo <O (+; = ) ( - :12/ j) R R
Grrbiare el ha T P oy o Geoa e e e

Binomii. antem ——-—— - Potestates sequentl modo progredmntut‘ >

wertatn b f!?!f“ CARNETE SR A -n--a'-~':3+1/-f Ve = 7) S , —
o Toaoef arie ot opnunnd r? R ;.-. ok
SGL TR - Wi ' —5—¥ -1 1+1/—7)
| - " s —=(
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