XI.-

Sur Ies lIogarithhmes des nombres negatifs et imagiimircs.w

sommentalionem de eodem argumenlo in Acior. Acad, Berolinensis tomo V. A. 1749 pag. 139.)

‘controverse qm a été

de part et d'autre, aveec beaucoup de force; sans pourtant que ces deux grands hommes
_hes _d'accord sur_ cette matiére, quoiquon 1cmarque dailleurs entr'eux une trés parfalte

2 -1-:En effet, souffrirait une grande

83 311 -y avait des questions sur lesquelles les sentiments seraient mon seulement partages,

la gloire d’infaillibilité que cette science s'est acquise,

| serait méme impossible de découvrir ld verite par une démonstration évidente qul puisse

n a.toutes les d:sputes. Comme jl ny a* avcun doule qu "un - tel accommodement entre les

i du contralre, et jespére bien développer cette matiére et la metire dans tout son jour, de
1il 0’y reste plus ancun doute, et que T'une et l'autre partie sera obligée de reconnaitre la
de-=la .décision que je donnerai, et qui metira fin a toutes les disputes qui pourraient encore
ur cette ‘matiére. : : . ’ '

I: Leibnitz donna le premier occasion a cette controverse avec M. Bermoulli,

anca. dans la CXC épitre que la raison de 1 & —1, ou de —1 a.—-1 était imaginaire,

mais aussi égaux aux logarithmes des

nombres négatifs. étaient .non seulement réels,
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-;’:§ 6. . Mais on m'ohjectera peut-étre gue ¢'est pourtant le'-p]us stir :moyen 'qiia de juger de la

que’ les Géombtres déterminent les formes de toutes les courbes algehrlques. A quoi je l'eponds
e cette méthode n'a lien que lorsque 1'éguation pour la courbe est algébrique, on du moins congue
i termes finis, et que jamais une équalion différentielle n'est propre i ce dessein. Car on sait
0'une . equat:on différentielle est toujours jndéterminée, & cause d’une quantité constante arbilraire
el]e renfermo et quon doit introduire dans 1111Legratmn de sorte qu'une telle équation embrassa

ou ours ; une .infinité de courbes & la fois. On n'a qu'd regarder I'équation. d:ffu'entlelh, _pour la

ara Ule Aydy—adm et I'on verra qu ‘elle, contient non sculement ceflte équation f{inie y'“__a:n mais
nssi celle-ci y® = ax 2= ab, quelque valeur qu'on donne 4 la quanLiLL b. P:u conséquent, en ne
on51derant que I'équation différenticlle 2ydy — adw, on devrait conclure qua la méme abscisse =a
épond non seulement I'ordonnée y—"l/aa: mais encore y=="1{axt=a?), et en général y _;l/(aac—l—ab)

e_t_fe réflexion est sulfisante pour faire voir, qu'on ne peut gmre Juger de la forme dune lln'ne

dtirbe, “en ne regardant que son équation différentielle. i

e

7. Or M. Bernoulli aussi bien, que plusmurs mathéméticiéns qui "séljtit;hnéht"ent"o're' le méme

titnent,. tiche de prouver encore par ddutres argumean que lasymptote de la Jogarjbhmlque est

n méme temps son diamétre. Ces arguments ‘sont fondes ou’ sur Ia construction de cetts courbe,

usur ‘Tanalogie. On se sert de lanalogle, en con51dérant au Tie de I'é¢quation pour la’ Jogarith~

d .
que da:-—ﬁ‘-': cellt, -ci’ qu1 st plus grande dm_;—‘:’: et dcum Imtegmle est &= C— (—n—_—i)lyn—__l
i

| Y remarque que “toutes les fms que n est un nombre 1mpa1r la courbe a sans contredit un d:a—

ou ‘deux branches égales et semblab]es. Cela remarque dlt on, qu on suppose n={, et

¢

"8_ Quand ll sagit’ dans Ianalyse des cas dmtcorablhte, ou dans la gcomutrle de certames

i "‘N B

prletés des llgnes courbes on trouve rarumcnt des prolnosmons assez generaies et 1l y faut
hf;f"n FREL O SO Tooasiasge:

ouryu EIu oD en excepte fe cas n==-—1. Et il en cst de méme de plusmurs autres formulcs gt,m,-
ales dont on ‘me ‘peut presque Jamals affirmer, quélles soicnt intégrables dans tous les cas sans ex-
’E%p fon.” Ainsi, quand’on dirait que lequatlon daz—-% 1‘cpresunte toujours une courbe algébrique, quel-—
ue nombre rationnel ° qu on mette pour n, cette proposition ne souﬁ’rlrait qu'une seule exception,
lle du cas n=1. Done, pmsque ce ‘cas est si particulitrement distingué de tous les autres, qui
4 ghrant qull ne faut pas aussi “faire ung exception & la régle menliounée i I'égard d'un diamétre
jon" voudrait attribuer 4 la courbe comprise sous 14 équation do = y"‘? ‘Car; dans tous les autres cas
93¢ 777est égal 3 un nombre i impair, nous reconnaissons; avec: ‘évidence la nécessité d'un diamétre, puis-
¢ dans cos cas, 1équation est- intégrable: mais dans- de' cas. n=1"cette évidence cesée entiérement, a

de: 11mposmb1hte 'dé T'intégration. Par consequent on est au moins obhge davouer quc la con-
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§9. . On doutera peut-dtre .que le jugement de la-.propriété :d'un diamétre . soit assujetti
semblables exceplions qu'on doit reconnaftre dans les-intégrations: mais je ferai -voir;i‘,i*és‘-‘-:q:']aﬁ‘em 7
que, méme dans les. courbes, algébriques; il faut souvent admettre queique exception par rdpport
propriété des diamétres. Qu'on considére par -exemple cette équaﬁon générale. by

e C “v‘\I ¥ = Va:ic‘—r—‘]j(ﬁ b—l—:c))

‘

¥ ———2y"l/am—t—am—1/a @ ou y —|—aaz_(2y+a:) Vaa:
et parfant, prenant encore les carrés !

a +2azcy*+a~m‘—~ﬁamy +l|a Ly -+ a3 ac ou y —Oamy —fla my—+ a ac-—aa

.

question n’en exige pas aussi? Et partant 11 s'en faut de beaucoup pour que lalgument_appo

prouve invinciblement que la logamhmlque ait un d:amétre

de la combe ]o arlthmique par la quadr’xture de ]hyperbole Car quand méme on tournerallt
construchon en sorte, qu il en resulteralt necessmrcment deux hranches dL la loganthmlque on a

encore des ralsons ussez fﬁrtes pour douter que cos deux brahches appartlencnt necessalrement ensem

0¥

lides ensemhle par le lien de la continuité. Car_,_,comme on peut tOUJours comprundre deux h
courbes, quelque leLI'GIltES qu ellcs son,nlz sous une equatlou en mu]tlphant Iems equatlons ensem 65
: :'-,[l,!

les deux courbes proposées, comme si élles ne formalent qu ‘upe seule llgne courbe 0u blen,
déerit sur le méme axe les deux p’ll"abOlLS p*—am et u'=uqaex, quon en construise une “nouve

by A

courbe dont l'ordonnée y, qui repund A Ta méme abscisse @, soit égale & Ia somme des ordo

v—+u des deux paraboles proposces, or chacune, de ces ordonnees pouvaut ‘étre prise t.int

tivement que négativement, on trouvera pour chaque -abscisse x quatre ordonnées g;l—qq:?

Ve—u, —¢-+-u, el la courbe conslruite aura un diamétre, Néanmoilps I'équation )
yY=—0-+U —-—‘|/a::c+ ‘T/a"‘a: - - Lyl

nous fait voir que la courbe n'a pas de diamétre, comme je viens de remarquer dans Varticle prégéd,

-§ 11.. . De.plus, comme il y a des constructions, desquelles on tire deux courbes: rdlﬂ’ef

il y a aussi des-constructions défectuenses qui ne donnent qu'une partie d’une ligne courbe.
décrit un. cercle dont le diaméire —a, sur lequel prenant Fabscisse —a, Vondonnée

=7V(ax—a?); qu'on.’ prolonge ensuite chague ordommte, jusqu'a ce. quelle devienne égale

corde V(% - y?)} = Vax, et cette nouvelle ordonnée qui soit nommée z = Vax malqlle

.
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o para]mle ‘Mais cette description..de la parabole ne s'étend: pas au-deld du cercle, #uoique la
‘hole méme s'étende A lmfim. Cette circonstance prouve ‘encore; qu il n esL pas LOUJDUFS str de

N 12 Drailleuars, la méthode méme de juger de toutes les parties qui appartienncnt 4 4 ‘méme
;gne courhe, n'a-proprement licu que dans les courbes algébriques. - Cal, apres avoir - deéliveé  Ié
gaijon «quii-exprime la nature de .la ligne courbe de toute lrratxonalltL on considére l'équation
ﬂ({_l innelle qui‘en résulte, si elle renferme des facteurs rationnels, ou non. Dans le premier ‘cas, on
e-que la_courbe est composéeia.d’-autant de courbes différentes qu'il y a de facteurs:-mais si 1'é-
ation-n'est pas résoluble en facteurs rationnels, on conclut que tous les“points qui sont marquéé
ar cetie équation, appartiennent & la méme courbe. C'est pourquoi, quand il s'agit de courbes trans-
dantes, puisque }'éqqgiion méme n'est pas algébrigue, on ne saurait pas méme former la qguestion,
gélle' a des facteurs rationnels, ou non, et parfant le jugement des parties qui appartiennent i Ja
itme courbe m'a plus lieu, si ces parties ne sont pas immédiatement lices ensemble. Et partant, on
st pas en état de décider si la logarithmique -a .deus’ branches égales ghi se rapportent de part

11autre 4 la- méme asymptote, oi1 non, Au moins doif-6n'convenir, -que. cette ‘décision, quelle

fie" I'éxposant de Ia puissance de é qui est égale an nombie y. “Dans Jes tibles’ vu]galres on’” sup-
ose ce nombre arbitraire e¢=10, et alors = sera le logarithme du nombre y, si lﬂm_y', et’ daiis

1lowar1thmes qu’on nommé hyperboliques et dont la‘ propriété est que, si @ margue une fraction
' 1‘[.1:1'3:11:;fpetlte,-= le logarithme «du nombre 1-—-@ est égal & @, le nombre e, dont le logarithme
: s devient égal 2 2,718281828%59. ., Or, -quelque valeur qu'on :dopne & ce nombre Ee,z-,-]JlOUI'Vu

elle soit ~21, on voit de la formule y = &7, que, toutes les fois que y est.un, nombre affirmatif,
‘est possible d’assigner & x une. valaur._l'eelle, de sorte que ¢” devienne égale & y. Mais il est
ussi ¢vident que, si y est un nombre négatif, on ne saurait trouver pour = une valeur réelle, de

Soriesique la puissance- &% devienne negatwe et =&y, Co e el ey

S 1k. Il est vrai cependant que si x est une fractmn d'un denommatem pair, Ia pulssance, ou

thme 2 est == 2 , le nom]ne ¥ . dotit: Te Ioganthme =’£, ‘puisse éire aussi bien: =-——-‘|/erque

Mais cette amblgmte ne se rencontre _que, dans Ies. caslou 1 est une fraction dont le

i 3 TR Y v, . iy A T
ellollmlateur est un nombre pau et 51 le Iogarlthme @ etalt = 2 11 seralt certamement faux que
2 oy PRI ETE p

'fﬁt le lolrarlthme de’ y—— 6, pulsque —%e n'est uliomint egal 5" ee; ‘et partant bl i'aut at

WNoubr ‘qak Tes Ioganl;hmes *des nonibres négatifs en general ‘o sont” pas reels. ' Ma:s pour ce
1 l‘egarde Vambiguité de la formule ¢%, dans les cas ol 'z est un@ fraction d'un’ dénominabdut” pair,

“: L. Euleri Op. postbuma. T. I ] . 35
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_]e e sais p‘lS «si on Ta’ peut -admettre daus ‘le&*lagarxthmes fmCar“lf'ayaut egard’ la’_ ;

s § Quou quil’ ort smt‘ i ne prouvera*jamms, “par S semb]a]ﬂcs ralsonnement i
Iogarlthme de — 1 est égal & celui de +1 ou a- zéro, ;puls.cfue‘{‘e"i né"pétit Avoir’ t".':llﬂ're’s
que -+ 1. .. Si, quelqnyn . disait: que. ¢’ peut. tre regarde comrme e’2 -et . partant. comme 1/f ¢
ce qui serait tanlssest que’ —-, on pourrait; - par Ja méme raison, ‘prouver gue z' dtant =isg
égal tant & “—wqud —z; et de plus- que’a-+@-serait ‘la méme chose que e “etiion |

‘soutenir; *par-le ‘méme argument, que toutes les quantités sont égales entre -elles. Mais ‘sitli

rons L(—7v) __ml(—-i)-»l—ly, dou il ‘est elair que, e Iug de +y étaut réel, le. log de‘

:

-absolument étre imaginaire.s .. 0 oo ot e e e
“§ 16, “La" thest' ‘quil” tout” Jegarithme - e pursse ‘répondre’ "o 'seal ‘Hombie y", séraI

conﬁrmee, quand o cousrdure la résolition “de ‘1a’ formitles ¢® ‘et cette serie L
thes I [ B A :'e‘. S 1 _lla;‘_l— 2 +‘ a;a T '-mg-.'i ‘_,“'..””,E ‘is'l?
S I E WO SR Y OGRSty R I T N PR e

fat ,(3',3.:7 i o

yse: comme,tou.t‘a.falt equwalen.te.a Lgxpressmm e‘“-’, o1 ne: saunaltﬂdouter ‘que:'sa v &Iefuu B
terminée; dés_gqu'on donne 4 x une valeur donnée, puisque3='(:et;tia wérie est toujours cony

quelque graud nombre -quon substltue pour x.-Et par, cette raisop, on esf en. drcn

LeoaL -
=,; FRRR

§ 17 Sl l‘on voulatt msxster que la formule e., AL, cas z= ;J

X eut une dou])l '_ : )

rT . ot cor ot . ‘;rn

rcufcrme trms valeurs ~ - 7. - cero ek PR ST TS

I Lo R U BPUEVIUIRE. UE WS TCRNRINE T PSR VARNE. POF OO
) | -l/e? 2 ‘1/8:‘ ) -‘/3
Sl e s BB L B s

de chacune desquelles le log. serait — é . Suppesons g::..-i—} et les:valeurs de:yr== 6% -

SR : AL . AL e T
Ve, —-1/e, +V—l1/e, =V =1Ye. ‘

Sl e . o ; . R ' : T H:{i-'-ls"."!.rlh-
.Done.nous. surions (—1—1/--11/6) = l{— V—l.‘]/e‘):i.-L TR TP

I

Mals h/e———le_— dou 11 sulvralt que ZV—L_O Or M Bernoulh ayant fa]t cett

T BT TTN T T : T EE R nL!E

' 7/—1
découverte qut, 7_—1 marque la quadrature du cercle pu1sque 1/—1 est unagma]re sanu Cgﬂ :

de soutemr desoxmals que l]/ 1 sont__O ,-f S T S
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1§18 Ayant donc fait voir, \que personng___na encore: sufﬁsammenfs prouvé, que les logarlthmes
.nombres négatifs soient réels, mais que plutoi. le sentiment opposé selon quuel Ies logarlthmes
ngﬂuombres négatifs sont: imaginaires,.est conforme 2 .la. vérité; ‘e’ proposerai lcs difficuliés qu’on
ontre” de part et d'avire, soit qu’on soutlenne que Jles logarithmes des. nombles négatifs sont

soit qu'on, les preane pour imaginaires. Ces dlfﬁcultus paraitront si fo:tes et méme tellement

%
J

phes de contradictions, qu'on mmplend]a a peme, comment il sera poss:ble de se tirer d'affaire

e mcttn Ia ihLOI‘lc dLS logarithmes & ]ahri de toute attaque; or J'espere néanmoins en vpmr a ]J()ut

" § ‘19, Si I'on veut avec M. Bernoulh que les logarithmes . des nombres négatifs sment Ies mémes
: Jeux des nombres afﬁlmamfs ou, ce qun revient au méme, que I(—1) =20, on trouve la d;fﬁ—

smvante Ou il est vrat que la® ._acla gemralemcnt ou non: sl est vrai, il y aura de méme

(_1) .._ml(—i)-—{)

owar:thmes- car qumqu on voulut admettre la résolutmn la _mla aux cas que w fut un

D1 bre entmr elle deviendrait pourtant tout & falt mu’mle sz marqualt un nomhre en weneral

B ETERTR P e as : Ph.og T

i (—i) =p, de. sorl,gquge. p so_lt‘-.un_nom]}re 1ma0~1naue, et lon ne pou“r,r,a‘ ,mer que

1)?==np, surtout quand n est un nompre. entier. Soit donc .n==2, et nous aurons. . ...
(-— i)"-— { (+ 1)= 2p

urait 9p..__{) et. partant p_ 0, e qui. est,; contralm A lhypothéjse On prouvera de méme que
L1V
il .y

Ly [ B L = e T L

]

: F2d ﬁoilé_.‘dopc;}des‘_c'ont_radictigns assez palpables qu'on:rencontre, de --quelqueucoté qu’on se

je ne.dpute pas, gue Ja plupart des mathématiciens pe s’en solent apercus, Dbien qu'ils n'aient

Au551 yr a-t-il Iong -temps que, ces, dlfﬂ—

p0u1 me sahsfaue en quel-

SRR ORI AT

.....

"de ~méme quuue quantité admet touy)urb deux 1°acmes carrees trois racines cubiques, quatre

1quadrathues ete. ainsi une quantlte pourralt ‘avoir une doub]h rigitié, o trlpIe ‘hers"J an'

- - '-#



276 ~rensi Lk BEUBERI OPERA POSTHUMA R

eacratiinan] gl spn g s
concevajis que -

iy |{_| sl Zu'il”

gl e 1’,%'#]::’; B BRI DRy e T sl
?V’ 52 et L(—Vy)=

fanter e g

1‘:

LR, ‘.l[ JeL wh’r LR I PR e o

L, De la' méme’ “manidre pour les trms racmes cublques de y, il sergit """‘""’

i

: . A o g[ oI .,/ 3 g o -1 S .
: — Tl = eL‘ l =
- - l-l/y 3 ‘;’f‘-':'l.u. [; 9-,'.\..~,=‘.-4]:/Ay.,. :usi‘:cf’ 10 o Vy -
ol é_m, %aﬂ ol ”'soxent des “nombrés’ différents, Te pI‘E]IIIEI' —gm réel, et les deiix alitrds
et % " 1ma‘§ma1res ]nen que T trlple de chacun smt = . Cette exphcat:on me 'paraissaﬂ:

g

extrcmement p'xradoxe ot msoutenable maxs pourtant moms “absurde que lcs contrad 1ons que §

rais’ été ob]we dadmettre dans Ia’ t]leorle des loganthmes des nombres negat:fs et lmagma:res

§ 22. Ayant fazt blen sentir llmportance de toutes ces dlfﬁcultes qm se trouvent dans ]a docti
des ]anuthmes et qui’ meme parzussent des contradlctlons ouveltes on aura de Ia” peme

prendre qu il 50it possﬂ)le "o levér toutes" ces' dlfﬁcultes sans porter aucune atteinis a Ta Gl
de lanalyse et des régles sor ldsquelles e]le est fondee Cependant Ta ventc est trop 'éohd
: etabhe ' pour qir'ellé ’ pmbse ére” assulettle & 'Sucune” contladlctlon et G4 ne “sont- que Tes
peu justes, “dont rous lenwsageons qui peuvent nous ehloulr Souvent il est si diffic
percevoir de ce .défaut de- Justesse qui ‘se’ ‘trouve dans ‘ilos jddes ‘Bt qm nous faif voir dehéi £ran
difficultés, qu’il nous semble tout & fait impossible de sauver la vérité. Cela est premsemenf e‘ casio
10US Dol trofivons: par rappert atx logaritlimes ‘des nombrés négatifs et imaginaires;’ car, ‘
bien' pesé toirtss ‘Tes diffierltss queje viens d'étaler; "'t trouvé: ‘qu’elles’ fe ‘vienment - que de_
nous sapposns: qiie chaque ndinbre’ w's gitinseul logarlthme. “Car i “cétle supposition talﬁ
il serait bieneéftain,” qii'on: fie “saiirait c"uére trotiver et moyen dé s ‘tirer de- I'émbatras
matiére nous jette. Mais, dés que nous accordons qu wrnémbre peut avoir pIusmurs,- et‘
une” infinité’ de logaritlimes; afors tontés les difficiltés memlonnees"perdent leur force

sent “tout & fait, et l'on’ 1‘cconna1tra Ta plus parfaite- harmome entre toutes les vérités,

§ 23 Je dis donc que, quoique le riombré dont on suppose le logarithme — 1l smtz'
miné, chaque nombre a néanmoins une infinité’ de logarithmes, dont tous, & Iexceptlon fd it
sont imaginaires, si le nombre: est affirmaiif; mais: il est négatif ou imaginaire, tous ses Iega
seront également imaginsdires;: En: conséquence de cela, le- logarithme de I'unité serainon seu
=0, mais il y:aura encore une inBhits de. quantités iimaginaires, dont, chacune -tiént’:_aizs
licu ‘du ]oganthme de- lumte ‘que 0. Sojent donc\ tous les logarlthmes de l'unité ™

WiV

-‘ re

@ 8, y, 0, & 7L, g, &, ete. “
et pulsque ]e Iogwrlthme de la | racine carrec esf; Ta moiti¢ ‘du log de la pulssance, V

2 que -—1 Ies Jogauthmes de la premlere valeur -+ 1 seroni.

A.rrr 441 -,H I-! EINTE [ : . "f . i . D
1 1 | 1

R R T I O’E’G’ 9 .6’1 Eg’ E&’ etc :

et les logarithmes. de Kautre valenr —1 seront:,

O SRR :'(’.E(:'.'.. .:""':i.:":?{"'_’f'u‘kli "';:;;ilr"‘f :'14 E’i R TR N " L P
: ' g% 95 L efe: ) .

TSR
wil LERRS

b



\

dgant. Sur les logarithmes des rioinbres ndgatifs el imaginawres. 277

sont' différerits «es:-précédents,  quoique’ Jeurs- doubles idomment” les. “logarlthmes de D'unité. . ‘De

ame, prenant les racines cu]nques il y aura: S e ang

' l! :0, : -é"')’, -gg, ‘Hgl-,' ete.”
’ Ry Ve S D PN S
1 . =g, 3(5,. 3% :etc.
—_—i—7 -3 1 i 1
lT:E’Q" T “5"9: elc.

ot cette considération détruit déjd la plupart des difficultés qui nous ont embarassé auparavant.

~°§ 24, Pour prouver cette pluralité infinie des logarithmes qui répondent i chagne mombre, on
'a qua .regdrder le grand rapport: qui se trouve entre les logarithmes et les ares de cercle: puis-
qu'on sail que les arcs de cercle se peuvent exprimer par logarithmes imaginaires, et réciproquement,
]Ps’ loganthmes par les arcs 1magma1res du Cchle Donc, parce que les sinus ou cosinus repondent
319;;‘ nombres et les arcs aux. loganthmcs comme le méme sinus se rappmte 4 une infinité darcs
i ﬁ’erents ainsi il s'en suit que le wéme nombre se doit rapporter & une infinité de Ioganthmes dif-
fgrehts. Nous connaissons micux le cercle que la courbe loganthmlque et par’ cette raison, la con-

i eratlon du cercle nous condulra a une plus palfalte connalssance des’ loganthmes que’ Ta loganth—
;" de plus “dans le cercle nous pouvons déterminer tous ]es arcs qm 1épondent au méme

q’ﬁ’bniipeut- souhaiter pour lintelligence d'une quantité imaginaire.

4 S 25. ::Soit. ¢ un arc quelconque dun -cercle dont je suppose le rayon =1. Soit 2 le ‘sinus
et are, et .y son: cosinus,” de sorte que y = /(1 ~-2%); done, nommant la périphérie de ce cercle
271:, ou l'are de"l“80°-i;—‘—_n il est ‘-c]air‘,-‘ que tous léS'arcs compris dans ceite expression générale

urvisiqué n sngmﬁewmmnbmbne entier. quelconque;l: .r01‘\ pulsque dgp = 'TE'" =TA—a qu'on sup-

AV =1 Mais on sait que .f/ L (V142" 2} C.

Ppse". '..{u = zV—1, et lon auwa do =m : 1(1—

¢ est =0, v‘pilisqu"en meltant z = 0;- l'arc. ¢ doit' s’évanouir de méme. Ayant donc -
an/_ l(]/(i — ) — o:’l/—— 1), nous aurens = '7144"‘5'(1/(»1 — &y — 1)

PR

1 -

§. 26, Cette equatlon que nous venons, de trouver expnmant le rapport entre larc go el les
S0

el cosmus aura ausm heu pou1 tous ]es autr(,s arcs qm out ]e méme smus @ Lt cosinus y',

[ e . '
B e D . i : ; i

ar gonsequent nous aurons

ERT LT ,i e oatno , T RN PR TE g i

¢ 2= L (y+u V— 1) et partanL N/ (y',—+~ . 1/—— 1= (gc_::__l‘_ 2n) 1/--_g.

! : . - -

il est-iclair - qu'au méme nombre y—l—-a: 'V-— 1, répond -tine -infinité . de logarithmes, qui sont
sUS Eoiipris’ dans -cette: formule générale (go+2mr) V=1, ok la place de n on peut metire’;tel -



_garithmes du nombre a seront:

_ dout tous, “excepté le: pre:mer o, sont imaginaires. Il faut remarquer, gque je ne: parle ici. qu
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nombre: entier’s quion! voudra...i Prisque; i@ st le)sinus et  or.lecosinus: de. L are. i  posons
et-y =cos ¢, ¢l nous aurons ceile égahte : B T amprnirbrey maniady enl Jinn
L (cos g, - sin ¢ 1/’-— 1) = (p iﬁnr) V—1.

§ 27. De cette équation Jexamm@ral Ias cas prmmpaux qui fourmront Aassez declalrctssem

sur cetle matitre. Soit done premlérement- g : -

p = 0;""et-il 'y aurals.; cos go: 1 et '. S_l:lfq:r =10,
et I'équation <frouvée méus dommerar - . T e w0 g
‘ b sbil=E nrc”l/—i
Donc posant pour*n’ successivement tous les nombres entiers, les logarithmes de l'unité- seront
H:O —"27!‘1/—1 *"Im"l/—i _GnV—i _8:rr'|/-—i

.....

§ 28. C ette seule consnderatlon nous met en elat de donner tous les logarlthmes de c aE

Tt

bolique qu'on frouve par les méthodes o_rdlnalres; eju_ puisque la—[1 ‘—:»-_lfc.zf_—c‘x-—l—_-l’,‘l tou. 'lesﬂ%

nombne affirmatif qu'on puisse proposer Car soit g le nomhre . proposé et ¢« son Ioganthme by

de=c, aX=2rx)Y—1, .o;_i,lp:rv"j/—'l_ a_.ﬁrﬂ/—i tx“*‘Srﬁ'l/——i

logarithmes hyperboliques, ausquels: on. fest ! -conduil:pir Vintégration; mais;-puisqu'on sait jqu
logarithmés ‘de- diverses: espéces ~observent toujours un -rapport .constant -entr'eux, ‘tout ce: g

rithmes’ tabtlaires: ot Lo mat £0:= 1, -ou-a tonte autre-espéce--de logarithmes. .

) “§29 "Soit maintehant I‘ﬁrc"bro;jb'sé* :qb de 180°, - ou "sﬁii:’@ﬁrrf,”-‘ét DOUS aurons Sim go==

c0§ p'="—1. Cette supposition faite, 1'équation générale trouvée se changera en cette forme i
=)= E2m) V1 (=122 Vo, e
d’ot nous tirons toute I'infinité des logarithmes du nombre négatif — 1, car nous aurons

[(—1)= n"l/—tl 'i’3:m1/--'—1‘~ —_‘—'575'1/—1 T V—1, ete.

i
R

des ]ogarlthmes de = 1.‘ Cela non obstant, |LS Iooarlihmes de (-—- 1) qui seront

n'l/—} _Grr1/——1 _.10rﬂ/~—--1 etc.
M IT Pty 0 I

sonL wsﬂalement conlenus clans ILs logarlthmcs de + 1 ce qm sufﬁt pour sauver Ies‘co
: i Iy il ot e o, agyrtineg E

appalentes dont jai falt mention [ haut, quoiqu il "nen stive pas r&.c:ploque,ment que fés ot
fre AR

tous les logarlthmes de —+1 soient Iogarlthmes de — 1: ce que la natme mv,me des quan lt

'

pu‘met pas pmsque L 'nt,st pés "a seuld racitia’ c'trroe del =gl o !
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ibodes ordinaires, du nombre affirmatif ‘e, de Gorte que l(—!— a) =@, ot parce que
)———la—l— b (— 1) nous aurons tous les logartthmes du nombre négatlf —a exprlmes ainsi:

:

;_‘_a).:rx:trﬂ/——i, cx+3rr1/--i LaiSnV—i, a—l-’hﬂ/—-l etc.
[.Sﬂﬁt;fi‘ou‘si imag'inaifGST‘ Par 'la done la quéstion'i a'g-itéé“ entre MM. Leibnitz et Bernoulli, de
avoir, si les logarithmes des nombres négatlfs sont réels, ou imaginaires, est décidée en faveur

premier, qui les soutient imaginaires, et loutes Ies ob.}ectmns que M. Bernoulli a élévées contre

é_sentiment, n’ont plus augnne prise sur gette décision.

§ 3. Je vais plus lom, et aprés avoir déterminé les logarithmes. des.nombres . tant allirmatifs

1
e negatifs je passeral au\ nombres 1magmalres Smt, pour cet effet, ¢="-m, et nous aurons

059,9 250 ef Slugo...-.—l d'ow” nous tlrons : i
' lj/—i—"(—n+2nn)1/-—iW(—'—Qn-—l———) 1/-—1 -
partant tous les logarithmes de +V—1 seront g
4-V'—1) ———%ﬂrj/— I1, ———ﬂIV—-— 1 +g n”]/— 1, —%fﬂ/-—- 1, —r-—%n‘l/— 1, ete.
‘ais“si 1011 :net gp:—%nk a cau‘se de cos go: 0‘ et sin go:--— 1, ﬁd&:;aurons:
o - 7(-——- "]/-— i) = (-I—-r“ﬂ'ﬂ—l_QFUI'I) ‘V——- f,
par “conséquent L,
107 l(...';/—i):—-%n: V— 1, - —»}—-%m V1, =— %n V—1,. —|—%:rz V—1,. etc

'thhes"du queftmnt ——T/—"—i—-—- 1, on aAura les’ logarlthmes ‘trouvés pour’ —i

—v=1"_

. : . : . . L :
TN L I PP T R i ‘:: B «’in']-! ..‘;;‘:‘ £t

= § 32 Smt outre cela, - . -
G n b e ; S : P —

PR T R "t S SR B o

&

‘ =1, ef il y aura et. sin =12
aaf horge o L (p-T.B T y e o T 9’9_ g7 : oo
d'olt nous tirerons . L
' VA S ; ; '
N 1 +T ( 37 -+ 2rwr) 1/-—[ £, -
-de.sorte""qu'e ‘fes logarithmes de — - geront st TR e e )

e by, ey, ey, =y

*__.‘.'.Z.L [ B S || Hl[ [7 'hj_;:i ples it FN : _( PR S
Rt V—1, + :m‘;/ f, -—a——oﬂ/—l ete.
b I

et sin ¢ = —%3, d’ou nous obtiendrems.. = r.s

- : ' ' i
oit g =—=— -_gnar, et l'on aura cosp =

9 .
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H i s li _;')/F—S i n) 1/— 1 ELIREE ¢ DRSS AN P '“*F’ﬂ” g
e . o 3 I PR VY A O I
1—v—3§ i 17
et partant 1 j;/ 0——3ﬂ1/—15_ LY +3”V_1’ \
o F . ; L ) PR t - 3
19 i
- i) _ETE o 1, etq.'nc}:;',
W B C e 1 . R4 IR ‘ m
Smt go—; 3—’{% de sorte‘ que QOSgD:——Q— et smgo =g ¢l nous .'Imrons B ey
——-'l"i-"l/—'-J, 2 4. ‘ - . ) Gear iy .
et (Ei 2 e B
BRI DY E S B 10 I (IR
' l——g :—Sﬂﬂ'—l/“"'i, "'"""*“ﬂ"-}/ '_Eﬂ" 1: "'—'gﬂ’- _!{ o
. - | 4’ °
-.g_ﬁg_ﬂ;']/—i, -—[ui—n‘ —1, -+- TFV , - ete.

3 N ' .\\

9. AT T S YR e g
Enfin mettant @ = - —3%, on aura €os ¢ ———- el sin go:—mg—, ce qui donne

‘ z‘igy“sé_( : +2n) 1/—1 ) et oo
1:”"TV‘?'=—-~§W'1/7-1, +:;-@V—i, 4+ 10 ;-1:1/—1 - 18 11/_-1 |

| 8, /— 1 —-%%, Y 1: 93% 1, et

Puisﬁu’on sait‘ que "Lh';/_—g ét i'_;ﬁ | ‘ e

sont les “racines-eubiques de- =1, qu'on- fasse-toutes les épreuves’ & cet-égard, -et Fon'trouvers

constamment un merveilleux_accord avec la vérité, . ... . . : .

il i HIREI .:.'E-“' T iy ey b 2’3”

i §33. Pour avoir les logarithmes.’ des, puissances, ‘on n’a, suivant la régle: .commune, - quid:-mg
tlpher le logarithme de- la racie- par Texposant ~de la pulssance Mais, puisque la racine .a une
finité de logarithmes, on en peut ajouter emsemble. antant: de valeurs différentes que l'exposantde
la puissance renferme d’umtes Ainsi, les logarithmes de (— 1) élant trouvés

TayY—1, E3nY—1, EirY—1, H=Tay—1, ete.

sommes de deux quelconques el par ce moyen on obtlendra toutes cos formules

0, __‘)JIV—-l,‘ilwﬂ/—i, __6751/——1 ._89'51/---1, etc.

qui sont tous les logarithmes de —+ 1. De méme, joignant trois 4 trois les logarithmes de,. .y

‘ —14+-¥—3 ou de —1—¥—3
O : 2' , . : - ,‘ '

on obtiendra eoalcment tous Ies Ioganthmcs de -1, puisque
N S . 3
. tant ( 1-.-1/-3 (-—1—-21/—-3>

est égal 4 l'unité, .- 0 e o
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§ 3% Cetie facilité de trouver les logarithmes des puissances est aussi confirmée par la for-
minle générale trouvée au § 26; car il est démontrs que

(cos ¢ - 5in ¢ V'— 1)* = cos teep ~4- sin pzgp P/ 1

L (cos g 4+ sing P/ — :l)”.‘= l '(cos p —+=sin ugp Y — 1),
,formule étant semblable & la premitre on n'a dans.le logarithme, qua mettre xp aun lieu de

%‘ et puisqu'il est permis de mettre gn+2nm pour ¢ nOUS aurons:

L (cos @ —+ sin ¢ V— 1)* = (up == 2,umar + o) Y— 1

I
iorsque I'exposant est une fraction —» Dhous aurons
4T,
£ 1
V= (peep == 2umm 2= 2vnw) Y — 1

I (cos ¢ =4~ sinp V' — 1)
cdeftres m et n marquant des nombres entiers quelconques.. Par consequeut, dans les cas p =10
ﬁ'l; ‘¢ ==, NOUS auroens

1V = %(j‘_ 2pm = 2in) Y e {

= -:*(M = 2um 2;}1#) n — 1. ‘

wE

et . I(—1)

1t égard & ces circonstances; toutes les difficultés qiri se pourraient encore rencontrer dans

36



