XXI.

mensurater,

4, . Satis notum est problema inter Geometras olim multum agitatum, quo lineae curvae quae-
rebantur, quarum rectificatio a datae curvae qriadra_tura pendeat, cujus solutionem etiam X éfmannus
hoatae memoriae contra exspectationem summorum Geometrarum ijta feliciter expedivif, ut non solum
nﬁmtas curvas algebraicas, quarum rectlﬁcatlo a data quadratura 'penderet, exhibuverit, sed etiam
hauc ‘conditionem adjunxerit, ut istae curvae unum duosve atque.adeo: tot, quot lubuerit, haberent
5 grcl}s absolute rechﬁcabn!es. Cum ~antem. methodus, qua Hermannus. erat usus, nimis videretur
regcond-lta, neque ad uberlorem usum in AnaIySL satis. acccummodata aliam methodum planam. ac
ilem investigavi, cu']us ope pon solum hoc problema, sed etiam omnia, quae hujus generis oceur-
'ere‘i queant expedite resolvi possunt. Complectitur ista methodus quasi novam Analyseos speciem,

quus elementa, quae multo Jatius patere v;dentur dlIumde e\posul in Nov1s Commentarus Academlae

permlls Petropolltanae
9, ‘Hujus methodi” beneﬁmo, si p1 -oponatur’ quadratura seu formula integralis quaecunque
AZdz; existente. Z functione- 1psms__z-quacunque,wmnumerabn]es_curvaa -algebraicae definiri possunt,
guarnm reciificatio ab ista formula ita pendeat, ut ejus ‘intégratione: concessa omnes harum curvarum
-__’(;,us?‘iudeﬁnite definiri queant. Per variabilem scilicet z ejusmodi expressiones algebraicae pro
-eoprdipatis = et y assignantur, ut inde formulae V/(da?~-dy®) integrailo perducatur ad hujusmedi -
formam cidez ~+.F, ubi ¥ sit functio algebraica ipsius z. Verum haec quantitas ¥ non arbitrio,

f Zdz e‘]usve mu]t:p]um o f Zdz expr:mantur.

oy

3., Maxime 1g~1tur diversum est prohlema quo quaeruntur curvae algehrﬂacae quarum arcus

“tonis algebraicae exprimantur.  Afque.adeo hoc problema Saepenumero ne solutionem quldem

dmittere. yidetur. = Ma_si sit Z =§:et curva algebraicalsit. investiganda, cujus arcus per di/@f;

frt.y

+

alzfexprimatur, .vehementer -dubito, num -quisquam unquam hujusmodi curvam sit reperturis?
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alius solutionem assequi potuimmns: cum tamen in gepere si quaeratur ctrva algebraica, cujug
ficatio a logarithmis pendeat, problema sit facillimum, atque adeoparabola conica ei salisfy

Unde concludendum est hoc problema vel omnino nullam solutionem admittere, vel methodug

hne plane nobis incognitam requmrc. : W ‘ -

adz.
z—£z) Jag -2z

Idem tenendom est de formulis f 7a

per substitutiones transformari potest

Huc 1mpr1mls pertmet prohlem
e

paady .
tlone curvae elastlcae convenlret seu per hanc ﬁ)rmulam f7(4—§ exprlmeretur'

propriefatem, ut in ea perinde atque in circulo, arcus quotcunque.aequales:abscindi qﬁeéh ¥

(f aads.
proprietas qlqulle in omnes curvas, quarum arcus per “eanderh formulam j;/ .
competet quae ergo mercntur, ut diligentios evolvantur.

6. Methodus qu1dem qua hanc mvesl:walzmnem susmplo, per se satis 't"'f)lailhéhl'al? ape
’Uﬂ
angulorum facile expediri potest. Si ‘enim arcus’ CUJUSplam clirvae per 11anc formulam JZdzd
PSRRI 3 H | e
exprimi, vocatis coordinatis orthogonalibus @ et y, atque introducto angulo quocunque P, E

i
oy -r d j ”H‘

dw—decosgp et dy_..Zdzsmcp AT O A

sic enim prodibit arcus elementum. : ot el e

Vida?+dy?) = Zdz, ipseque_arcus: _chlz. L R
Unde quaestio huc redit, ‘ut quemadmodum- arcus. ¢ ad variabilem z comparatus. esse’ d.el:fé‘%iu
vestigetur, ut ambae formulae Zdz.cosg et Zdszsin @ evadant integrabiles: . qmppe qllqddcﬂhd'
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qué curvae debent esse algebraicae, postulat. Hunc in finem illae integrationcs per seles sinus et
opsinus angulorum sunt absolvendae, neque ipsi anguli, qui formulas redderent transcendentes, sunt
admittendi.
De curva Iemniscata.

7. Propositum ergo sit curvas algebraicas investigare, quarum arcus indefinite per hanc for-
. aedz . ) : o R " ! . i
mulam integralem m exprimantur, et positis coordinatis o1 Lhogonallbus.cc et y statuamus

andz

dz =5

aadz .
cosep et dy—= S e— sin ¢,

e . . . . ) " aadz
- -quas formulas absolute integrabiles reddi oportet. Ut partem Tiaioa duoque ad caleculum angulo-
perducam, pono zz=ad sin @, ut fiat V(a*—z*) —=aacosd, et ob z=a} sin 0 erit

ad( cos 0 aadz adf

= aveng O Va—z) - Wend

runl
dz

Hine itaque nostrae formulae integrabiles reddendae sunt

w di cos @ ad§ sin p
dm:a—-——— t - —_ .
21/ sin e dy 2}/ sin @
Ponamus ergo ¢ =—nd, ut si _
ﬂdm__'__dﬂ cosn b ot ﬂdy___dﬁ‘sin ng
a _ Vsind 2 Vesing '

o videamus guinam valores pro n sumti has ambas formulas integrabiles reddant.

Hipegruar . -
8. Consideremus in genere has formulas

df cos mb df sin m 8.
N ¥ sin § v sin 0

¢t perpendamus quomodo ad simpliciores revocari possunt. - Talis enim reductio unica via esse
videtur ad casus mitegrabilitatis ernendos.  Statnamus ergo primo
P=cos(m—1)6.V sinb,

differentiando babebitur . . . . ... . L -

~~{m—1)dsin(m—1)6. sinf -+ 5 d6 cos (m—1)6 . cos 8
' : ¥ sin 6 ’ :

dP =

- . P 1 1
Cum autem sit i sin @ sin 6 = - cos (@ — 1)6 — 5 cos (z~- )8

et cosadcos &= %cos (Oc-—i)t?-—l——; cos (e~ 1)0,

— (2m —3) df cos (m—Q)ﬂr-l— (2m—1)dp cos mb
"5V sin 0 !

dP =

rdﬁcnsmﬂ__dcos(m—ui)ﬂ'}/sinﬂ 9m—3 [ d cos (m-—2)0
J VYaind T B —1 am—1/ V sin 6

9. Si deinde simili modo statuamus . .
Q = sin (m— 1)6V sin 0, a

rit differentiando ' o |

L. Ealer] Op, postbuma T I, 56
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AL R dQ (m—{l)d&cos(m~—i)ﬂsm&+ a0sin(m==A)fcosd o o e Tolos
- 1/51119 S ’

Cum vero sit PR
. . PR

cos w6 sin @ =P.%'siﬁ--(a:—f‘1)-ﬁz+% sin (& - 1) 0

gt Fi]iloqﬁ(:ﬂsﬁz %Sm(&—i)ﬁ—l—%sm(w—i—-i)ﬁ |

erit per has suhstitutiones .

. IR it N o :
— (2m—3)d0 sin (m—D0 -+ Em—1)d0sinm0d

dQ o Ji“}/_siuﬂ

P TS TR . B ) ..
ARSI S R PRI : X G fa il

"
[

Unde singulis partibus mtegratis consequemur e

{0 sinm § 4sm(m—'l)9';/ sinf - 2m-—3 [d0sin (m—2)§
: s

- J 1/51119 =TT am—1 E_-m—iJ' ‘;/smﬂ
. a9 cosnl 20 sinnf !
hincque ergo patet, si formulae propomtae Vg LR s fuermt mtegra]nles casu n

tum etiam mtegrablles esse futuras casibus
n=2121-2, n__JL-l—Ip - n=A-+6, etc,

sicque ex uno mﬁmtos resultare casus mtegrabllts.

¥ s
LT M

10. Ex hls autem reductlombus statim unus  se oﬁ'ert casus absolute mtegrahlhs,

quando 2m — 3 =0 seu m———%; unde obtxpemus ‘ B _ I .
a3 2
B vy L. 6_2305—6‘1/3111(9 et f;/ sin 5 6_25111 gV sin 6.
Deinde integratio succedet casu mé;;i séu_l 2m =7, unde ﬁt
s 7 2 2 i e
mcos—g—g ECOS—GVSIDG“!—? 'E SEOJ/SHI(?,
o 7. 9 g “n
a0 g O=1735 m-—éh/sma-—l—? —5 GVsmﬁ
H-

Hine progressus patet ad casum m=? seu ém:-; 11_‘,' ‘qui dat

av q 5.5 2.4 1 .
g €08 uﬁ_. 5cos—¢91/sm6’—|—‘3 5(:05—0’1/51nc5'--|~-2.3 os—ata"]/smﬁ,
a1 2 g4 2. '
agSing 0=1¢ sm—-—ﬁl/smﬁ-—l—g—gsm 0}/51(1(9—4—2.3. sin — 6’1/ Smﬁ?‘i.f.&; ‘.
—,15 . h‘b- i e e
et sequens casus m=— praebeDbit .
a6 o, 9 9.4.6 .. .5 2.4.6 o
fmco o= (—cos 0-—1—5 8 cos 2t5‘—|—3 5 7cos-2—6'+2 3 7cos-—0)]/smﬁ
@ . 15 g , i3 ﬁsl"éiﬁés.hb 2.4.6 . 1
i g 0= (Fsing -+ imsingd+grmsin g0+ 2. 55 ﬂgﬁ),V—‘ff“!-‘?--;f;
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1. Ut in coéfficientibus angulorum fractiones evitemus, ponamus 8 = 2@, ut sit

zz

zz=—aasin 2w, seu sin.2m=a—a,

- gnde erit
smm-——V(l ﬁ).—pv(n—_—) et cosw—_'l/(i Y- LY —2.

it

'Aﬁlue mﬁmtas curvas algebraicas thl]JErP polerimus, quarum arcus seu valor mtegrahs
[ ‘
SV (da*+dy?)

- praccise fiat aequalis formulae

cow ’ aads f
U JV (ot — z1) =a V Ein Qm

PN

An ‘curva quidem prima eaque simplicissima his continebitur coordmatls

Z — @ cos w]/ sin 2m et y=u sin @Y sin 2o,

@ P Yy '
oS & = s ef sinw—=—>——= ‘
0 R R Viwr+) :

ideoque sin 260 =2 sin w cos @ = Efj_—"’yy . Quo valore substituto habebitvr aequatio inter solas x

et y pro curva -

: - (:na: +3~3)2 2aaa:y, _ ‘ ' '

- quae est ipsa aequatio lemniscatae.
12. Secunda curva algebraica, cujus arcus per eandem formulam

r aeds r do

SV{at—2) T H'J‘l/ sin 20"

“exprimuntui, continebjtur his .coo_rdihatls

L e g ons S R ViR e
1 i‘.:. I . a ' '
y:-}(sin 50—~ 2 sin w)VSin_.Qf*’-

Y

~Tertia porro curva aeque satisfaciens his:

y

"4 42'
x= (cos9m+Ecos5m+?)—Tlcosw)V31u2w,
e, T e
k 4 4.2
gk i y= %(smSw; -gsms\co—;—g—ismw)‘y’sm2m.;_: Sl

L

Quarta vero his:

it L

1
‘ . 6 6 .9
:n*——(cosiiim-l-%cos‘.)m—t- 4cos‘5m+5 = 1cosm)1/sm2m

1 — 5.3 L
- r'-__: ' . it n! {“u s i‘ 6’4:19 e - : !
. y '—r~ (sm i3c-J 4 il sm‘9m S i B+ o sin co) V sin 2, : _
I 5 5.3 5.3.1
‘-‘.”‘-‘\--:r ’-\'.: R vab s b RS TIEE R B . B Coy
Quinta “hinc sponte- formar: potest VT et ] o Ceel ’ '
w
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‘8 8.6 ¢ 8.
L= (cos 17w+?cosi3m+ﬁ0059w+i—
. B
G , . 8 . - B.6 ., o 8
y_-g(smijm-\&—?—sm.i?'m-—l—i,——_ﬁsm9w-+-7_5‘3

+

. tol ‘I - o . e ; P P . s . ' N . - - b P ) "
/13, - Sic-igitur infinitas nacti sumus 'eurvas algebraicas; quarum rectificatio’ plane f-aon'g*rui

rectificatione. lemniscatae, ita ut cuique arcui hujus curvae in omnibus llhs arcus aequales
possint; vix tamen asseverare ausim, praeter has nullas dari alns curvas aigebralcas, 7qu
praeditae sint proprietate. Methodus enim, ‘fua sum’ dsus, non ita est comparata, ut pro gener
haberi possit, propterea quod in formuhs §7 angulum P tanquam “multipfam angdli* g 8pee
cum tamen fortasse alia relatio - inter eos mtercedere possu; quae ad integrationem aeque st
modata. Hoc inde suspu:an Ilcel: .quod si aliae formulae mtegrale S Zdz proponantur

i3 s:(’"’
pari modo ad angulum quemptam 0 reducantur, mtegraho uon suceedat pro angulo P mul

angnli ¢ assumendo, cum ' tamen. sacpenumero- “aliae. reIatlones newouum conficiant. Hujusm,
prolie ‘notasse “juvabit, “quoniam “inde forte methodum latius ‘patentem talia’ problemat
derivare licebit, si cunctae operationes, quas varia problemata smgularla requirunt, d:hgent_

pendantur, atque inter se conferantar. Quem in finem unam atque alteram solutionem sim

i

quaestionum adjongam. .. o

l)e Parabola.'

Iy 1

1%. Propositum itaque sit alias ctirvas aloebralcas mvestlgare

cum rectificatione parabolae, seu quarum arcus indefinite exprxmatur pe '

RS i fdz }V(aa-i-zz)

Necesse igitur est, ut coordinatae ort]jogqnales"' ita'{—_segh-abeant
___ fdzcosg _dEsing . g gn
&= _Fa— V(ea—+-zz) et y _./ ~ Y (a4 2z)y

ubi definiendum erit, qualem relationem; angulus: ¢ ad:, vanabllem .z tenere debeat, ut ambae

'u'::

formulae integrabiles reddantur. Ponamus ergo -;ZI—_ tang ¢, ut ﬁat V(ea +zz) =asec 67

TEE .

. ds a0 fadb
et cum sit —=———, erit arcus f— cm+zz,) = /‘-w——: et coordmatae:
e cos” 8 cos3 8 -
:H R TR LSRRI [ERRE I FR A P {,_ﬁ'f";'."'g‘
- dfl cos g : dﬂsqu
r= a',f——- =—da [
: ; cos® @ e-t M 9053&

IR NS VLR R ST -y i r'.f:"; 1 T ¥

atque hic iterum observo, certa multnpla anguh & pro angulo cp ex]nben _posse, quibus
formulae integrabiles evadant:* Statuatur, ergvo gi?—nﬂ' ~ut’ habeamus pro coordinatis  seq

expressiones :

a9 cosnd
o v o
Ty o Thle e {-CO8 3 N

Eoeore

t . fdﬂ sin nf
e d .t.y‘,F.;‘a‘ ”I!DSE 6; * : .. Bl

15. Jam per. e reductlonem formularum mtegralmm, quah supra sum usus, reperiemﬂs_

‘|

feosnd, Dsin (n—1)8 (n+ i) Eaﬂcos (n—ﬁ)ﬁ /‘aﬂsmn& :—Qcos (n—'i)ﬁ
cos?8  (n—3) cos?8 cos? § cos?6 (n 3} cos%0, .

a0 sin (1
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unde patet, si integratio succedal casu quocungue r = A, eam quoque succedere casibus
n=A44+2, n=24-+% n=24-86, elec,,

i

sicque infinitas curvas a]gul)raicas ex unica impetrari. Patet autem si sit n= 3, fore~

fdﬂ cos@ _ sin20 i fdﬂsinﬂ_ " cos20 "o
cosi 0~ 2costd cosie D082 0 tve
fdﬂ‘ cos  siné ot fdﬂ sin @ — i
cos® 0~ cosd cosd 8~ T cost 8’ ,
gquo casu prodit ‘
- ____asinB a .’s:c___asinzﬂ

ergo

et Y = oot %a  Zcostl

T cos b

"."5*“ xw @ i . . i b
hincque y — - =5 quae est aequatio pro ipsa parabola.

16. Verum etiamsi hic unum casum integrabilitatis, quo ¢ —4& seu n=1 habeamus cogni-
tom, tamen singulari fato ex eo nulli alii casus elici possunt. Si enim statuamus n=3, ob deno-

mlnatorem n— 3 evanes¢entem, mteoralla mde pro casu @ = 36 mlmme reperluntur. Casu autem

':.LE

h=-—1 formulae praecedcutes red(,unt ita ut propter hoc incommodum nullus aditus ad curvas
magis compositas pateat. Videri ergo posset parabola pari conditione praedita ac circulus, ut
practer se ipsam nullas alias agnoscat curvas algebraicas secum commensurabiles. Ex ipsa verum

anguloru:n compositione manifestum est, quicunque numerus mteger excepta unitate pro n statuvatur,

d6 cos nb
formulam f -
0s3 0

induci. Interim tamen alia methodo quaesito -satisfieri potest, unde -non difficulier talis curva

nunquam mteo-rabllem evadere, sed semper per integrationem ipsum angulum &

eruitur

_d:=%z]/(k+zz) et y="T1{4+zz), seu yi =0 (xz—-yy), pro qua est j/(gime-—l—dy”)_:dz‘i/(l-a—zz).

"De Ellipsi.

17 Progredlor er'go ad curvas alvfebralcas -indagandas, quarum arcus cum arcubus ellipscos

"sint commensurabiles. Quaestio igitur huc redit, ut curvarum 1nven1mda1um arcus exprimantur

- per hane formulam /dz V(1 -+

dum applicata est =nﬂ/(i-—zz). Pq'o curvis ergo, quas quaerimus, statuamus coordinatas

ki ) quae est formula _pro arcu elllptlco abscissae z respondente,

mmeL, mmszz

z) pe y fdz sin /(1 -+ 1_M)

a:__fdzcosqﬂ/(l 7

T

“et “Videanus quornodo angulus ‘g Gapi debeat, ut ambae istac formulae flant integrabiles. Ponamus

Z-—smﬁ et hae formulae erunt

fiwei fdﬁ o8 gu "l/(t,os2 6 - mm sin? 6) et y= _/'dﬂ sin ¢ ‘V(cos"' 6 - mm sin® 0,

- ubi manifestum est, quaecunque multipla_anguli & pro ¢ statuantur, has expressiones nulio modo
~ad mte&ratmnem perduci posse. Aliis ergo arhﬁcns erit utendum mqmdem certum est dari curvas

I - ! - B

“algebraicas quaesito satisfacientes.

Y
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18. Quoniam dfrationalitas :negotium’ turbat;:ad ejus.speciem saltem tollendami pong

m tang == tang @, _ub sit  mmsin® §==cos® J tang® @,

cos B

¢ GOS8 Ed

‘hineque ,V/(cos® 4 -1 m m sin’.4) = cos. g. (L ;;éng W) =

Hac substitatione facta nostrae coordmatae erunt ‘ — e
At e
= fdﬂ ¢os B eob go . - fdﬂ cos B sin q: '
- cos w PR ) COS 43

ubi notandum est angulos & et m ita a se invicem penderc, ut-sit

mdd  do L liaiEe

mtan @ ==tang @, ideoque ———=——
. gl‘ g - que cos® 0 cos* @

PRI - o
LG € v §a1

Statuatur jam -
'99-—;;6——50 et 0]) cosgo——cos nd cosm—l—smnﬁsmm et smgo——mnnﬁcosw—ncosnﬁsm

Gl G= ?sm(na—-il)ﬁ-l—gsm (n-i—i)ﬁ
i 1
r-——- sin & cos_nﬁ "_Ef’ (n-—-—l)ﬁ-—ism (n-l—i)ﬁ o
-siibstituendis’ his 'Valoribus hababimig’ <t - 17 ¢ i ol Ties e s

‘ 1)0 — (m'— 1) cos (n 4+ 1)6),

o]

x :%fdﬁ ((m —-1) cos,

T-———fdt? ((m—- 1) sin. (n=i= 1)@= (m—-1) sin (;;.,_1 0)’ 1\; ' 3
:unde vaial‘es mtegrales Sponte ﬂuuntu AT ,

S R LTI ‘ Py opbrmiod a0
m—-—+(m+l)sm('n—-i)& (m—i)sm(ﬂ+i)6 -

‘-:25,;;::.- I L P O ST )ra:.;;ﬂ(ﬂm;) NS ' ilpe 2(“;‘4‘1)

Clan e

nroo it Tt

B gk

== —{m-i-1)cos(n—1)0  (m-—1)cos{n-+-1)8
i IR 2(‘,@“‘_1) i PO 'E(n;_f,.;l) .3“--,.'5.: A‘,.

1

, PR
. .

lmeae algebralcae EY]llbe[‘l possunt

20 Gum Jgitar unitas pro . Slletltlll nequeat casus SImP]lClSSLmUS RI‘Odlbit," si.,\ponag;lr __
[ BME L0 . o2 A

..... 3

quo ergo ]nhebltur
: i -r l\ SR ﬂf-———’(’n—" 1) Slnﬁv_———(m—i)slnﬂ
N S A S r\. HEET AR B VL T ,, il ;

y:-ﬂ—. (m-:- 1)cos 0+ = 5 (m— 1)cost9_mcosﬁ
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nde fit mmze --yy =mm, ideogue y=m)y(1 —ax), quae est aequatio pro ellipsi'propoéita,
_]us arcus ob @ — sin =1z utique est f dz V(1 - t’g), uti requiritur, erit enim
x=1z et y—m‘i/(l-—-zz)

liae vero-curvae, quarum ecadem est rectificatio, prodibunt, si numero n practer unilatem alii

lores tribuantur. Sit igitur n= 2, atque habebitor -

;n:-;— (m - 1) sin 6~——-—id (m— 1) sin 30, y_——;—(m --1) COS'@-—I—%(’""‘"‘ 1) cos 36,
hde fit ex+-yy= %(m-—l— 1)+ 5% (n— 1) —% (mm — 1) cos 26, seu

5 i 51 ,
LE =YY =g MM =5 M~ — & (mm— 1) cos 26.
erum praestat uti formulls illis pro @ et y invenlis, -quia ‘ad cognoscendam et construendam

vam sunt maxime idoneae.

21, Antequam in evolitione horum casuum ulterius progrediar, notari conveniet, quantitatem

tam negative quam affirmative capi posse, propterea quod in expressione arcus quadratum mm

mtum inest. Verumtamen iidem casus resultant, si numerus n negative capiatur, ita ut quan-
ate m ambigua assumta, non opus sit ‘pro n valores negativos statuere; Ilinc ergo quilibet
umerus positivus pro n sumtas duas pracbet lineas algebraicas, prouti m vel affirmative accipitur,

el ‘negative; sicque post ellipsin has duas habebimus curvas satisfacientes )

q’.:-é—(m—i—- 1) sin 6-——-—%—(1}1-—-— 1)sin 36, = % (m — 1) sint?——%(m+ 1) sin 34,
=21
2

. 1 i
i y=<(m—+ i)cosﬁ-———(m——l)cosi}ﬁ | y=§-(m—i) cosﬁ—g(m—l—l)cos?)ﬁ,
ibi quidem valorem ipsius y negative sumsi. Similes fere expressiones pro.deuut, si ponafur n= —;;s

¢ gquoque hae duae curvae oriuntur

' ' .3 1 1 .3 ®

&= (m 1) sin5 19 "-"—'f;' (=1} sin= Ot == (A} Sin = O = & (- 1) sin 6,

3 1 i 3
T'r-*—(mq—-i) ccns—é’—-r--3 (m—-—i)cos é, y = (m—1)cos5 6+ - (m~+-1) cos5 6.

Atque evidens est eliminando aren 6 has quatuor aequationes ad eundem ordinem esse ascensuras.

+ 22, Ponamus n =3, hincque dua¢ mascentur curvae istae

' F”"—'"Ti{(m -+- 1) sin 20—-—;—_(111——- 1) sin & 4, ':E" (m-——i) sin 20-———(m+ 1)sin &4,
y=%(m+ 1) cos 26—%-(1(1'—!) cos 44, y= {—(m-— 1)cos 26 — —-(m—l— 1) sin &8,

3

: 1 . |
t si popamus n==-> non multum absimiles hae curvae nascuntur

Et9--—%(m-——--l)sin m:—(m---i)sm%ﬁ-———(mq—i)sm &>

3 .
=-4~(m+ 1) sin =

WI-‘- catq-.

f‘3’§=%(m+ 1)005%6—1—%(1}1—- 1) cos

g, 3’=.%(m_.—_-1)sos,—§—6+%(m+1) cos%ﬁ.
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Omues -enim 'hae - guatuor : curvae. tantum .ad. -ordinem linearum - quartum referuntur* "Ex*—‘quihhs
spicaum est, quomodo ex, quaws hypothesi« quaternae xClllVﬂL ellc1 queant ad eundLm‘,%r
referendae, nisi quatenus forte casy. ordo’ depnmt possﬂ; Haec ergo inBoits linearam algebraic
multitudo, quarum arcus omnes per arcus ‘ellipticos absolute” mensurantur, omnino est, notatu
idque " 2o magis, qiidd pro - omnibus coordinatae -# et 'y binis taitum terminis expnmuntur-".“ﬁ‘ﬁ
earum constructio haed parum concinna adornari Tpotest,“ etiamsi pler‘umque ciirvae 4l a.tr&*

lmearum ordines referantur, . . .o . B I .

—— L . e LTS i

23. De his autem ammbus lme:s lmpnmls est notandum eas ad classem Lplcyclmdum

differunt, qued in cxrculo mob:h punctum descnbens non in L‘JUS per:pherla sed sive - extra, s

intra ¢am “assumi debet. -Si enim in’ peripheria - caperetur, qud casu epicycloides et hypocyelmd'
vulgares prodirent; curvae descriptae -absolute -essent -rectificabiles,-neque-ideirco-—ad—nostri
tutum .essent accommodatae:. sin autem punctum describens in. ipso centro circuli. ]I[]OI)I.]IS assume

tur, curva descnph perpetuo foret c1rculus. - Verum sive punctum describens. captatur e\:tra,,

intra peripheriam circuli mobilis, hoe. modo semper curvag. describuntur, . quarum rectificatio,
arcus ellipticos absolute confici potest. Nostrae ergo curvae prodibunt, si distantia . p‘upgti;__}dgg‘g;:hl%
bentis a centro circuli mobilis sive major. fuerit sive_lﬁinor: quam ejus semidiameter.. . .
‘ 2%, Natura aufem hujusmeodi. linearum . accuratius “perpensa, curvae, quarum -arcus. ‘pe < ardy
datae cll:psns mensurantur, lta _deseribi posse deprehendentur. S:t 1n ellipsi proposnl;a ratio amboru

axinm prmcrpalmm :.1 m, ac posﬂ;o radw circuli mobilis =r, capiatur distantia pum:t1 descr

mo-1 ‘m—1
bentis ab ejus centro gwe.—.-_.—m_1 swe.._m+ o Tum si* iste circulus super -quoc_t_mqné. :

circulo sive  extus sive -intus provolvatur, ab_utroque puncto_deseribente semper ejusmudum
describetur, cujus rectificatio cum rectificatione ellipsis proposw'\e conveniet. Quo autem, curvae hﬂ
modo descriptae fiant aIgebr'ucae, necesse est, ug radlus circuli mohllls ad radlum cxrcuh i
rationem teneat ratmnalcm quae quo fuerit- simplicior, e0 minus curvae descnptae erunt composrta
ac constituto quidem circulo 1mmoto, _sive mobilis extra eum, sive intra volvatur,. tum vero Siv

punctum describens extra sive mtra clrculum mobllem acmpltur, quaternae 1lIae curvae descnbent

o L R a—

it

quas conJunctas 1nveneramus.

25. Operae pretium fore videtur harum linearum epi- et hypocyeloidalium proprietatés : primas
rias, quatenus huc pertinent, ac praecipue carum rectuﬁuat:onem attenlius contemp]arl Sll; Ig‘lm
(1"10 50, 51 item 52, 53) C' centrum circoli immoti AQ, ejusque radins C4 = CQ ==a, supel' et

1 -1
in radio OR, ac vocetur OMz:pr ita ut sit sive ;z:-::_:i: sive '“=::+1

M descripta sit curva DM, cujus initiam D ei respondeat circuli mobilis situi, quo punctu‘

. Hoe medo a Stl

tangebat circulum immotum in 4. Hine ergo ex natura motus volutorii erit arcus QH: -aequalt
arcui Q4. Quare si dlcamus angulum ACQ—-QD, ob arcum 4Q=(QR=aep, erll; angul

@

QOR——gv Vocemus aulem brevitatis gratia’ hunc- angulum QOR=uagp, ut sit e=-+"
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ero ex punclis M et O ad rectam CA pro ase assumlam demittantur perpendicula MP et OS5,
jtemque ex M in rectam MT axi 4C parallelam, sintque coordinatac orthogonales curvae descriptae

CP=

26. Cum jom sit angulus 4CQ =¢ et CO=a=Zr, ubi signum superins pro curvis epicy-

cloidalibus, inferius vero pro hypocycloidalibus valet, erit CS'= (axtr)cosp et OS= (a=t=r) sin ¢.
Teinde ob ang. COS=90°— ¢ et COR=uqp, erit ang. MOT == (x4-1) o — 90° pro epicycloi-
dalibus (Figg. 50, 51), at pro hypocycloidalibus (Figg.52,53), ob COS=90°—¢ et (OR=180°—cqp, +
erit ang MOT = 90° — (e—1) p, unde ex triangulo OMT ad T rectangulo, ob latus OM = pr,
obtinebimus pro uiroque casu _
curvarom epicycloidalinm Fig. 50 et 51: curvarum hypocycloidaliom Fig. 52 et 53:
MT=— urcos(ec—+1) p, MT = prcos{e—1) @,

OT = prsin (e-+ 1) g, OT = ursin (o — 1)\90,
“ergo CP == (a—+r)cosgp—purcos(a—+-1)p=w, | ergo CP = (a—r)cosg—prcos{e—1)p =z,
PM= (a~r)sin p—gersin (a—-1)p=1. PM=(a—r)sing-r-ursin (e—1)p=1y.

“Consequenter pre utroque casu conjunctim

CP=x=(a2=r)cos ¢ per cos (1 i%) P,

PM =

y= (a==r) sin ¢ 5= zer sin (1 i%) P,
27, Hinc ergo videmus totum discrimen inier has curvas epicycloidales et hypocycloidales
iantum in signo quantitalis r esse situm, ita ut omnes his expressioﬁibus pro coordinatis CP =
‘ot PM==y possimus complecti
x={a-+ r) cos ¢ — g1 cos (1 —|——) P,
y=(a-+r)sing — grsin (1 ~{—-—;) @,
Juae proprie ad epicycloidales pertinent, sed sumta quantitale r negativa simul ad hypocycloidales
“extenduntur. Differentiando” ergo habebimus
: . ‘. . o
dn=—(e-r) dg(sing — w1 + ) g)
dy =+ (e =+ r) dep (cos ¢ — e cos {1 %) q:),
nde elementum arcus hujus curvae V/(da?-dy*)=ds reperitur-
ds—=(e+r)deV (1 pp—2ucos g-)
~¢t-radius osculi in M ila eril expressus:

a
z

(@~+1) (14 pp — 2p cos "2"7’)

a a
1 — -+ — —
“+pp— (2 T)cosq_g:

+.28. Quaecunque igitur hujusmodi curva descripta dabitur ellipsis, in qua arcui curvae DM
rens aequalis assignari poterit, Sit (Fig. 5%) adbe haec ellipsis, ejusque axes orthogonales ab et de; o

Z¥0cetur semiaxis minor ¢a — ¢b = ¢ el semiaxis major ed = ce¢ = mc, sumlaque super illo a ceniro
TIHH—H)

‘abscissa cp =z, erit applicata pm==mV(ec —zz) et arcus ellipticus dm—fdﬂ/(i —

Statuatur z = csin &, eritque hic arcus

L.Euleri Op pesthuma T. 1. | . 57
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dm= fc¢d8V(1 4 {(mm— 1)5in*0) = fcdﬁy(%(mm‘—i—- 1) -'——;—(mm —s1) (:_0_5_2"(9)-,'

quae forma ut illi pro ds inventae aequalis reddatur, fieri oportet

a1 cmm-1 T T a-pi » -,___+_,u.—|41
6——279!?—2QOR et mm—1 9x 3 Seu Vm—'._'u—__—I
. . L TM . . e e
vel, quod eodem redit, capiatur m::ﬁ%z in Figg. 50, 51, 52, 53, eritque arcus ellipticus

d .
din=— j;% V(4 pp—2p cos%go).

Superest ergo, ut sitg { — a—+r, unde semiaxes ellipsis fiunt

ac

h— 1)?‘

3 (p - Dri{a—-r)
a

et cd=—rce—

ca=—ch :9(;&-—1?:(&4—4')

29. In genere ergo habebimus hane constructionem pro ellipsi quaesita:

semiaxis . eq = 200 ot semiaxis _cd = ce _2yam.co
) Gt 7T T XS, 0 = 8 == e =

qua descripta circa cenfrum € radio ca = ¢b delineetur circulus afbg, tum ducatur radins en

ut sit angulus fen :%QOB, et per n ducta recta pnm axi majori de¢ paraﬂela, erit arcus elli
ticus dim aequalis arcui curvae supra descriptae DM. Unde patet, si circulus mobilis jam'_--P
semiperipheriam fuerit provolutus, quod evenit cum punctum # ecirculo immoto app]ica])itm'.,'_‘
longitudinem curvae descriptae aequalem fore quadranti elliptico dma. Cum autem circulus. mé
integram revolutionem absolverit, tractus curvae deseriptae semiperipheriae ellipticae dae erit ‘acqt
sicque i ellipsis est curva in se rediens, ita provolutione continuata E'longitudo- curvae 6o

crescet,

pro hypocycloidalibus sumatur radivs circuli immoti aequalis diametro circuli mobilis seu g

vel si in nostris formulis § 27 ponamus r = — % a, habebimus
1 1 . -
m:iacosga-—lmg,uacosgo_—(i — {£) P €OS @,
1 . 1 " . .
y=asng—pasing=— (1 — w) rsin @,

unde prodit

xm yy
-
Arw)? T (1—m)

2z == r""

quae est aequatio pro cllipsi, cujus semiaxes sunt (e — {)r et (w—-1)r sen MR et MV, estque
ipsa ellipsis, cujus arcubus nostrae curvae mensurantur: nam ob CO=2C0 fit utique ca——"
et cd== ¥V M Potest itaque quaccunque -ellipsis -provolutione circuli intra peripheriam "alte
circuli, cujus radius duplo est major, describi, ubicunque enim tum siylus in circulo mobili. figa

oo

ab eo ellipsis describetur.

31. Innumerabiles autem curvae, quae sint cum arcubus parabolicis commensurabiles, qual

supra unam exhibui, seu ut positis coordinatis @ et y, sit
V(da® 4+ dy*) = dz'i/(i -+ zz),
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__ Zsinag ) _ Zeosng

Y

H

nn cos? o 71 €052 ¢

it semper, quicunque numerus pro n assumatur, /V(dz®—-dy®)= fdzV/(1 =~ zz). Facile autem

ang. ¢ eliminatur ob V(zw +yy) = Tﬁ%{f&’ unde {it
c0S p = 2 hincque ———— == COS N p
n'?/(ma:+yy) Viwe-+yy) |

At si variabilem z relinere velimus, erit

n oar ah—1n—2) 2%7  ah=0n—n—38)(n~4F) nbz ,
: 19 1.2.3 8 - 1.2.8.4.5 T o
&Tr = H
2z
iml(i_‘_nnzz :
2 4
n{n—1) nnzz n{n— D (n—2(n—3) nizt
{ - . PR
1.2 4 1.2.3.4 T
y= 1
n—2
iﬂ.’ll 1 nnEe 2
2 ("" A

erum priores semper, etiamsi pro n:statuatur numeras fractus, ad aequationem finitam deducunt.

I 1 .
eluti si n= 57 oum sit

€08 @ = 2v2 et cos ! P = d
_—— - —_— 2
¥ (w2 v3) 2 V(zz+yy)
: 2yy Yy —a@ .
erit hinc cosgp = prsraa 1 = ey unde obtinetur
64  (yy—aop

| AT
= yy —xu) = 64 (zx +
; zz~yy  (we--yy) seu ) Wz ) rY)
pro linea- ordinis octavi.

quac formulae, quoties .7 sumitur numerus integer positivus, finito termiporum numero constabunt.



