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C. Oeclodecim litterae ad Cel. Lagrange datae annis 1755 ad 1775.
L

. Vir praestantissime atque Exeellentissime.

Perlectis tuis posiremis litteris, quibus theorfam wmaximorum ac minimorum ad snmmum fere perfectionis
fastigium erexisse videris, eximiam ingenii {ui sagacitalem satis admirari non possum. Cum enim non solum
in tractaln meo de hoe argumento methodum mere analylicam desideravissem, gua regulae ibi traditas erui pos-
gent, sed eliam deinceps non parum studii in hojusmodi methedo detegenda consumpsissem, masimo sane gandio
me affecisti, quod tuos profundissimas aeque ac solidissimas medilationes super his rebus meecum benevole com-
municare voluisli, gnamobrem tibi me maxime obstriclum agnosco. Slatim -auiem perspisi analysin tuam, quae
meas hujusmodi problematum solutiones per sola analyseos praecepia elicuisti, multo Jatius patere mea methodo
jdeis geometricis innixa. [n universa enmim serie valorum ipsius y, qni singulis valoribus ipsius « respondent,
donee x dalo valori a aequetur, cgo unicam valorem ipsius y data quadam particula §y augeri concepi, indeque
incrementum in formula integrali /zdz ortum investigavi, dum tu, Vir clarissime, singulos valores ipsius y in-
cremenla 8y capere assumis, quam ob causam, non dubito quin tua analysis, si penitus excolalur, ad mullo
profundiora mox sit perduciura. Cujus quidem praestantiae jam eximia exempla a 1e feliciler confecta circa
lineas citissimi appulsus ad datam lineam, quin eliom de methodo maximorum ad superficies applicala commemo-
ras, quae omnia ut accuratius persequaris etiam atque etiam Le rogo. Mea quidem methodo usus, plures hujusmodi
quaeslioncs circa superficies pertfactavi in scientia navali, quae duobus voluminibus in 4‘¢ Petropoli pluribus
abhine annis prodiit. Quod aulem ad {nam methodum, qua singulis applicatis y incremenla dy tribuis, allinet,
antequam hoc ipsum, quod non aperte indicas, animadverti, de consensu tuarum formularum cum meis dubia-

veram. UL enim j “sdee flat maximum exisiente:
dz = Ndy 4~ P&y -+ Qd®y . ....

(ubi quidem pro Sz unitatem pomis, mon pro z, uli forte lapsu calami notas), necesse est, ut tuo signandi
more sit

0/=dee, seu [ Ozdy=0.
At vero invenis, ponendo tecum 1 pro dz:

8/5=/(N— dP 4+ d*Q — &'R elc.) Oy~ (P — dQ 4 d*R) 0y + (Q — dR) ddy ele,

unde concludis esse debere

N—dP 4-d*(} —d*R=0.
Cum iamen naiura maximorum tanium postt_ﬂel, ot sit:
SN — dP+ &*Q—d°R elc.) oy=0.
Verum perspecta amplitudine . .. .... si unicae applicatae y incremen....... SN —dP 4 d*Q —) &y alius

val ....... paries (P — dQ-4-d*R)Sy—+-(Q ....... s=ngc referuntur evanescere, ....... sensus depre-

hendatur.

Vehementer eiiam te rogo, Vir clarissime, ul mibi ignoseas, quod ad fuos prieres lilleras m......com-
mercinm nostrae urbis cum Italia ....... ut nisi per mercatores promovealur, non . ...... possit. Quare
cum mihi jam mercatorem tuum indicaveris, has litteras ad eum per mercatorem mittens rogo, ad quem eliam

tuam responsionem, qua forie me honorare volueris, per tusm mercalorem mittere vellem.
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Bernoullio commercio reperies.  Vala et salve: e

Dabam Berolini d. 6 Sept. 1755.

sartoe dhest . [T P [ ] [N 2.

s e e o YIE clarissime ..at_que:,.acuiissi!ila.; T T
Lo » : .
Bmas tuas eplslolas, a]leram clrca ﬁnem anni elapm, a][eram VEro nuper, ad me daias, summa um v0-

Iuptale perleﬂl summamque .muenu tul persplmclam mamme sum admlratus. Non solum enim methodum 1l-
g

Iam maxxmorum et mlmmorum, quus eqmdem pr:ma quas: eIementa exposueram, ex veris ilsque subuhsmm's

p[‘mClp]]S ehcméh verum etiam eandem penitus perfecmst, v1derls ~ut nihil amplivs, quod in hoc genere desid

J.ticdE

rari queat, sn I‘L]l(.‘.l.l.lm. Quamobrem llbl, Vir clarissime, ex anlmo gratulor ac te ellam atque etmm roofo .at.

quae in hoc genere tam felici cum successn es merlltatus ea omm stucho pemtlus perscruiau ac perﬁcere pergas

Subl‘.lhssxmae autem hlc Dccurrunl quaeslmnes, quae non solum omnem ingenii so]ertlam sed etlam mammam
T !

c1rcumspectmnem in ratmcmando poslul:mt quandnqmdem haec methodus nolns obJecta plur:rms plerumqu-e c

cumstanms iny roluta exhlbet quas msl caIculum ad exempla delermmata appllcemus, vix distinetle pers[ncere

R
valeamus. _ Ila cum mveslwaho curvap maxlml minimive pmprlelaie praeduae perduxerlt ad hane aequatlonem-
I

dum natura max1m1 mlmmwe postu]at d b:to an aequat' nes deO d*

= 0 ‘quae smllcel mdlcat lraclu curvae, pau]ulum lmmulalo Var]ai}onem inde orlam evanescere,. quemadm

L=0, scu L—-cc ve] L_a—:—'ﬁw

c okl

ad eundem sub aliis circumstantiis perducere queant Neque etlam transformallo fmmulae

fLﬁJ in L['c?y—de 63; etc

novas determinationes mihi quidem 511pped1tare v1detur “sed tanlum 1nr]mare si sit L =20, foré stiam" dL —*{)
quod ufique verum est, sed conclusio ‘inversa ocum non habet. Nam nisi sit' L==0, ratic’ maximi’ VL] Foinim
.non amplius versalur; sed fortasse hujusmodi positiones aims pr(}b]emam solvendis inservire poterunt. Quod a
tem brachystochronas per tria plurave puncta data franseuntes attinet, crediderim eas non esse curvas qontmuas
sed & quovis puncio ad proximum sequens arcum cycloidis duci oporters, quo tempus translationis ‘ab“z!ﬂtero
ad allerum fiat 'minivtm: i enim corpus celerrime singtlas has portiones percurrat; lolam curvam sine -dubio
tempore brevissimo conficiel. . s

Deinde si non inter cmnes curvas, sed eas tantum, quae sub certo quodam genere conuuemur, quaerat I ed;
quae maximi minimive proprielale gaudeal, tua qmdem methodus. ad hujusmodi quaustlones aequo. cum s
cessu adhiberi polest, dum mea nuilius est usus, sed evolutio caleuli saepenumero maximis obnosia est diffi-
cultatibus; velut si (Ilig, 76) super semiase horizontali dato AC infiniti describantur quadrantes elliptici AD AQ, qui

ratione semiaxis: conjugali €D, CQ, differant, infer eosque quaeralur is AD, super quo corpus. in \‘acuo desce L

sum-ex A incipiens, citissime ad rectam CQ perveniat, aequatio infinita pro specie hujus ellipsis invenitur, Uﬂd‘?’"
non nisi appropinquando valor semiaxis conjugali CD definiri potest. Adhibitis autem appropinguationibus,’ re:
peris esse debere: v i L ‘ L e . I S S

8CD? = 34C? seu CD?':AC-]/%

“)-Omnes litlerae & Berolino. datas propria Euleri manu conscriptae suni. et
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Latterae ad cel. Lagrange dafae.

3 ergo velim, an haec sit vera solutio? el si sit vern, an ea non directe ope methodi cujusdam cerlae ob-

ri queal.
Litteras luas iam profundis meditationibus refertas cum illustrissimo praeside nestro communicavi, gui sum-

a {uam sagacilatem meeum plurimum est admiratus, simulque tibi pro suscepto principii minimae aclionis

-ocinio, maximas agil gralias: {uoque nomine nuMErnm sociorum academine nostrae haud mediocriter illustra-

(iri censet, quod munus ui tili conferator prima oblata occasione curabit. De eo gnoque mecom esl allo-
15, ul ex te sciscilarer, an non &edem, qua Paurini frueris, cum alia in Germania sub auspiciis regis nostri

nificentissimi, cui te commendare vellel, permutare cupias; qua de re ui me cerliorem facias, enixe rogo;

i enim certe nibil evoptatius exenire polest, quam si {eccum coram communicare, tuagque consuetndine frui

ret. Vale el salve, Vir praestantissime

Berolini d. 24 Aprilis 1756. Tibi deditissimo L. Eulero.

3-

Vir elarissime a¢ praestantissime

Ad lilteras fuas mibi quidem jucundissimas prius respondere nolui, gquam senientiam tuam cum illusiri

ieside nostro nunc in Gallia degenle communicavissem, qui uti tuum praestantissimum ingenium mecum maxme

piratur, ita mihi mandavit, ut quaniocius le Academiae nostrae commendarem, et in numerum sociorum

arem. Quod cum summo applausu hodie sit expediium,
ipsit, se post reditom suum apud regem nostrum omnem

sirornm adscribi cur consuetum diploma cum his litte-

accipics. Caeterum ill. praeses nosier mihi perser
nt {uis meritis dignam slationem obtineat.
si ad ipsum Jitteras dare volueris, quas ita inscibere poleris: a@ M. de Maupertuis,

Lelles- lettres de Prusse, & Sf.-Malo, quo loco hyemem commorari de-

eram esse adhibiturum, Cum js lam propenso in ie sit awimo,

nd abs re fore arhitror,
sident de ['ncadémic royale des sciences el

Interim Academia nosira profundissimas tuas medilaliones summo cum desiderio expectat, quibus in

svit.
slerum noslri commentarii exornentur. Vale, Vir clarissime,
faveque ingenii iui sagacissimi admiratori candidissimo

Berolini d. 2 Sept. 1756. L. Eulero.

4.

Vir clarissime ac praestantissime

Infor fot et tam atroces {umultus bellicos, quibus hic undequague premimur, laniis cuvis equidem sam

sirictus, ul fere omne commercium litterarum negligere sim coaclus, ex quo imprimis te, Vir clarissime,

lam atque efiam rogo, ut ne mihi meam negligentiam in scribendo vitio vertere velis. Quanquam auter Miscel-

nea philosophico-mathematica, quorum exemplar mihi benevole destinasti, nondum accepi, nec forlasse fam

quin ibi pro hoe testimonio amicitiae grafiss agam maximas, simulque

to expeciare possum, famen non polui,
s invesligatio-

cam laetitiam et admiralionem declarem, quoed tam felici successu fam gublimes ac profundissima

“
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cipere posses. Nunc quid iibi scribam nescio? (Fama est locum -praesidis Alemberiio cum maximi

menlis destinari, quo casu an tuum excellentissimum. opus huc mitli consultum sit, ipse judicaveris.. Q)

fecla. Mmalus esl se gravem reflutationem esse pubhcamrum quod an facercl nescio, pulat.se per. equuenham_

semidoclis fucam: esse facturum; dubito an- serio rem gerat, nisi forte amore proprlo sit penitus oceoecalus, -Vo--

Init noslris commentariis non demonstrationem, sed nudam declarationem inseri meam soluticnem mamme esse
vitiosam, ego vero opposui novam demonsiralionem omnis rigore adornalam, sed praeses noster bealae memo-

. fn 0 . - .
riae noluil ipsi nostram Academiam iangquam pu]aes[ram concedere, unde etiam meam conﬁrmatlonem lubens

suppressi. Ex quo judicabis, quantas turbas, si praesidio dccoreiur, sit aturus, equidem omnia lranqmllus
expecto, nibil ‘negolii cum illo mixturos. i R

Analylica tua solutio problemalis isoperimelrici continet, ut video, quicquid iil hac quaestione dés'ide;ar'i
potest, et ego ‘maxime gaudeo, hoe argumen[um quod fere solus 7 ost primos conatus quasi post Ilmmes lracta-
veram, a {e potissimum ad summum perf(.ctloms fasligium esse avectum, Rei chgmtas me excitavit, ut 11115; lu—
minihis adjulus, ipse solutionem analyticam conseripserim, quam autem celare statui, donec ipse “tiiak qu
tiones publici juris’ fecens me ullam partem gloriae tibi dehitae praeripiam, | e
" Quoniam’ liis "’ grav:smmls tempor1bus ab’ aliis negotils ‘vacavi, librum 'de’ calould mleorah conscr:bere coepx':
quod opus jarnpridém ‘eliam’ meditalus; atque ‘adeo Academlae Petropohtanae pollicitus; nunc igitur. _]ax )
Tem partem abso!w. Calculum mtegralem ‘ila deﬁnm, it “esset methodus funciiones unius p]unumve vanahﬂ]um _

; unde prout functiones sint vel uni

inveniendi ex data diferentialium ‘vel primi vel altiortn graduum relatlon’

vel duarum pluriumve variabilium;. totum opus- in- ditas- libros dms:, ubi- quidem' pra-posteriori: vm——qm‘ fu
est cultum. - Bo perlinent scilicel quaestiones de COI‘(]IS vibrantibus, uhi’ pro dato tempore ¢ et Fordae punclo

cujus situs variabilis, denolelur ejus celeritas et ...... determinari debet : quaeritur enim functio qu.ler]am ()
- 2

. s : . a*r *r L
binarum varjabilium # et s ex dafa relatione formularum. <2 el =y el hujusmodi formulis universa Hydrodyna-

mica innititur. Utilissimum ergo erit hane partem caleuli integralis adhuc fere intactam accuratius- evo]vi, CU]US

equidem prima fundamenta jam jecisse videor. Incipiendum aunfem eral a differentialibus primi gradus, ut functlo ‘
d %
r binarum variabilium ¢ et s definiatur ex dala quacunque relalione inter r et has formulas ?II et — pel‘ dij %

ferentiationem inde derivatas. Ex quo perspicuum est fere omnia, quae adbue de integrandi melhodo mnt pro- ..
lata, efiamsi binarum variabilinm mentio fiaf, ad primam {amen parlem referri debere, quia allera ut: funclm

alterins (raclatur, Alio forle tempore plura de his commemorare continget., Vale ac fave

Berolini de 2 Oct. 1759, -
Tibi addictissimo
L. Eulero.

\

armopere oplo.
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3
Monsieur,

Ayant recu Fexcellent présent que vous avez en la bonlé de m'envoyer, jo 'ai d’abord parcouru avec la
plus grande avidité, el je n'ai pu assez admirer I'adresse avee laguelle vous maniez les équations Jes plus
difiiciles, pour délerminer le movvement des cordes et la propagatien du son. Je vous suis infiniment obligé
d'avoir mis ma solution & T'abri de toule chicane el ¢'est d'aprés vos profonds calculs, que tout fe monde doit
reconnoilre & présent I'usage des fonclions ireégulitres et discontinues pour la solution de ces sorles de pro-

blémes. En cffel, Ja chose me paroit & présent si claire, qu'il n'y sauroit rester le moindre doule. Supposons

r,

' . . . ) ., dr . -
qu'il faille chercher une fonction » des deux variables 7 el « telle, qu'on ait &;—: —;» ot il est évidenl que

touie fonctions de 4~ z, tant irrégulitre que réguliére peul élre mise pour r: par exemp!e', ayaat tracé a plaisir
(Tig. 77) une ligne quelconque AM, si l'on prend l'abeisse AP =1+, lappliquée PM fournira une valeur pour r,
el il en est de ménie du probléme des cordes. A celle oecasion j'ai ohservé, que ma solution n'est pas assez générale;
car pour qu'on puisse donner i la corde an commencement une figure quelconque AMP (Fig, 78), ma solution
exige que dans cel élat, il n'y ait pas de mouvemenl; mais je puis résoudre A présent le probléme Jorsqu’on
a donné d'abord 4 la corde non seulement une figure quelconque 4MB, mais qu'outre cela on ait imprimé 4
chaque point M une vilesse quelcongue Mm, Je vois que vous avez iraité le cas on la corde an commence-
menl est fendue en ligne droite AR, mais je ne sais pas bien si votre soluiion s'étend aussi au cas ot l'on
suppose A la corde oulre, le mouvement donné, une figure quelconque. Je passe & la propagation du son dont
je n'ai jamais pu venir & bout, quelques efforts que jaie fails pour cela, car ce que j'en ai domné dans ma jeu-
nesse 51 fondé sur guelque idée illusoire pour metire d'accord la théorie avee l'expérience sur la vitesse du
son. Jai done lu voire mémoire sur celte mitiére avec la plus vive sdlisfaetion, el je me puis assez admirer
volre sagacilé en surmonlant fous les ohslacles. A présent je vois bien qu'on pourraif tirer la méme soluiion
de la formule :Tzfzcc% en faisait wsage des fonctions discontinues; mais alors M. D’Alembert me feraif
les mémes objections que contre le mouvement des cordes. Ce n'est qu'aprés vos recherches que je pourrai
faire valoir celte méthode. Tai résclu par 13 le cas ol T'on suppose an commencement non seulement un dé-
placement quelconque a autant de moléceles d'air gqu'on veul, mais ot Fon donne oulre cela 4 chacune un mou-
vemenl comme dans les cordes; mais en ne cowsidéranl qu'une ligne physigue d’air, ¢u hien un {uyau mince
¢t droit rempli d’air, comme vous T'avez faif. Celle géneralication me parait d'outant plus utile gu'elle nous
découvre plus clairement Je mouvement dont {outes les parlicules d'air sont guccessivement ébranlées. On pent
aussi par 1 résoudre un doute bien important qui m'a longlemps lourmenté; c¢'esl qu'un ébronlement exeité en 4
(Fig. 79) se répand également des deux ciiés du point A. Mais étant parvenu en X, il ne se répand que vers E: on
demande donc quelle différence il y a entre un ébranlement primitif en 4 et un dérivalif en X, pour que celui-
13 se répande vers [} et E ef celuoi-ci uniguement vers E. Ce doute est levé par la solulion génédrale donl nous
venons de parler, et gui fait voir que le déplacement primitif des particules en 4, avec le mouvemenl imprimé
4 chacune pourrait élre lel que la propagalion ne se fit nque dans le sens de E; et on s'apercevra ensvite que
celle circonstance a toujours lien dans les ébranlemens dérivés. 1l est bien remarquable gue la propagation du
son se Tail acluellement plus vite que le calenl ne Vindigue, et je renonce A présent 4 la pensée que jeuns
auirefois que les ébranlemens suivans pourraient accélérer la propagalion des précédens, de sorle que plus un
son serait aigu, plus la vilesse serait grande, comme vous Yavez peut élre vu dans nos derniers mémoires.
Il m'esl aussi venu dans I'esprit d'examiner, si la grandeur des ébranlemens n'y pourrait causer guelqu'accé-

iération, puisque dans le calcul on les a supposés infiniment pelils: et il est évideni que leur grandeur chan-
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gerait le calenl et Je rendrait iniraitable. Mais aulant que je puis I'entreveir, il me semble que cetfe circon-

stance diminuerait plutdt la vitesse. C'est dommage que ce méme probléme ne puisse pas btre résolu en don-

nant & T'air trois dimensions oun seulemeni dewx; car on a lien de douler que la propagation fut alors la méme;

au moins est il certain que les ébranjemens serajent dans ce cas plus faibles, plus ils s’écarteraient de I'ori- -
gine. Jai bien trouvé les formules fondamentales pour le cas oh I'étendue de 'air n'a que deux dimensiong,
ou est contenue entre deux plans. Soit (Fig. 80) ¥ une particule d'air dans I'état d’équilibre, qui aprés quel-
qu'agilation ait été {ransporté en y; posons AX—=0X, X¥=17, Xo=TYu==g el wy=y. Cela posé, lant

@ que y seront certaines fonctions de X, ¥ et du temps 7 et partant de trois variables. Je trouve pour Jeur

.détermination les deux équations suivantes:

d%_adﬁm_!_ a2y ot
a = Yam T % gmy
d%y —g a2y d*z
w2 = Yo % amy

de 13, si je suppose que I'ébranlement primitif se passe en A4 (Fig. 81) et qu'il se répande de 1A en ondes

cireulaires, de sorle qu'une de ces ondes ZV, dans I'état d'équilibre, ait été, aprés ['agitation, iranspnrlée"én_'";"‘“

zv; posant AZ—=2Z2 el Zz ==z la quanlité r sera une fonction des deux variables ¢ et & pour la délermination

de laquelle je irouve celle éqaation .
: a*r  d’r a dr  ar

A Tl M
En rejetant Jes deux derniers termes, il reste la méme équation qui convient au cas ot I'air est étendu seu-
lement en ligne droite 4Z. Or par cetie équation il ne parait pas que la propagation se fasse avec la méme
vitesse dans les denx cas. Il serait donc fort A soihailer que Yanalyse fut portée au point de pouvoir résoudre
ces sorles d’équations; et jespére que celle gloire vous est réservée. Ce que vous diles des échos est aussi
important dans l'analyse que dans la physique. Tout le monde doit convenir que ce premier volume de vos
travaux est un vrai chef-d’oeuvre et renferme bien plus de profondesr gue iant dautres volumes des acadé-

mies éfablies; jamais société particuliére n’a miewx mérité d'étre soutenue par son souverain.

Quant anx sons de musique, je suis parfaitement de votre avis, Monsieur, que les sons consonnans, que -- ‘
M. Rameau prétend eniendre d'une méme corde, viennent des auires corps ébranlés: et je ne vois pas pour- ‘
quoi ce phénoméne doil éire regardé comme le principe de la musique, plutdt que les proportions vérilables
qui en sont le fondement. Je crois encore avoir hien déterminé le degré d'agrément avec lequel on entend Lo
deux sons donnés, et de 13 deus sons dans la raison de 8:9 sapercoivent plus aisément que s'ils étaient
dans la raison de 7 :8. Mais je crois qu'ici il faut avoir égard 4 un préjuge par lequel on suppose d'avance

la proportion des sons, et alors une aberralion est insnpposable; comme celui qui accorde un violon, si deux

- cordes se {rouvent daws lintervalle d'une sexte, les juge fausses, parce qu'il prétend que lenr intervalle soit

une quinte. Ainsi, pour Iintervalle 7 : 8, il serafort difficile de Je prendre tel qu'il est, on s'imaginera tous
jours qu'il devrait étre celui de 8:9, celui-ci éiant mal accordd: il ne s'agit que de prévenir ce préjugeé, pour
melire en usage l'intervalle 7 : 8; miis il faudrait avssi pour ccla des regles particuliéres de composilion.

Je viens d'achever le III® volume de ma Mécanique qui roule sur le mouvement des corps solides in-
flexibles, j'y ai découvert des principes tout 4 fait nouveaux et dé la dernidre imporlance, Pour qu'un icl corps
tourne librement autour d'un axe, il ne suffit pas que cet axe passe par le eenire de gravité {ou plutol par-le
centre d'inertic du corps), mais il faut, outre cela, que toules les forces cenlrifuges se détruisent. Il est biet .
évident que dans lous les corps, toutes les lignes qui passent par le centre d'inertie n'oni pas celle propriétés -
Or jai démontré gue dans tous les corps quelquiirréguliers qu'il soient, il ¥ a toujonrs trois lignes perpendiz

culaires entr'elles qui remplissent ces condilions; je les nomme les trois axes principaux du corps, par rapport
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aux guels je délermine ensuile les momens d'inertie. Cetle considéralion m'a mis en élal de résoudre quantité
de problémes qui auparavant m'avaieni paru insolubles, t‘els que celui-ci: ayant imprimé a un corps quelcongue
un mouvement guelconque, délerminer la continuation de ce mouvement, en fesant absiraction de toule force
gui pourrail agir sur le corps. )

Yespére que vous aurez recu ma derniére lelire; pour celle-ci, je la fais passer par la main d'un ami a
Genéve, M, Bertrand qui s'est appliqué aux mathématiques aveec un trés grand succés.

Yai I'honneur d'étre -
Monsieur

Votre irés humble et irés obéissant serviteur

Berlin ce 27 oct. 1759, L. Euler,

Monsieur,

Depuis ma derniére letire j'ai réussi 4 ramener au calenl la propagation du son, en supposant & Tair toules
" les trois dimensions; quoique je ne doute pas que vous n'y soyez parvenu plus heureusement, je ne crois ce-
pendant pouvoir mieux iémoigner mon attachement -envers volre illustre sociélé qu'en Iui présentant mes recherches
sur le méme sujet.

Recherches sur lo propagation des ébranlemens dans un miliew elastique.

' Ces recherches commencant  par ces mots:
«En considérant le milien dans I'état d’equilibre, soit etc. et finissant par ceux-ci:

«D’ou l'en peut justement juger de I'affoiblissement du son par de grandes distances. .

Se trouvent imprimées dans le III¢ volume des Mélanges de la Société de Turin. ‘

Voild mes recherches que vous: pouvez insérer, Monsieur, dans votre second volume, si vous le jugez a
propos. Je les ai abrégées autant qu'il m'a €té possible: et si vous y vouliez ajonter vos remarques, ou quelques
éclaircissemens, je vous en serai infiniment obligé, - .

1l v a Tongtemps. que j'ai examiné le son des Cordes qui ne sont pas. egalement épalsces et, je viens de

et PR

lire & notre académie guelques mémoires sur le son des cloches el des tambours ou tymbales “fondis sur la

méme théorie, des fonetions discontinues,
Faites bien mes complimens les plus empressés 4 toute voire illusire sociélé, et soyez assuré que je suis

7 avec le plus parfail attachement

) Monsienr
Volre trés humble el irés obéissani serviteur
Berlin ce 1 Janvier 1760. - - . L Euler.
! ' ‘ Bl ;
I ‘ 7- ' oL © g

Monsieur,

Je suis ek ﬂallé de lapprobauon dom volre 1Hustre acadenue el vous en parhculter avez bien vou]u Im-

norer mon  essai sur les ehranlemens dans un mlheu e]asuque. Lhonneur de ces profondes recherches est

it TSR NI E
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mi'a fournigs. Vous y avez ouvert wnie éartitre toute nouviiléow toils’ Jes geometres il
trovverdiit ‘abondamment de “Guoi exercer ‘loiit ddressdl of; & 'mesure quiils'y réussiroiit;

...... ,.,,)

dcs developpemens trés cons:dnrab]es. La matiére méme est sans doute la p]us “1mp0rt%m1 Bl Phy

de la lumiére suil les mémes lois on n'a gi'a substituertVéthier au heu de l'ir et les ebran]emens .
répandus, nous donneront la propagation de Ja lumidre, D serait 3 souhaifer qu'on pnt'dé
tions que les ébranlemens excités dans un milien, souffrent, lorsqu'ils passent dans un
densité et I'élislicité sont différentes. Jé me sais pas si L'on peut espérer la solalion de
suis eonvaincu gqu'on y découvrirait infailliblement, non seulement les vérilables lois de la: ‘
T'explication la plus compléle de la réflexion dont la réfraclion est toujours accompagnue. On verralt q

impossible que les rayons passent d'un milieu dans un auire sans qu'une partie rebrousse chemin. Peu

particaliéres: ~Mais on” renconirera- ici—une—nouveHe-difficul lé-—comme-il- fauLeshmm: tant,,]a“dens

cité des aulres milienx trausparcns, du verre par exemple la densité étant si grande par rapport

plis d'un éther pur par lequel se ferait 1a propaﬂrat]on, il semble que la matlere du verre. ny £

pour rien, ce qul est pourtant fanz. De. Jd JL conclurais volontiers qu'il faut: {enir. cempte des. ; par

mises que successivement _par:'leszipaﬂicule's fluides.; .tandis quiune. particule -solidé: éta rappé ;paﬁf
iransmet quasi dans uncinstant le coup 3 Lautre bouts el je:crois! la lacraison .rpoupqudi;]es@rayomr_'gd ]
traversent. le verre avec une aussi prodigieuse “vitésse, “que 51 Ta”densité étaitd illiong de ol plits:
gu'elle n'est effectivement. Cetie pensée me semble conduire & lexplication-de cet étrange phenﬂm
vilesse du son par Fair est-plus grande que le caleul-ne- nous: Vindique... Tous les efforts.. quﬂ “vois;a
pour déterminer la propagation .des ¢branlemens finis, prouvent incontestablement :gb‘aucuie’ accalem:a ik
saurail résulter, comme je I'avais soupgonné: il faul donc que celte accélération i hctuelle:que- 1ﬁexper ]
discouvre -dans la propagation du son, provienne d'une: avutre™ cause: Ne:pourrait-eni:donc dice,:
pas un milieu parfaitement liquide dans les moindres parlicules, mais qu'il renferme:des. parhmu]esnsm]“
rigides, qui étant frappées d'un coté communiquent I'impulsion dans un instant 3 I'antre coté, et que ]

pagation. successive sur la quelle. est:fondé le caleul, n'a pas lien dans ces particules SOIIdLS"’ ”
jar d‘autnes;

cette explication pourrait étre vérifiée par quantité d’expériences ou le son est transmln'_ ;
I'air. Nous savons que le son pénéire par tous les corps, pourvu qu 'ils ne soient pas trop épals onl &
parler A firavers des murailles, et on ne saurait dice que la commumcal]on se fasse par. les: parllcu
renfermées dans les pores de la muraille; la propagation du son se fait plutol par la substance de ]a mifpail
Il me sembic que tous les corps sont par rapport au son Ja méme chose que les corps transparens
lumiére; et comme tous les corps s'ils sont assez minces, sont transparens - et que réclproquement Iﬁﬁ"

transparens, &'il, sont trop epals perdent leur transparence; ﬂ en est de mé me de tous les corps 51
ug alsement

CN

e

H,
son; ious, &1ils ne soni pas Lrop epais trzmsmettent Ies sons, lee un.s pm.rtant plu

P
cpenerrend

Je souhallerms qu'on it plus duxpmences sur celle matu,re, et qu on examinal surto )
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ganl nn aulre corps ne souffre pas quelque réfraction. Je vois bien que Ia chose serait sujette & de grandes
dlﬂ:cu]les puisgue nous ne pouvens pas anssi aisément joger de la divection du son que de celle de la Timicre,
La question que noire Académie vient de proposer pour 'année 1762 est relative A celie malmre. On
demande une explicalion mathématique de la waniére dont la représentalion du son se {ait dans ]organe‘ de
Jomie, explicalion semblable ou analogue 4 ceile dont on fail usage pour la représentatipn des objets visibles
,-jflz-fond de Toeil. 1 faut bien que lgs rayons quasi sonores, qui parient dwn. point sonore, soient réunis en

_,un;,seul poin{ dans la cavité de Toreille et qu'ils y représenient une espéce d'image ou simulacre, sans guoi
il g;;,er,ait jmpossible que nous.distinguassions 1ant de sons différens. Or une felie réunion de rayons seﬁqres,
‘qﬁj;sont divergens en enirant dane oreille, ne saurail arriver, sans une espece de réfraction. Voici done 3
'ﬁu_oi.qse réduit nolre guestion. Clest & monlrer que les rayon,é sonores soni assujeliis A que]que réfraction sous
quelques, cireonsiances. Quelques expériences poprraient nous fournir bien des' lumiéres ld-dessus; I'angle d'un
bastion, par exemple, pourrait y servir. Si (Fig, 82) quelqu'un en A criait bien fort, wo auire en' B devrail juger
suivant quelle direction il entendrait le son, Or ayant bien développé les circonstances sous lesquelles la direction
,ﬂu 80N souﬁ“rg que]que .changemen‘t,:on ne -m:-mquera pas de trouver dg par@illes cir-eonstances dans la siruclure
(U8 NOUS 601, capable de travailler lé de.ssus. o

i AQuoique la diminution des ébranlemens 1ransmls A de grandes dislances snive la raison des distances je
_ wrois ponrtant que la force du son que nous apperoevons 5oit, proporiionnelle réciproguement au carré des
istanges. .Chague parlicule d'air 4tant.¢branlée, se meut.par un. cerfain espace qui détermine son excursion,
-etitant cet espace que sa plus grande vitesse méme .qu'elle ¥ acquiert est réciproguement proportionnel a la
- distance. (Si je me me trompe, car joublie aisément. ces sortes de circonstances . et je n'ai pas le temps de
t_ionsul[er mes caleuls.) Or il me semble que la force avec laguelle une telle particule frappe sur I'ofgane_ dé-
pend conjointement et de son excursion et de sa vitesse, ee qui produirait Ja raison inverse des carrés.

° Vous aurez vu sans doule la photoméirie de M, Lambert, ou il prouve incontestablement que la force
des Jumiéres décroit en raison inverse du carré des distances; mais il parle de. la fnrce el non pas de la vi-
tesge-ou de l'excursion de chaque: particule,: et . partant je. pe. trouve: aupune contradmmon entre ses experiences

ef nos calculs. N ' -
Ge—que—vous me -marqiez, Monsleurmsurﬁles_ébranlemenSJBJ«aeriam_un {uyan_conoidal, .ot vous sup-

posez méme Vair hétérogine, est extrémement, profond; et quoiguil ne puisse servir 4 nong éclairer sur Ja ré-
fraction, vous pourrez connoitre par 14 pour les cas ou I'équation est résoiuble,_ il n'y a pas gussi des ébran-
lemens' répandus en arriére; cela prouverait que dans -touies les réfractions, ou l'orsqu’un I.'ﬂf{Ot.l}._P@,SSe d'un
mllleu dans un autre, il se fait toujours quelque réflexion, T |

~  Pour les formules gue vous avez {rouvées pour la figure d'un corps qui su,1 la meme .surface an ]a p]us
‘erande solidité, ou p el g doivent éire des fonctions de z ot y telles, que celle formule pdr —+ pdy devlenne
'mtegrdb]e j'al remarqué que lautre condition se réduit & ce gue celle autre formule

pdy — gz ydx

— ——

r(1—+p* - ¢*) e

50il aussi intégrable; mais celn n'avance de rien. Au réste la solution générale doit étre telle que fesant r==10

'‘équation entre « et § donne une figure quelconque méme décrite au hasard et sans aucune continuité.

¥ai 'honnenr d'éire avee la plus parfaite considération

Monsieur
’ Voire irés humble et trés obéissant serviteur

-

Berlin ce 24 juin 1760, : .~ L Buler, .
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suis plus vivement touché, ce' que je vous supplie, Monsieur, de témoigner 4 I'illustre Académie, et dé “iiji;,ap
senter' mes trés humbles remerciments en: I'assurant de ia: plus-haulé. yénération et de mon aitachemient fa
plus inviolable, Mais jé ne sens aussi que frop ‘que c'est uniquement'd vous que je'suis redevable ‘de’ cufte

glorieuse  distinction; je vous en suis infiniment obligé de méme qile des deux exemplaires du premier: recuei]-

académique que vous aurez bien voulu m'envoyer: - Vous ne- douterez ‘'pas que je- ne laie parcouru’iavesila
plus grande avidité et je fus tout & fait surpris de I'excellence et de la richesse des mémoires"qué:?b‘e.frécueﬁ
renferme. Vous en particolier, Monsieur, vous y avez véritablement prodigué vos profondes découvertes;: loﬂt

anire en aurmt en abondamment de qum fournir 4 plusmurs Académies el 3 plus:eurs volumes pendant qu

routé 3 d'autres les plus pénibles recherches. Vous ne eraignez pas de vous épuiser pour les volumes“suwaijs‘ _
puisque vos ressources sont inépuisables; jei'suis tout stupéfait: quand je pense seulement que lés Volurmes snis
vans ne brilleront pas moins de nouvelles ‘découvertes quoique je 'ne puisse pas encore comprendre:sur: quelles

matiéres ‘elles rouléront: Mais je- vous avoue franchement queje ¥ié suis quasi- qu'ébloui de 1'abondance: et de

IS T A U UL TR S TR o TR o . ) _,.\*;;'”‘[‘;-} P

plus™ grande généralits; =

Quel]e salisfaclion’ o airait paS"M de Maupertms il _était’ éncore, en v:e, de:voir son prmc]pe de_

tribuer. En voici un exemple que japplique au cas le plus mmple.
( @r - d*r ' o ST

e ——

A T VgmE

cel effet, considérant une fonctlun quelconque v de ¢ et de x, puisque

T dv‘—Edt+d—dw

et par les nouvelles variables

. oy i de
dV:dP d_p+dg @:

je subsiifue pour dp et dg leurs valeurs ei jaurai:
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dv v dv
dv = cm?a:——l- ﬁch’ -|~ydm —g—!—é‘lt—fm—a‘a" l:czé;—l— — | 9 dl [ﬁ' —1-4-8
d'olt il s'ensuil pour les subshluuons donl j'ai besoin,

s dv du dv ds? dv

— = 46— ol =g —, donc:

qat ﬁdp dg da dp +y dj’ one
dr ar dr d?r d2r acr a=r
— — el e 2 4248 2
de dp dg ar® g dp? £ dpdg dg*
ar dr dr ¢ aFr s &r 2 , d2r
= Pty ¢ dp? Vapag TV apn

Mainlenant je pose:
BF—afa=0 et &*—y%a=0 o0 f=a)Ya ot ¢=—9y)u
pour aveir eelte équation:

2, 2
2(/.'3‘6-—&3@)‘17;—0 ou bien df:)—;ézo

A présent M. d'Alembert ne saurait disconvenir que Vintégration de cetle formule en ne prenant que p

variable ne donne:
dr 7

ag 74
el faisant ensuite varier ¢
r=@igyYips=g g — Va1 z -1V a)

ou les fonctions sont absolument indélerminées et dépendent entidrement de notre volonté, de sorle gque la
sonstruction générale puisse se faire par deux courbes déerites 3 plaisir; T'appliquée de 'une donnant ¢ : (& — iVa)
oour l'abscisse & —1Va et celle de Vautre o : (x4 )/a) pour 'abseisse -+ 1Va.

Mais si T'on demandaii une intégrale compléte pareille pour le cas ou a serail vne quantité négalive — b
e me vois pas comment on pourrait la représenter par des courbes arbitraires, puis pu’on ne saurait y assigner
es appliquées qui répondent & des abeisses imaginaires.

La réduction aux arcs de cercle en posant:

d y Zz=veosp et (Vbzysing
[ui donnerait:

. r=d4 - Bycosp -+ Cv? 05 2 . .
+-hvsing 61280 20, .. 7 T S

uelque soit le nombre des lermes qu'on prenne, ne saurait jamais produire une soluiion générale en sorte
ue posaut =0 il en résulte entre r ol x une relation donnée exprimée par guelgue courbe décrite & volonté.

Pour le probléme des isopérimétres pris dans sa plus grande élendue c'est 3 vous gue nous sommes re-
evables de sa plus parfaile solution et je suis bien surpris de voir avec quelle adresse vous I'avez élendn
es surfaces et méme 4 des polygones. Vous conviendrez que ces recherches profondes mériteraient un déve-
ppement plus détaillé, I est facheux que la solution du cas ou l'on demande enire tous les solides de la
1éme capacité celui, dont la surface est la plus petite, conduise 3 une dquation presqu’absolument intrailable:
n voil bien que les surfaces sphériques et cylindriques y sont comprises sans étre en éfal de Jes en conclure.
es corps ont des bizarreries qui ne se trouvent pas dans les surfaces: quoique tous les colés d'un polygone
L méme leur ordre soient donnés, la figure est encore suscepllb]e d'une infinité de déterminations; mais dans
o palyédre, dés qu on connoft {ouies ies hédres (faces), avec leur ordre, Je corps est enfiérement déierminé.,

De plus on ne sawrail assigner deux courbes différentes qui aient pour foutes les abeisses des ares égaux;
ais on peut toujours irouver une infinilé de surfaces différentes ou les &lémens dzdy V1 +-p* 4 ¢* soient les

émes. Ainsi les surfaces conigues dont l'axe est perpendiculaire 4 la base, conviennent avec une surface
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plane; et les corps exprimés par ces équations ar=zy et Qqr.—a" +y ont lenrs surfaces égales pu:squ‘

p?—+-¢* est le méme de part et d'auire, on trouve méme aisément une infinité d’autres surfaces de méme: na

ture ou l'on peut introduire des fonctions arbiiraires et disconiinues. 1l est plus difficile de trouver deg’ cgrps

dont “Ja surface convienne A celle de la sphére. Il s'agit de trouver une équation intégrable dr — pda-+- gdy

telle que I'on ait .
a® -y*

Z_ 7 e

Pz‘l"qz':az

v . N : : : t : 1 r e
Je peux hien définir toutes les fonetions possibles pour p et ¢ mais je m'en peux tirer aucune dont Yéquation
entre « et r devienne algébrique. C'est encore un sujet qui demande la nouvelle branche de l’ana]yse."qui

roule sur les fonctions de deux ou plusicurs var:ables élant donné de certains. rapports enire leurs d}ﬁ'erenhel]es.

des distances, j'ai trouvé moyen de construire la courbe que le corps décrit iors méme qu'elle n'esl pas dans
un méme plan, et j'ai observé une infinilé de cas ou Ja courbe devient algebrlque outre ceux de 1elhpse ot
de I'hyperbole dont les foyers tombent aux deux points fixes. "

Yai I'honneur d’étre avec la plus haule considéralion v

Monsieur

Cewmilp g

Votre trés humble et trés obéissant serviteur

Berlin Je 9 novembre 1762 L. Euler.

9.

Mousieur, -
h[ - o :

La gracicuse déclaration que vous venez de me faire de la part de la socigté royale de. Turm devalt 5ans

doute faire sur mon esprit la plus vive 1mpressmn anssi Su]S-JB pénétré de la plus respectueuse reconnois-
sance: ce que je vOus prie de lui temmgner, avec Ja p]us forte assurance, que Je saisirai avee le p]us grand

essement toutes les occasmns ou je serai capable de rendre quelque service A celte illusire société, A la-

empr

quelie je prend la libertd

M. d’Alembert m'a aussi fail quantité d' O]JJECtIDHE sur ce sujel. Mais je vous avoue quelles ne me paro:ssent
R

6 de prcsenter les pitces ci-joinls, dont deux aussi roulent sur le mouvement des cordes,

Bi

pas assez Tortes pour renverser noire solution. Le grand génie me parait un peu trop enclin & détrmre ‘tout

ce qm n'est pas conslruit par Iui-méme. Quand la figure initiale de la corde n'est pas telle qu'il pretend qu e]le

ne

devrait étre, je ne saurais me persuader que son mouvement fit différent de celui que motre suluuon 1u1 255
et 5i M. T'Alembert soulicnt gue dans ce cas le monvement ne saurait ire comprls sous la lm de con nuue, '
je lui accorde tres volontiers cette remarque, mais je soutiens 3 mon tour, que ma soluhon donne ce mouve-

ment discontinu, Car les équations différentielles 3 trois ou p]usxeurs variables ont pour proprléie essentlelle,

FEEA 'i AT
que leurs intégrales renferment des fonctions arbilraires qui peuvent aussi bien élre disconlinues que contmues-

Aprés cette remarque je vous accorde aisément, Monmeur, que, pour qué le mouvement de la corde so:t

a4* gy a6y
conforme & la lois de conlmmté il faut que daos la ﬁgure initiales les dmg 3 ?4 d—J efc. soient __O‘au

extrémilés: mais quoique ces conditions n'aient pas lien, je crois pouvoir soutenir que nolre solution, donn T2
péanmoins le véritable mouvement de la corde, car dans ces cas il y aura bien quelgu'erreur. dans. ]a déter‘
mination du mouvement des éléments exirémes de la corde, mais par eelie méme rvaison, l'erreur. serd; mﬁm-

S

Jment petile et partant nulle, L




=
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Je n'ai plus assez présenies A 'esprit {outes les circonstances de ce probléme, pour oser prononcer pius
hardiment 13 dessus: mais il me semble gu'on pourrait combaltre les opinions les mieux constatées par des

objections semblables 4 coelles avec lesquelles M. d'Alembert combat nolre solution. Je dirais par exemple que

1a formule /ydz ne saurail donner Taire d'une courbe APM |Fig. 83} & moins qu'on n'ait 3—"!.—:0 au commencement
. tisd

4 ow y=10. Car puisque dans chaque élément de Yaire qui est veritablement == ydz —|—-é— dxdy, on néglige
A 1 . . s

Je petil trinangle o) dzdy, cela ne saurail plus élre pratique au commencement A oY y==0, el parlant le pre-

mier membre ydz==0, aliendu & 1A Je' second membre ~i—a’mdy pourait éfre infiniment plus grand que le pre-

- . N A thy: . ; . . . ’ .
mier & moins gqu'on neut —:Jl —0. Puisque donc, malgré celle objection, la formule [ydw exprime toujours la

{64
véritable aire de la courbe, je crois aussi (ue noire solution sur les cordes donne foujours le vérilable mou-

vemenl, quoique le premier ot Je dernier ¢lément soient assujeltis & un grand inconvénient ou méme & une
contradiction apparente. M. d'Alembert témoigne partoul un irop grand empressement 4 rendre donfeux toul
ce qui a ¢1é soulenu par Jautres, et il ne permeitra jamais qu'on fasse des objections semblables conire ses
propres recherches.

Javais déj recu Je projet de Ia nouvelle édition des ouvrages de Leibnitz, et je pense que M. Formey
aura déjd remarqué d I'éditear qu'on vient de decouyrir 3 Hanovre quantité douvrages manuscrits de ce grand
homme, dont on a nouvellement publié les remarques sur Locke. Je ne saurais dire autre chose, sur la fa-
meuse controverse touchant e calenl diftérentiel que ce que j'en ai dit dans la préface de mon calcul différentiel.

Le XIV® volume de nos mémoires est sous presse, de méme que mon ouvrage sur la mécanique gni 5'im-
prime & Rostock. J'ai achevé, il y a longtemps, mon ouvrage sur Je cakenl inisgral, mais il n'y a pas d’espé-
rance qu'il soil publié¢ de sit6t,  faute de _]i_brairgs. L'Académie de Russie vient de publier le 1X°® volume de
ses nouveaux commentaires.

Yavaie aussi depuis longlemps achevé un fraité sur la Dioptrique dont le résullat se irouve dans le paLIN
volume de nos mémoires: mais comme on vient de découvrir de mouvelles espéces de verre, qui causent une
réfraction beaucoup plus grande que le verre ordinaire, je suis aciuellement occupé & refondre mon ouvrage
et 3 Tappliguer 3 toutes les diverses espbces de verre, parce que par ¢e mOyerm, on peut procurer aux in-
struments djoptriques un bheaucoup plus baut degré de perfection. Je suis extrémement ravi que le rétablisse-
ment de la paix me procure 'avaniage de recommencer voire correspondance, qui m’a toujours fourni Ies eclair-
cissements les plus importants, ef jo me Hatte d'en retirer 3 T'avenir un profit plus grand encore.

T'ai I'honneur d'étre avec la plus parfaile considération,

Monsieur
volre irés honmble el trés obhéissant serviteur

Berlin le %6 février 1765, L. Euler.

10.

Monsieur el frés cher Confrére,

o dois 'cummencér par vous demander mille pardons de ce que jai, differé si longtemps de répondre &
la Jefire obligé:mte dont vous avez-bien voulu m'honorer. Je suis infiniment charmé de ce que notre illustre
société a si bien recu les mémoires que javais pris la Jiberté de vous envoyer, et je suis Lien jmpatient de
voir hientdl Je troisiéme volume de vos ouvrages, pour y voir vos profondes, recherches sur cetie nouvelle partie

-
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de l'analyse, dont les premiers principes méme ont élé inconnus avani que vous en ayez enlreprls le ﬂeve

ioppement avec le plus heureux succés: jé me {flatte que-la’ présente foire de Leipzig me procurera: ce: prese
précisux. Pour justifier | mon long silence je dois vous.informer, Monsieur, gue depuis longtemps. je.m
dans le plus grand embarras, qui m'a preéqu’entiérement empéehé de m'appliquer 3 ancune recherche,:
“vais honte de vous écrire nne lettre tout & fait vide de recherches Geométriques: et 4 Fheure qu’ 11 est, Je
n'en snis pas en état, de srandes raison m'ayant deferminé 3 solliciter ici mon conge pour retourner i Peters-
bourg ou m'appelle la.vocation la plus avantageuse de I'Impératrice. Vous savez: sans doute que- I'Académid
de Russie est depuis quelques temps forl tombée en decadance; mais maintenant sa Majesté Impériale. a, résblq ’
* de retablir' cette Académie dans son ancien lustre et de lui donner méme plus d'éclat. Elle y a desune mn Tonds’

ccteatends e
de 60,000 Roubles par an. Dans cetle vue sa Ma]este veut hien m'honorer de sa haute confiance, en map-T

pelant 4 diriger el exdeuler ce grand dessem ou il 8'agit pmnclpalement d'engager de grands hommes didng
toutes les sciences de venir s'établir 3 Petersbourg et d'y travailler conpmtement a lavancement des sclences.
Vous comprendrez aisement, Monsieur, que vous avez été le premier que i ai' propose A sa MaJeste Imperlale

et je m'estimerais infiniment heureux, si_je_pouyais vous_ persuader @'accepter celle vocation qu1 sera loulours

pour vous aussi avaniageuse qu'homorable. Je sais bien que le grand éloignement et le climat rude vous cant
sera d'abord de lavetsmn mais comme je connais parfallement cet endr01l y ‘ayant sé]ourné pendant quatorze
ans, et que J}' retnurne avec le plus grand empressement Je PUIS vous asstirer que la vﬂle de Petersbourg
moyens de se garantir du froid, de sorte qu'on’y est heaucoup moins ‘incommodé que dans les pays plus ‘chands!
Je vous prle done, Monsieur, de faire des réflexions sur cette proposition et de m'en marquer votre sentl-
ment au plutét, avant que je par[e d'ici, ce qui pourrait bien encore {rainer que]ques mois. SR

Tai Thonneur d'étre avée T plus’ parfalte ‘considération’ ét Te plus inviolablé attachement,’

.. Monsiewr, ., .

; , votre trés h.ﬁmble et trés-L._‘?l.?éissam-_:selfy’i;ﬁegf; e
Berlin le 3 mai 1766. S _ L, Euler.

A1)

A St.-Pétefsboufg, ce 9'janvie_f 1767_'l§t% Vo' 3

Monsieur el trés cher ami,

v

Yespére que vous w'excuserez de ce que j'ai mangqué de répondre 3 la lettre dont vous mav1ez honore

e

encore de Turin. La grande distraclion que mon voyage et mon nouvel ¢lablissement m'ont cansée en esl, une

raison plus que suffisante. Quelque glorieux qu'il soit pour moi de vous avoir pour successeur A 1'Académie
de Berlin, j'aurais souhaité que vous cussiez été en Ltat A'écouter les propositions que I'Académie Imperla]e se
proposail de vous faire, et je crois que vous y auriez trouvé beaucoup plus d’avanlages et d’agrément.. CBP'*“'

dant, je souhaite de tout mon coeur que votre séjour 3 Berlin soit comblé de toutes sortes de prosperité el

qu 1] vous melte en élat de commuer vos§ pmfondcs 1echerches pour ]avancement des smences. Ialtends 3"‘-‘"

£ . Hy o ;alsh-
T I LA TR I [ . . : B et

) Hae lltterae ut et sequentes e Peiropoli datae, scriptae sunt ab iisdem.Buleri dlsclpuhs, Aqui. ex Adversagiis

Iectorl jam pogmh__f_,qnt. filie scilicel Joanne Alberto, J. A. Lexellio, W. L. Krafflio et Nlcol_a?_,_f';“?,sr g
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ne soit le dernier, {out A cause de votre absence, que parn que M. Cigna est aussi disposé A quitler: je n'ai
pas manqué d'en parler & nelre Académie, ol toul dépend des arrangements qu'on doit encore faire pour la
meltre sur un bon pied; et jnsque 1d on na pu encore penser qu'd remplir les places, gui étaient acfuellement
vacanles, dont aucune n'anrait pu convenir & M. Cigna; mais aussitél qu'on pourra lui donner une plus grande
extension, on ne manquers pas de faire allenlion aux mériles de cel habile homme,

Je suis extrémement ravi que mon dernier ouvrage sur la Mécanique ait mérilé votre approbation, mais
je euis faché de n'aveir pas é1é en élal de vous en présenler ui exemplaire; car 4 peine ai-je tronvé un li-
braire qui ait voulu se charger de I'imprimer; je fus méme obligé de renoncer & un cerlain nombre d'ezem-
plaire pour les présenter & mes amis; mais Je libraire n'avail pas tort, puisquil n'en a fait imprimer que cing
cenls exemplaires el que suivant loule apparence, il n'en debilera pas cent.

Dés mon arrivée ici, V'Académie Impériale a bien voulu se charger de l'impression de mon guvrage sur
le caleul intégral, qui est déjd avancé assez bien; mais comme il y aura (rois volumes quarto il faudra at-
lendre encore plus d'un an, avant que lout soit achevé.

Le troisitme volume renferme la nouvelle partie du caleul intégral dont le public sera toujours redevab)e
4 votre sagacilé, el jespére gne par vos soins, celle partie que je w'ai fait qu'ébancher, sera hientot porté A
un plus haut peint de perfection,

Tant la [aiblesse de ma vue que mon emploi actuel, qui m'oblige de passer tous les mating 4 la Direction
de 'Académie, me metient absolument hors d'état de continuer mes recherches sur celle malidre; mais & 1'aide
de mon fils Albert, je serai tonjours en élat de profiler des éclaircissements, gue vous voudrez bien me com-
niuniquer fanf sur ce stjet gue sur fvus les aulres auxquels vous vous appliquerez; je vous en si:ppiie' méme,
avec Je plus grand empressement, dans la confiance que vous éles déja suffisamment convaineu, que personne
ne saurait faire plus de cas que moi, de l'imporlance de vos découvertes. Je vous pfie dong, Monsieur, de
me conserver loujours votre amitié et volre affection et d'étre assuré, que je serai lovjours, avec Ja plus par-

faite considération et le plus inviolable altachement,
Monsieur,

, Volre trés humble et trés obéissant serviteur

.. L. Euler.

St.-Pétersboury e 5 (16) février 1768,

Monsieur,

Volre lettre du 29 décembre de 'année passée m'a été remise & pen prés en méme temps que j'ai recn
le dernier volume des mémuires de I'Académie de Berlin, dans lequel je me suis d'abord fail lire volre excel-
lent mémoire sur le taniochronisme, parce que cetfe matiére m'a autrefois tenu fort au coeur et que jai aussi
fait une analyse de la méthode de M. Foniaine, que vous trouverez dans le Tome X de nos Commeniaires.
Mais votre méthode est heaucoup plus ingénieuse et la lecture m'en a causé wn vrai plaisiv, quoique Vespé-
rance d'y trouver des laulochrones pour toutes' les hypothéses possibles de résistance n'ail pas été entiérement

. . s . X -, .
remplie, Jen aji d'abord découvert la source dans la formule ~ & une fonction quelcongue de laguelle vous

égalez le temps pour nn arc indéfini, ou bien 3 une fonction de dimension nulle des qnantités X et 4. Mais

L Ruleri Up posthuma T, 1, 72
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que la supposition’d'une’ tellé fonction appmte ime’ trés grande Yimitatiod' 4’ 13 i

vous conviendrez aisément,
t 1m.1gmer uno mﬁnﬂie dantres’ exprnsswns egalement propres & teprése

lution, ‘attendu, qu'on pourrm

R4 o o .
T A,,s et qu ‘on ‘pourrail’ supposer le temps egaI 4 "une foncuon quelconque de toutes ce
TR T L :

4

. ' i

mules ensemble mais lexeouhon menermt :) des oalouls presque 1nsurmontables. T al aussi remarque déJi dan
FATE A I Ly A o -ﬁ&

le II° volume de ma Meoamque, gne les cas, oit Ia res:slanoe serait comme e cube, ou quelque p

t"éntip’s‘ ,"commé

p]us haute de la vltesse ne sauralent dtre reso]us par de teﬂes fonouons de dlmenmon nulle ‘mais c[u 1l fau

recourir 4 des foncuons de p]umeurs dlmem;l
la_ solulion de ces  cas, ronte qm copendant est trop embarrassee pour que ]m
" d'autres” cas que “celui ou Ja vilesse est par elle meme extremement peme.

Jai vu ausm que les trms Méthodes de M. dAlemherl dans le m&me volume de Memou‘es, sont assu-

ons et Je orms y avoir lndlque Ja verxtablo route pour. ar wer

pu en fmre lapphoatlon A
oL

e ez

je crois devolr avertir que feu M. Bernoulh n'a lrouve Ia toniochrone

LI ET

jetties 3 la mé me restriction. An reste
¢ lu1 en eus commumque ma solutlon

AR r Ea

pour la résistance proportionnelle au ‘carré de la v1lesse, qu apr(,s que 1

et il n'a Jamms dit, quiil en_avait fait le premier la decouve: te.

‘Je suis extrémement raw, Monsieur, que nos reoherches sur Ie mouvement dun corps attlre par deu

autres, de forces ﬁxes, aient mérité volre -atiention ; mais vous nen avoz vua que ce qm a ete 1nsere dans les
Goegn withe s

mémoires de Berhn el qui regarde principalement les courbes alwebnques, que ma. so]uhon renferme
autres mémoires, dont T'un se trouve dans le X° vol de nos Commentalres.

encore compose, sur ce .su_]et deux
et T'anire dans le XI°. Dans le dernier jai aussi réussi A determmer le mouvement da dit corps,‘ lorsqu 11 ne,
il

an el je suis exirémement curieux dapprendre 4 quel egard vous avez donne:

se meut pas dans le mém‘e pl
Si vous avez - reussi 4 donner 2 lun des dcux centres de foroe un--

une pius grande etondue A ce probleme

mouvemont ‘Hulour de 1autre, e fut 1l que olrculmre et umforme, ]e le regarderm comme la

plus importante dans laslronomle. ) . ) o
L'impression’ de mon “Calenl mtegral avance assez passablenieot ielproihihéi: tome est dqa 'acheve‘et fe
tacherai de vous I'envoyer au plutdt, peut étre accompagné dn second :
volume, des.Mémoires de Turin, et je en ai déja presenté si je ne-
comme je suis hors d'état de lire et d'ecrire moi-méme,  je sms

et principalement de vos recherches qui sont. iOUJOll]’.'S

Uil ¥ aura 'wois volumes en fout.

Je n'ai recu qu'un exemplaire du HI°
me frompe, mes lres hunbles remerclements,

d'autant plus curieux de pnoﬁter ‘des Gerits des "aulres,
prie donc de me conserver toujours votre amitié

marguées d'an trés grand degré de profondeur. Je vous
respectueuse oons:deratlon,

volre bienveillance et d'éire assuré que je ne cesserai jamais d'étre avec ube (rés

Monsieur,
volre trés humble et trés obéissant gervileur:

L. Euler.

Mes compliments empressés & mon trés digne ami M. le professeur Beguelin. -

sse et nous vous prloﬂs

“Monsieur Bernoulli aura bien la bonté de faire parvenir Vincluse 4 sop adre

Monsieur,. de lui: présenter nos civilités.

N
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13,

Monsieur el irés-cher  Confrére,

Je suis extrémement ravi, que vous avez recu avec tant de bonté mon ouvrage sur le caleul intégral ; j'ai
taché d'y ramasser fout ce que jai observé de remarquable sur ce sujel. Yespére vous en\}oyer au plﬁwl la
e partie de cet ouvrage; clles vous appartient presqu'uniquement et je ne doute pas que vous ne la porliez
bientét & un plus hant degré de perfection.

M. Formey m'a envoyé les fevilles du dernier volume des Mémoires de Berlin, qui contiennent les excel-
lentes pitces donl vous me parlez dans votre letire. Comme je me suis pas en élal de lire moi-méme, jai pri¢
iotre habile M. Lexell de m'en faire la lecture,’ qﬁe jai entendu avec Ja plus grande avidité. Fai admiré non
seulement la profondeur de vos recherches, mais aussi el surlent leur mulliplicité, qui aurait fourni 4 tout
autre dequoi rempliv une douzaime d'excellens Mémoires différents. Vous savez, Monsieur, que j'ai beaucoup
travaillé sur celle espéce d'Analyse, et que j'en conmais parfaitement ioutes les difficultés, el partant jai vi
avec la plas grande’ satisfaction qué vous en avez surmonté quelgues umes, trés heureusement, La méthode
que vous employez pour're'soudre I'équation 4 = pp == Bgg esl d’aulani plus ingenieuse qu'elles ne suppoese
_rien qui ne soil fondé que sur Iinduction, J'ai é1é curieux d'appliquer d’abord vos melhodes .‘1 des exemp]es

qui ont pour la plupart trés bien réussi; mais Pexemple suivant m'a causé quelque embarras i g'agit de

résoudre en nombres entiers cette équation

101 = pp — 134¢. -,

El

Selon votre méthode il faut done chercher un nombre o plus pelit que '%1—, tel que oK = 13 soit divisible
ar 101 ai trouve ¢—35 et de Ia A——12._ — 13.¢'%, pendant que A- = 101 et B=13; d'ot l'on
P ) p*

tire p' =75 et g = 1: donc selnn votre melhode on trouverait:

g = ap'5= By - _..35.5.13 it g =aq’$p’__ 3555

Y 12 ' 12

et parlant ces nombres n'élant pas enhers on -devrait conclure que ce cas n'est pas possible; cependant on

satisfait 3 celle queshon en: prenant p=123 ¢t ¢ = 3k, ce qui me falsalt croire qUP voue méthode était

insuffisante. ¢+ e
Mais en écrivant .ceci, je .vois que je m'ai'pas assez bien observé les préceples que vous donnez : car

pitisque A" =12: st divisible ‘par le carré %;- il faut poser-%: 3—1—13un ce qui donne {=1% et u=1,

d'ou lon tire p =8 el q __2 el alors on aura

' n.] R T e

?

CUgse i:%'a' 1013 . 35.28 _ 354
=g = T, Y= e T T

R
feot 1e

or ces formules me sauraient non pfus donner des nombres entiers. Cependant je vois bien qu'on parviendrait
4 ma solution si on premait p' = &7 et g == 13 parsque 12 = k7* — 13.13% = 2209 — 2197, car on

'tirerait. de ‘1a :

35.475= .13.13. 85.13 o 47 ,
n. - 9t i= T . o

ou les signes superieures domnent p== 123 et g=23% Mais quelle raison nous conduit & supposer

- ) _f)'=5:7etg’=13?
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; Jai aussi fort admiré votre méthode d'employer Jes mombres irrationnels et méme les imaginaires dang
cette espéce d'Analyse attachée uniquement aux nombres rationnels. Il y a déjd quelques années que j'ai eu

des idées semblables, mais je n'ai encore rien donné 1i-dessus ni dans nos Commentaires, ni dans les Mémoires

de Berlin; eependanl j'ai publié ici une algebre compléte en langue russe, j'y ai developpé ceile maliére fort

au long et jai fail voir que pour résoudre I'équalion
x4~ nyy = {pp -~ nqq}’z’

ou w'a qu'd résondre celle-ci

g4yV—n=(p+qV—n}*

Cet ouvrage simprime acluellement aussi en allemand, en deux volumes in 8%, et quand je vous expé-
dierai le III° volume du caleul intégral j'y ajouterai un exemplaire de cette algebre, soit en Russe, soit en
Allemand.

Mais je n’y ai pas ponssé mes recherches au deld des racines quarrées et l'application aux racines cubiques

e e s ——

el ul(erienres vous a &t réservée unignement. C'est de 13 que jai tiré cette formule trés remarquable

20 - ny® 4+ anz® — 3nayz

dont les trois faclenrs sont

. 3 k]
| 2y VYV u4-s5Y0%;

;i d'oi Ton voit qu'on peut toujours aisément determmer les leitres 2. y. % pour que cette formule devienne un

uarré, ou un cube, ou un uarré-quarré, au quelque puissance plus haute. Au reste our juger si 1'é uatlon
q s q P

A =pp == Byg est possible ou non, J'ai trouve cetie régle pour les cas ou 4 est up nombre premier.

«Otez du nombre 4 un multiple guelconque de 4B et toutes les fois que le reste est un nombre premler
w1, U'équation propesée sera possible si celle-ci @ = pp == Bgg Vest; de plus, si le reste 4 — &nB devient un
womhre ¢bb lel, que ¢ soit un nombre premier; ou méme 1'unité, alors la possibilité ou l'impossibilité de

{I'équation @ == pp — Bgg déclare la nalure de I'¢quation propoaée.»

Ainsi ayant D'équation 109 = pp — 7.gg, puisque 103 — 4.7 =81 ot a=1 b=19, je forme celte
; équation 1 == pp — 7.gg, qui étant possible, prouve la possibilité de la proposée ; et dans I'exemple rapporlé:
s ci-dessus, 101 = pp — 13qq, puisque 101 — &.13 =49 et partant ¢ =1, le jugement se réduit a cette -équa-:
oy tion 1 =pp — 13¢g, qui est possible sans doule; mais je dois avouer, 4 ma confusion, que je ne saurais

i démontrer cefte régle ; et quand méme on en lrouverait une démonstration, cela ne servirail en rien i la solum .-

tion ‘actuelle de 1'équalion 4 = pp — Bygq. ®
Tattend avee Ia plus grandt, impatience le 1V® volume des Mémoires de Turin, que vous aurez la honm,

Meonsieur, de m'enyoyer, ne pouvant douter qu'il ne soit rempli de vos tres excellentes recherches ; je vous en

présente d'avance mes remerciments les plus empressés ayant I'honteur d'étre avee la plus parfaite consi-
i derafion, .
Monsicur,

Votre trés humble serviteur

‘ : ' L. Euler.
4 St. Pétersbourg, ce 16 (27) janvier 1770.

Voiei, Monsieur, et trés honoré Confrére, un (héoréme de la plus grande importance et un probléme {res

difficile & résoundre.
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Turorema. Si formula mxs —- ayy, cosu x=—g et y— >, prebeat numerum primum ¢, iom omnes

numeri primi in formula @ == kmnp, quin etiam in hae formula generaliori gy == Jmap contenti, simul erunt

numeri formae mae 4+ nyy.
NB. Demonstratio adhuc desideratur,
Prozrrma. Envenire duos numeros quorum productum, tam summa quam differeclia sive auctum sive
minutum, fiat quadratum.” xy 4-a 4y =1D0; 2y — & — y=0; By -~ — y==0; oY — m+y:1:l
Sovurro. Quaerantur duo numerornm pavia y, g el r, 5 ul formulae '
2pg (pp — gq) {pp -+ qq) ot 2rs(rr — s5) (rr + ss)

teneant rationem quadrati ad quadratum. Tum enim numerorum guaesiforum

{op -1~ qq) (rr =+ 35)

alter erit —

Spg (rr — 55) S 4
alter voro — PR (Tt 55)
o ‘ . R 2rs (pp — qf)

Conditio praescrlpta impletur sumendo P = 12 2 g=1;el r= 16 ‘s =11; tum erit enim

9y (o0 — 00) (00 + 99) __ 4
rs (17 e 85) {F1 - 55) = 36

= 0O-

B "" " 2
Hine ergo numeri. quaesiti .erunt i;a 232 et g}-%

Il ¥ a que]qﬁe;s temps, Mt;nsiéur,hiqﬁ;a .j’ai irou‘v;é. une: sbluLic;ﬁ COI:.l:lPiéleldﬂ problémé suivant :
Il s'agit de frouver;trois fonctions . y.. z. des deux variah]_c_as i et %, telles que quant -
. | dx = Pdf -+ pdu dy — de —+ qdu: dz = Rdi -+ rdu
| on salisfasse aux conditions suivantes o

I P2 + Q2 + R — 1,

n p- -+t —4—: = 1",
L Pprk Qe Rr =05
Or la nature des différentielles demande encore les conditions suivantes! - - ‘ . e
o E=G
T (dq) C

dt

I om @ =)

Comme une considération tout & fait singuliére m'a conduit A la solution de ce probléme, que jaurais dailleurs

- '

ﬁ;j_i;? ern impossible ; je crois gque celte découverie pourra devenird'une grande importanee dans la nouvelle partie
_ du Calcul Intégral dont la géomeirie vous est redevable.. ... ... ... ‘ )
1 S o o L. Euler.

R . i . N
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P]mslr e[ _je vous en suis mﬁmment obhge. .Ie me snis fmt hre loutes les OPLFM‘O"S ‘l“e ""“s avez faltes sar
| P S RS

la formule 101 == pp — 1397, et je sms enherement convamcu dg' leur sohdlte, mals Ltant hors d'étal de lire :
et d'écrive moi méme, je dois yous avouer que mon Imagmahon wa pas été capable de aalsu' le fl't;I;&éz;lenL de..
toutes les réductions que vons avez &6 obligé de faire et moins encore’ de: fixer dans mon esprit la signifii-
cation de foutes les letires que vous. y. avez. introduifes.. Ii:.est bien vrai -que des.. recherches- semhlables.ont
fait autrefois mes delices et m'ont coule blen do tempc,.mms mamtenanl je ne saurais plus en entreprendre

que de celles que je s suis capable de developper dans ma téte, et souvant je suis.obligé de recouru‘ 4 un alm,

-

pour exécuter les caleuls que mon 1magmatmn _projette..
Pour ce qui regarde le probléme de deux-nombres donl e prodult augmenle ou diminué de-leur somme |

ou dé leur différenice produise desTquarrés 3 il-m'a—étéautrefois—proposé h&lBerhn*par"un“Caprtmne-—' i

Happe, qui me dit Vavoir recn d'un ami de Leipzig, qm selalt longtemps oceupé inutilement 2 en trouver

une solution et que lui méme y avait epmsu ses forces sans aucun f_""‘it.— Il m'a donc demandé, si je croyo:s
ce probléme possible on non. Je lui repondis d'abord que ce prohleme me paraissait d'une nature. smguhere
et qu'il surpassait méme les régles connues de I'Analyse de prhante en qum je' ne: croispas:m’étre  trompé .%
Cependant aprés quelques essais, jai trouve la solution que jai en I'honneur de vous communiquer ; Je croyals .
presque ‘que c'élait Funique qu'on fut en état d'en donner.- Mais depuis que jai eu I'bonneur de vous ecru'e,

ayant encore fixé mes recherches sur ce probleme, J ai decouver[ une route qui fourmt une infinité de so]utmns. :
s i oReress s “yreey ",_r!-.-‘z._:_. g L.,--‘-.!upp-‘}-_.‘ TN :z .

Voici de quelle manidre je my Sllls prxs.
Posant les deux nombres cherchés Aot B les premlers ‘afforts’ fouririssent @ abord ‘6és f‘orﬁiﬁlezr g

op 4 08) (gg ) "'??‘B " (op 5 sy (qq+rr)

dpgrs ’ . (pp — 8 (q9.— "T') e

mais il est nécessaire que cefle formule e R
-__(pp~35) (qz 1)
2pgrs (pp — sy (ug = rr)

devienne un quarré, ce qui est sans doute extrémement difficite et an dessus de la méthode ordinaire de. Dio-
3 4 1 1 3

phante. Cependant en employant les substitutions suivantes: w: = oo siwgurh aefdn Db it of

p=mm ~+ (m— n)*; g—‘-_:mm—i—""‘mp—'—nn_‘zs el r ==m (m — 2n)

cette formule aprés en avoir olé les facteurs quarvés se réduit A celle-ci

‘Ewltm — fin 4~ nn -
2n (2m + n)

-
qu'il est ais¢ de rendre quarrée; car faisant n =2m —1, elle devient
v ‘ : v i <= Dl - AT B i i oo abenon i PR

G Um—m@m—0 . . . .. ”

dont le numérateur muliplié par le denominaleur donne: e produit. - ¢ . e oo

| :

16m* — 55m3! - 58mmil — 28mi® —+ 41*

qui dojt étre un quarré, et dont la résolution est fort aisée.’
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Quoique cette solution paraisse irés particuliére, v gquau lieu de quatre lettres p, ¢, 7, 5 cetie formule

v'en contient que deux; j'ai pourtant lieu de croire qu'elle renferme louies les solulions possibles.

Je serais fort curicux, Monsieur, d’apprendre votre sentiment sur Tes deux théordmes suivanls que je crois
yrais sans pouvoir les démonlrer.

I. Quire le cercle il »'y a point de conrbe algébrique dont chaque arc soit égal & un are de cercle.

II. I n'y a pas non plus de courbe algébrigne dont chaque arc soit égal 4 un logarithme.

Vous voyez bien gu'il ne sagil pas iei dos courbes algébriques dont la rectification dépende oun des arcs
de cercle ou des logarithmes.

Je reviens au probléme, dont je vous ai parlé dans ma lettre précédente, ou il s'agit de délerminer les

trois quantités x. y. et z par les deux variables ¢ et u ensorle gu'en posant

- dat = It - Adu ;- dy = mdl 4= pedu;  dz = ndi4 vdu;

les trois conditions suivanies. soient remplies, savoir
fo. Nl —t- mm 4 nn =1
S 2, Al-up =1

L LA ¥ m,u -y == 0

Jen avais bzen [irouvé une solutmn complete maig par une methode extrémement mdlrecte, et je croyms
presque qu ‘il ny avait pas de methode direcle qm pﬁt condmre A s so]utmn Mais, afin que vous ne pensmz

a condult uTrouver 1ous les sohdes dont 1a surface [)lIiSS& (..tt'e developpee sur un Plann comme cela 4 lieu
pour tous les corps cylindriques et coniques. Depuis quelques jours je suis lombé sur la solution suivante, qui

me parait assez directe ;
Jintroduis une nouvelle variable o et 3311 cherche trois fonctlons p, g et r, lelles que

1°. pp +qq ~+ rr _1 et
2o, dp +dq +dr——dco,

ce qui 'a aucune difficulié ; ensuite je- faig -

o

[ =psine+ = cosa

JL S o

=" §ito 4- —— cO5 O 3

‘ . Codr .
n =y 85IN® + — COS.6 >
do
i . L ;dp' . r
A—pcosw — 5l 3
P —+ 5= sino 3
. o dg L
i B=g cos @+~ siho;

..
VSt LIRS LA

N P prny iy i
¥ = +icog - — sng 3
] . dw L

ren

N

' LEit:

Tl est clair que les trois” cohdilions preserites sont rémplies; il ne resie don¢ que de rendré inlegrables

. les trois formules différentielles. Pour cet effet, je remarque gque
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‘-ilf‘i‘l’fh': el i T ’5&:’:‘_ a1 dm cos éﬂ)(v’f"

IR RS PRV U P ,xnf..;, TR TSR sEyE .',:,m: ».ux 'f. Batrpgy

N PRI 1 F
LTRSS IS 3 FE A S

T I Goojdm= . do cos @, (qf_l_—m
oo oo T L Y VTS RIS b
Leten vy b PR R (. e iddp
I - EEI [ v Py ROy
dy = — do sinae (q-—:—
b [T PR L S A PN A fri i
) dﬂ = — d sin o (
P s g e e s :""i
ai au __ dv. . N . S
de sorte que — = —= = = = — tang . Maintenant transformons les formules proposées ensorle que -

g=1U A — f{dl 4+ udd) =1l + iu —-—f(tl—-- w.fang @) dli e o o

)

]
z:nt-}-ma——ftdn—l—ud) ﬂt-—l—-ws—-—_fl—utangm)dn

]

SE ek} wei

I

mt ~+ g —f(t(f’m—l—’ltd = m 4 pu — [t — u tang &) dm;

puisque 7, m et » sont des fonctions de Ja- seule vanab]e o, toutes ces trois formules deviendront mtegrables ;

si lon egale Ia formule t—u tang o 51 une fonclwn quelconque de o, que nous demgnemns par ﬂ De lﬁ on-

Tids - Pty T 5 -‘,. A sl

com‘donnees & y . dev1ennent des fonctwns.

oy

Permettez mm, Monswur que Je \mus parle dun probleme qm me paralt forl ‘eirietix et dlgne de loul‘e-r

attentlon.

e

. _ S T TR VTR SVIUS 11 I CTUI) AL b

que premiérement les sommes des quarres de chacune des handes horizontales, ensuite aussi la somme » des
quarrés pris par les bandes verficales, soent ecrales entre eiles et oulre cela anssi la somme des quarrés pir
les diagonales; ce qui donne déjd dix condilions (1 remplir; mais il faut de plus remplir les co__n_dlrhons"_
suivantes. -

11, AE -+ BF + CG + DH :0, 120, 1AL+ BE + CL + DM == 0; elc.
et ainsi, joignant deux A deux les bandes horizqnt;les; ce qui donne six conditions; enfin il ~faul aussi -

remplir celles-ci
17°. AB—+ EF—+ IK 4+ NO=0; 18° AC + EG + IL + NP =0 elc.
en combinant deux d deux les bandes veriicales, cer-qui donne aussi six conditions; de sorte qu'il faut femj)lil"

en tout 22 conditions différentes, tandis qu'on n'a que. seize quantilés inconnues. Cependant ce problnme ne

Imsse ~pas d'étre infiniment mdetermme el jai réussi d'en trouver la solution en, géngral.donl, ]aJUIILB 101 un

exemple part cuhe; .
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468 | —29 | q.n1 | —37

— 17 | -3 979 | 4-32

459 | 4-28 | —23 | 4-61

— 1| —T77 | 9= 8] -49

Tai Vhonneur d'élre avee la plus parfaite considévation,
Monsieur
Volre trés humble et irés obéissant servitenr

4 81. Pétersbourg, ce 9 (20) mars 1770. L. Euler.

. (iépondu Lagr.)
P &
Lorsque Monsieur le Diveeteur voudra hien répondre & cette lelire, on le prie de donner sa réponse ou

an professeur Formey, ou de l'envoyer sons Padresse du secrélaire de I'Académie Impériale des Sciences.

Monsieur et irés honeré Conlrére,

Comme je suis hors d'étal d'éerire moi méme, et que les occasions de se servir d’'une autre main se
présentent rarement, vous me pardonnerez, si jai différé si long tems 4 répondre 3 Dobligeante leitre dont
vous m'avez honoré. D'ailleurs depuiz environ un an. la théorie de la lune m'a tellement occupé que je n'ai
presque pu penser 4 autre chose. Trois habiles caleulateurs ont bien vouln m'assister pendani toul ce fems;
quoique mous ayons rencontré mille obsiacles, nous les avons surmonté, presque tous, assez heursusement, de
sorle que nos lravaux sur celte matiére se trouvent acluellement déjd sous presse. Jamais recherche n'a
demandé autant de calculs pénibles et auwtant d'adresse dans l'exéeution; il s'en faut cependant de beaucoup
que cetle maliére soil entidrement épuisée; nons devons nons confenter, si les tables que nous eu avons tirées
s'accordent mieux encore avec le ciel que celles de MM. Mayer et Clajraut et si leur usage est beaucoup
plus facile.

Malgré ces pénibles recherches, je n'ai pas manqué de profiter de quelques momens pour étudier vos
excellens mémoires, qui m'ont élé comuuniqués par M. Formey; et d'abord, ce qui m'a frappé le plus et

que je puis pas assez admirer, c¢'est la heanté et I'étendue infinie de votre théoréme geénéral, savoir : Jorsque
= e Ld gt Radgt o L agrt
xn =14 p(f) g d it S pdd gl - o Bt - ete
. Si I'on désigne par v(x) une fonelion quelconque de & et par v une fonction semblable de 7 on aura toujours
’- 1 PR 1 8 ! 40 4
Y = -l Y+ §d Gl apt 4 —Gdfi @it ""ﬁd ity - elc.

an emeiiant les divisions par les puissances de dr.
~ Ce Théoréme me parail déji de la derniére importance, sans méme avoir égard & I'éguation {:=—=x — ¢z,
dont 1 fournit la sclution el dont vous vous servez avec le plus grand ‘succés, pour résoudre loutes sories
L. Ealeri Op. posthuma T. 1. 75




518 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Varia..

d'équations. Favais deéja composé, avant mon depart de Berlm, un mémoire sur le méme sujet, A loccasm

d'une excellente pitce de M. Lambert insbrée dans les actes helvéthues. Ceile idée me parut d'abord suscep_

tible d'une beaucoup plus grande étendue, .que jai taché de développer dans ce mémoire, qui actuellemest 88

trouve imprimé dans le XV° volume des nos mémoires ou commentaires. Mais vous avez, Monsieur, ‘pouss

cotte recherche beaucoup plus loin, A lalde de votre admirable théoréme. Aprés y avoir réfléchi fant soit

peu, j'ai reconnu que §a vérité est indépendante de la résolution des équations et des rapports qui régne

entre les racines. Javais formé le dessein d'en chercher une démonstration directe, tirée des premiers prmcxpes

.
i T.

généraux de l'analyse, mais j'y ai d’abord renconiré de frop grands obstacles.
Notre habile académicien, M. Lexell y a bientot réussi parfaltement et il en a trouvé une demonstralmn

qui répondait entiérement 3 mes souhaits. C'est dommage que ce beau théoréme soit tellement caché entre vos. :

nombreuses recherches, Monsieur, que pen de monde I'y observera et en remarquera toute l'imporlance. Pour
je le crois de heaucoup preférable A mon théoréme général sur 'intégrabilité, que javais tiré de Ia
ugé digne, Monsieur,: d'insérer dans les mémoires de Berlin, avee |

moi,
théorie des isopérimétires et que vous avez j
une note touchant M. de Condoreet_ i _cette gccasion, jai_aussi I'honneur de vous marquer que M. Laxa]l a,

parei]lement donné une trés belle démonstration de ce méme (héoréme, que vous lirez dans le XVe vo]ume

de nos Commentaires.
Vous avez bien voulu dire 4 M. Formey, que les extraits des letires de M. D’Alembert, insérés dans’

les mémoires de Berlin, ne sont rien moins gque ce gue perte le tilre, mais que ce grand homme vous. les K
avait adressé, Monswur exprés pour les publier dans cette forme, quoiqu'd mon avis, elles ne renferment que
des observations assez légéres. Comme les derniéres lettres que jai en I'honneur de vous adresser, Monsieur,
contiennent yuelques articles qui ont mérité votre approbation, il me semble que vous pourriez également Ies

faire insérer dans vos memmres sous le titre d’exlraltz;, sans e jrai besom de ly meltre moi méme 4 la téte

Ne doutant pas que vous nayez, Monswur, pousse encore plus lom V0§ premleres recherch éur' le -

probléme de denx nombres dont tant la somme que Ia dlﬂferen(:e étant a_]outee ou retranchee du prodult de

1.

ces mémes nombres prodmse des nombres quarrés, je serals fort curxeux dapprendre si vous en avez découverl

vt : LRI 'JIAI»-

une solution plus générale que la mienne, & laquelle je- suis parvenu par hien des détours.

On expedlera d’ici, avec les premlers vatsseaux le troisiéme volume de mon calcul mteﬂ"ral a1n51 que le

troisitme volume de ma dloptnque qui traite de la construction la plus parfaite des mtcroscopes Vous verre

aussi le XIV® volume de nos commentaires, divisé en deux parties dont la dﬂrmew est presque unlque e
remphe des recherches sur la parallaxe du soleil déduite des observations du dermer passage de venus ur le
R

disque du soleil, que M. Lexell a bien voulu exécuter d'aprés les idées que je lui avais commumquees. s
Ve I !il.
'l y o

meme académicien a aussi compose un traité 4 part sur la cométe de 1763 qui VIEl][. de paraltre

foumlt en me prétant ses yeux et sa main.

Pai I'honnenr d'étre avec la plus haule considération, .

Monsienr,
volre {rés humble el frés obdissant serviletr

a St. Pétersbourg, ce 20 (31) mai 1771, L. Euler.

Intercallamus hic epistolam 1. Lexellii ob aretissimum nexum, quem cum ipsius Euleri litteris H’f‘b"’*'t“':f"
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Lettre de A. J. Lexell
Moensieur,

Ayant appui par la letire que notre jllusire M. Euler a recue de vous et qu'il a bien voulu me comrﬁu—
niyuer, que VOus seriez ‘eurieux. de voir la démonslration que jai donnée de votre irés élégant théorédme, qui
se trouve dans le iome XXIV® des mémoires de Berlin; et M. Euler m'ayant ordonné de vous communiguer
en méme temps quelques-unes des démonstrations quil a trouvées pour ce théoréme : je profilerai de cotte
occasion, pour vous présenier, Monsieur, les hommages que je dois vous offriv, comme & un des plus grands
© mathématiciens de notre sidcle el pour vous témoigner les sentiments d'admiration el de respect que vos
sublimes recherches m'ont inspirés.

Avant que de donmer les démonsirations dont je viens de parler, je remarquerai que les deux premiéres
sont de M. Euler et que la troisiéme est celle que jai trouvée. '

Ouire ces deux‘démonstratiops M. Euler en a encore trouvé quelqﬁes autres, mais celles que vous
recever ici m'ont pafu les plus remarguables.

. :

. Démonstration 1.

Puisque
" on aura
- ax de .,
1_E£—E »
donc
dr a1 . v dwogr o dm 4
E?Q—Q'—dtPQ'—dtR’

1 EE N T
0 marquant une fonction quelconque de . Soient p, g, r, elc. des fonctions de ¢ et P, O, R des fonctions
semblables de a; faison ' o . ‘

Q=g+ A~ B+ C- D+ elc

S GE T AT A RNV P - o
ot A, B C, D sont des fonctions qui ouire ¢, ¢, ¢ » contiennent ‘des forictions déterminées de ¢. on aura done

() + (dﬁ)l;';;. .

e e e
FARA

' l'__,r dA
Q""’f’"(dg)”“ ag ag

. ! -’ ' ‘f R
- car en supposant Q' =¢ + 4 + B € - etc., on a e u

ad ¢ dB p
() =4 =1 ote

mais en prenaﬁt la différenticlle compléte de @, on aura

Somi o () () ) :

ag dg
) @) ()
at @, (dt) - elc.
d’oit Yon tire v .
dz . dm g jady By dc
z? — 0 =g (5) + (%) '*',(E) - ote.

supposons maintenant _ S
' Re=r4+ %8B+ C+ D+ et
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il §'en suivra que

!
ER =1 s o e el
par conséquont
;o A dB o, — dA). By (d_c aD te
7"—I—-EE+E+ BG._("&? +(_&-t) dt)"l"(-&?)-l"'b.
En comparant les membres de cette équation, on trouve
l a4 li I
1o, (?t) =r ==pg->
done , .
4d=pf et U=p"=ppq;
, 4B dl _ a.py,
o a A
' 1, ’ i ' 1 ', 1 sl
donc dB —=d..pdp.g et B — §d;ppg ; done B = §d ppro=zd.pppq = i3 Sd d.piq;
T C e rac Al g -
. 3, (E) = = = 1a3%" 27,
donc
€= 2 _dd Py et 6= 1 dd .pir' = o diptq’; ete
f.2.37" 1.2.3 1.2.3.4 ’ '

Ainsi on obtiendra

. 7 1 ’ 1 3 ’
0 = q pg +-2—d.ppg +123dd pg +md Pt + ele.

en comettant tous les dénominateurs affectés de di. :

Je ne sais si j'ai bien saisi le sens et la force de cette' démonstration ; mais javoue qu'elle me para:t un
peu douteuse. ' R
Démonsiration 2.

Supposons . : ’
v =t + Pyt + d.Qy't 4 dd . Ryt - d% Syt 4~ ete.

denc pour le cas yw = &, Yl =1, et gb't =1, on aura

w—z+P+dQ—|—ddR+d’~‘S+d"‘T+etc

or, puisque , , , , ‘
£ — 1= gz} et plv) = @ + PL;DZ- -+ sz;at -4 dd.Rrpz —+ B Spt - eic.;
on aura : - - ; : '
P+ dQ <+ ddR -+ d*S - ele. = ¢t + Pyt + d. Qpt + dd. Rpt —+ ele.
done ' . { : u
P=qt, dQ =— Pgit; diR = d.Qp?; d*8 =‘dd.Rq)l'; ete.
ou ,
— wf: 1 — 5, !
P = gu; Q_2g01 3 R'—Lg_g‘i’” ; ete.
Démonstration 3.
On a, par‘lesr principes de P'analyse, : »
dy'm Lo ddy'm el RS

= — . o~ or? — i
Y = Yx X o P i 9w P 1.2.3dm2+ ele..
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de méme
' ' d(pmy'e) , dd (pap’x)
'l = oz & — Pr-———" == QT 5=
i P & P o —4- qx 1.2
on aura donc
/ + 7
. _ ' . Gy 3 ddy'e . Byx
gt = yw— e - goF T — Ty g gy 9 e
' . ’ a{pazy'z) o il (') o @0 (a2
-+ phpl = - prp & — QE——— e QX e T Vi ura ~+ ele.
dpt2ylt a (pa®y's) dd(pzPue) o & (pa*yp'z)
4+ VTea Y e i R T
dd @tdu's dd (pa®y'z) a2 (pady'z)
— L = -+ 7 — e . .
+ 3wt 1 2.3d2° * 1 9,348 ele.
3. iyt a3 (poiy'z)
+logaad + Tos4id O
ele.

elc.

Or du cbté droit tous les termes placés dans les mémes lignes verticales s'entredélruisent, parce qu'on a

généralement

ane

mim—1) o 2om—1,2,
oat A

y"dm s — my™ "y o= g7y = 0

nous aurons par conseéquent

dot?y't
Wi = i~ puyt - 1}—0 2 4 ete.

Dans le mémoire que jai composé sur ce théoréme, jai aussi considéré ceite équation plus  générale

{= @ — P, ou P est une fonction quelconque de @ et t; el j'ai lrouvé gu'on aura encore

d Qu't
1.24dt

P = Y + Q?,U’Z -+ - ete.s

() denotant une fonction dans laguelle se change P en y meltant @ pour ¢ et ¢ pour z, el en introduisant de

nouvean aprés la différentiation ¢ au lien de a.
I} n'y a que fort pen de lemps gue jai trouvé des formules assez belles & ce qui me semble, pour les

différences Gnies des fomctions 4 deux ou. plusicurs variables.

Qoit z une fonction guelcongque de deux variables # el y, el supposons z augmenté de p el y de ¢ de
manisre qu'on ait @ = x -+ p, et y =y —+ ¢; soit de plus < fonction de y' de la méme maniére
que z lest de x, y; on aura

r

2 =& 4P ‘i—z)-—r-l)(@)—l—f—‘i I ks 1
£ = P \g) © g \gr) T Tas ] (‘&5’3)“’“‘

- (iz—)—l-?ll(ddz)—l 3 z(daz ¢
7 dy qu dady i.Q.SP 7 dmzdy)+ ele.

+ . i/ NP S ik t
5 9 (dy?-) 1.2.3 17 (dmd’y?-) - elo.

. BN 4 et
1.9.3 ¢ (dyﬂ) etc.

si on supposait que = ¢t une fonction de trois variables @, y, »; il ne serait pas plus difficile de trouver fa

valeur de z'.

=




582 ‘ L. EULERI OPERA. POSTHUMA.

N . . . .
Dans le fome XV® de¢ nos commentaires, nouvellement imprimé, se trouve, parmi d'autres pitee

M. Euler la solution quil a donné de ce probléme curieux : irouver deux nombres x et y telé.q

oy 2= (w-y) == O. et 2y = (g—y) = @ il a aussi inséré dans le méme tome une dissertation ‘IUé_-ji.illvai

donnée sur les caractéres dmteorablhte, dont le prlnclpal objet est de démontrer le beau théoréme de '}
Euler. Quoique la demonstrahon que. j'en al donnée, me sembloit fort exaete, Jorsque jétais occupd i ecmre
cette pidee, jai pourlanl reconne qu 'elle n'est pas tout i fait concluante; ¢ ‘est pourquoi je lai en ai substita
une autre, dans nn mémoire qui sera lmprxmé comme une suite du précédent dans Je tome XVI Ayant appn
que Mr. de Condorcet a déja traité Je 'méme su;et je dois croindre que mes pentes recherches n'en.
deviennent tout a falt superﬂues. Je serals fort curieux de savoir, de quelle maniére M. de Condorcet a
demoniré ce théoréme, 511 a employé les prmc]pes du calenl des varmtlons, comme Vavait fail M. Euler, ou
sl a déduit les dLmOllSlt‘lelOIlG des principes du caleul différentiel.

Jo soubaiterais anssi d'apprendre s'il a considéré les caractéres d'intégrabilité pour les formules mtégra]es '
doubles ou triples telles que /fvdz dy ou /ffvdwdy ds. Si vous vouliez bien, Monsieur, me faire la grace de
m’'en instruire;- comme- -aussi- de--me—faire—connaitre—votre -sentiment - sur les petites. productions._dont _je wien
de parler, je la regarderai comme un honneur des plas smguhers qul me soient arr:ves de ma vie. o

Quoique la santé de Mr. Euler se retablisse de jour en ]our il n'a pas encore pu avmr. Ihonhéx;f- }i‘g

g
vous écrire; il m'a recommande seulement de vous temolgner qu'il est extrémement sensible aux sentimens -

i

d'amitié et d'affection que vous venez, Monsieur, de lui témoigner dans votre derniére lettre.

Je finis en vous assurant des sentimens de respect et d'attachement, avec lesquels jai V'hooneur d’ élre

Monsieur ‘
Votre trés humble et trés obéissant serv‘iteur‘_
St. Pétersbourg, ce 5 mars 1772, ' ; K A. T, Lexell

P . !

P, S. \

.

Voici encare un probléme analylique, fort curleux, de M. Euler, qu il a trouvé en traltant des- corps‘
solides dont 1és surfaces péuvent étre deployés sur des plans ‘

vTrouver six quantités i, m, n, 4, g, v telles que les formules

ldx —+ Ady , mde =4~ udy , ndx -+ ydy

«goient intégrables et qu'on ait

.

I mm =1, M—i—ﬁp-{—a}w:"l, A — mg -y == O.n

Jen ai trouvé celte solution sur une surface sphérigue, soit  décrite- (Fig. 8%) une ligne courbe quelconque R
MO goit POQ un grand cercle qui touche MO en O, faigons PO = MO et PO == Q0 = 90°. Soient de plus
trois points 4, B, C, tellement situés que Jes arc AB. AC, BC soient égaux chacun ad 90°; joignons

AP, BP, CP; AQ, BQ, €CQ. A prisent nommant & l'are MO, soit s une quauhte variable mdépendante de o, -
il faudra faire ;

= ¢@ —+ § sine eb. Y= PG 4 5 CO5 O

g6 et o sont des fonctions quelconques deio; et les quantités A, g, v seront égales aux cosinus des ares
AP, BP GP. de méme que l m, 6 le seront aux cosinus des arcs AQ, BQ, CQ :

. o imen e
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i6.

8t. Pétersbourg, ce 2k Tbre (5 Bbre) 1773,

Monsieur ei {rés honoré confrére,

Ayanl enfin recn la traduction frangoise de mon algébre, jai I'honneur de vous témoigner ma trés parfaile
reconnaissance de la peine que vous vous Oles donnée d'y ajouter vos trés profondes recherches sur I'analyse
indéterminée ; et je vous prie de vouloir bien présenter tant & M. Bernoulli guaux libraires mais trés
humbles remercimens, , I

Tai lu avec la plus grande satisfaction les excellens mémoires dont vous venez d'enrichir le vecueil de
I'académie royale de Berlin. Les helles démonsirations que vous y donner du théoréme de M. Waring m’ont
causé un trés grand plaisic; jen ai aussi trouvé ‘une démonstration fondée sur des principes tlout & fait
différens.

Soit 2p -+ 1 le nomhre premier dont il g'agit, il est certain quil y a loujours une infinité de nombres «a,
els que les puissances 1, @, 6 @®...... jusqu'd a®1, étant divisées par 2p—1, produisent des restes tous
differens enire eux, de sorle gue a®f soit la premiére puissance aprés l'unilé qui repraduise le resie 1; d'od
il s'ensuit que la ‘puissance oP donne =1 pour reste;” puisque tous les restes mentionnés sont inégaux entre
eux leur nombre étant 2p, tous les nombres 1, 2, 3, & .... 2p y seront compris, Soit maintenant M le
produit de tous ces nombres 1, 2,°3, k... 2p, il est clair que ce produit M éiant divisé par 2p-i-1 laissera
le méme reste que le produil de toutes les puissances ci-dessus ; or ce produit est évidemment aP 2P, que
je représente par oot autre o**—1aP, dont le premier facteur g??{P—1) &tant une puissance de o laissera
'unité pour reste ; majs lautre facteur @ donnera le reste —1; d'ou il est clair que le reste qui provient
de cetle puissance entidre sera = — 1; de sorte que le produit M doit aussi domner. le méme reste. De l4
il g'ensuit que la formule M ~- 1 sera divisible par le nombre proposé 2p —+ 1.

Or pour co qui regarde le nombre a; il faut qu'il soit tel, que la formule xx — a ne puisse jamais
devenir divisible par ie nombre premier 2p~-1; ainsi, par rapport i chaque nombre premier, tous les mombres
se parlagent en deux tlasses, la premiére renferme ceux, que je nommerai b, d'ot la formule xx — b peut

devenir divisible par 2p + 1; l'autre classe comprend les nombres ¢ doot je viens de parler. Pour {rouver

dans chaque cas cof deux classes de nombres indiguées par les léiires a ef b, jai tromvé par hazard une
rdgle trés facile, qui mérite d'antant plus d'atlention, que je ne suis pas en état d’en donner une démonsiration
rigoureuse.

Pour cel effet, il faul diviser les nombres premiers en deus classes, Tune de la forme hn — 1, Tautre de
la forme fn -+ 1. Soit donc premiérement le nombre premier proposé de la forme &n — 1, j'en forme une

progression contenue dans ce terme général, laquelle sera par conséquent.

n, n4-2, n+6, n4+12, 2--20, n-30, n~-42, o456, 272, el

et je puis démontrer que tous les termes de ceite série sont compris dans la classe des nombres margués par
b, de sorle qu'une formule zx — b puisse devenir divisible par 4n —-1; ou bien lous ces nombres sont lels
que la formule 5%~ —1 soit toujours divisible par 4n — 1 ou un de ses mulliples. Mais pour ce que je ne
puis pas encore démontrer, ¢'est que non seulement fous les termes de cetle progression, mais .encore tous
les diviseurs de chacun, appa'ﬂiennent ala cla_sse des nombres D ; etien effet on observera toujours, que si o
.est diviseur de quelqn'un de ces lermes, on rencontrera dans la méme progression un terme de la forme dik

t

qui est équivalent du nombre d.
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Soit, par exemple, le nombre premier proposé !m-—‘l =T1; partant #=18=2.3" et la progressi

T 18, 20, 24, 30, 38, 8, 60, Th, 90, 108, efc.

Ton voit d'abord que Jes nombresdelac]asseb sont .
2, 3, 5, 19, 37, 87

Pour le nombre 2, la chose est clairé, pulsqu'il se trouve déjd dans le premier, lerme, multiplié. parlp"

carré 9, et le ‘nombre 3 se trouve multiplié” par le carré 16 dans le terme 48 ; ensuite le second: terma-2p.

renferme le nombre 5 multiplié par le quarré 4.

Pour les nombres premiers de la forme &n -1, je forme d'abord la progression: an moyen de. cett

formule n — & — xx; celle progression sera

f,

n—2, n—6, n—12, n'__a'o‘ n_so n— 2, n—ss,‘n-—'z é’tc.’“

. : P
et lorsque ces termes devienneni négafifs, on n'a qu'a les traiter comme posmfs, pmsque si b est un el

nombre,..non-seuleément-.la_formule_ mm—:..hmaus..aussgcellwm% b,_,pour.ra--davenu:._dmsﬂalu -parin ~-t-lei

la méme propriété a lien, non senlement lous les termes de cetfe progression mals encore lout leurs dwlseurs
fournissent des mombres de la classe &, et fous les nombres qui pe s'y trouvent pas sont cenx i, consmuent'

la classe a. Ainsi, prenant, par exemple, hn -+ 1 — 89, ou bien n = 22, la progression sera

o 2220, 16, 10, 2; 8, 20, 3%, 50, 68, 88, 110,‘13&5;“15160-, elc,
d'ou Ton voit dahord que la classe des nombres b contlent -

2, 11 17, 67, elc.

I ' : :

PR & by 1'5',"21","—29, "3_9; 51 65 81 99 119 ’lH f.e"tc'.;”:' T

Sera

ici quoicque 3 divise plusieurs de ces termes, il ne s'en trouvera cependant awcun qui ait la forme 3KX, il én.
est de méme des nombres 5, 7 et d'autres ‘qui’ sont mullipliés par 3. Je suis persuadé que la conmderatlon_

de ces circonstances pourra conduire 3 des découvertes frés importantes. : Sl

Vous aurez vi, Monsieur, dans mon algébre, que le probléme de {rouver & nombres dont’ les prodmls
23 2, en y ajoutant T'unité, deviennent des nombres quarrés, m'a fort embarrassé, je n'ai méme pul asmgner
en, freneral des nombres satisfaisans, quoique je me- sois-presque’ sotvenu’que ce' probléme a ‘éié résolt pac

"

Ozanam, mais l'occasion” de faire des ‘recherches li-dessus' m'a manqué. Dupms, jai trouve: cette Folution

assez géndrale.
Prenant § volonlé deux nombres m el n, tels que mn -+~ 1 = I, les guatres nombres cherchés seront

I m, ILa, IILmn+ w20, TV, & {1+ m) (L= m)

ol le nombre ! peut étre pris 'négdti[‘ ou positif. Peut” éire celte solution se trouve-t-elle dans‘"-’~l'algébré _

T aeo - . SR

dOznnam. T R
L'*I]e fusi_

-.,[.7.

M’ns je maurais jamais cru que Vamalyse fut suffisante pour étendre cette qnestmn 3 b nombres,

trés agréablement’ surpris ces jours-ci, {6Psque je rencontrai les cing nombres suivans

Y7480

Y e o _ 100 e F  TTTISO
A=1, B=3, C=8, D=120 ot E= g
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qui satisfont aux dix conditions prescrites, de la maniére suivante :

LA 4= 1 = 22 IL AC - 1 = 3%, I AD + = 11%, V. BC -1 = 52,
a ) 5011\ 2

V. BD - 1 = 142, VI €D + 1 = 31%, VI, AE -1 = (m

. : 3859\ . o qssomE o /100792

VIIL BE 4 1 = (ém) , IX. CE 4+ 1= (2379) , X.DE + 1 = <W) .

et de 13 je suis parvenu 4 donper une solution assez générale, mais par une méthode irés indirecte que je

ne saurais expliquer clairement. Car, ayant élabli par les formules données les qualre premievs nomhres

A, B, C, D, je fais
A+ B4 C+ D=p, AB + AC + AD 4~ BC - BD - (D = ¢,

ABC a- ABRD 45 ACD «+ BCD = r, ABCD = s,

et alors le cinquitme nombre sera
g il
s — 1)

. - " . 1 "

Voici une propriele fort remarquable de ces nombres; on aura loujours 1 —-4g—+ s = Z pp- Cetle malidre
1

parait bien digne d'éire mise dans toul son jour, mais je m'y sens incapable.

'a causé auirefois bien de la peine par rapport an notnbre

La résolution de la formule exx 4-1=yy m
comme 61 el 109 ; mais je \{iens__r@q”t}quvgr un théoréme

—w-qui demande -de trés grauds nombres pour.x el y,

qui conduit d'abord 4 la solution de ces cas et d'aulres semblables.

Connaissant pour le nombre a, les valeurs de r et de s telies que arr — & == ss, que 'on prenne p=rs

etq:—— 55 4 2, ensuite & = %p‘iu(qg—l) et y = 12 glg® — 3) et Von sura certainement oz - 1= yy; on

impair, Jes deux expressions de x et y donne-

i1 faul remarquer, que puisque r esl par sa ualure un nombre
4 d'abord » = 5, s = 39, et de }A on tire les

ront des nombres entiers. Ainsi pour le cas de ¢-—= 61 on aur
y rapporiés dans ma table. M. Lesell el moi venons de remelire & M. le chevalier Triguet

grauds nombres x et
i1 m'a assuré avanl son déparl que vous ¥

our les actes de l'acodémie royale de Turin;

quelques mémoires p
e son Académie dans son premier élal florissant

" sorez incessamment rappellé et que le roi regnant veul remettr

" Dans ce cas 'académie de Berlin serail bien & plaindre.
Vous voyez, Monsieur, que je vous ai découvert mon cocur tout entier; et je vous prie de me conlinver
I'hormeur de voire amitié, en vou

s Tt
Monsieur,

5 assurant que je serai toujours avec le plus invirlable attachement,

Leonard Kuler,

17,

" Domino celeberrimo de la Grange,
5. P D
Leonardus Euler.

Sequens theorema altentione Geometrarum haud indignum, et Analysin prorsus singnlarem postalare videtur

Theoremma demonstrandam.

Si formula differentinlis (_ﬁ:)?f #a integretur, uwt facto x =10 integrale evanescat, fum vero staluatur
=1, ejus _yalor..aequalis, ‘cst,,,logat;iﬂ;mg“_h‘jnal_"ii_,
Regu le 26 janvier 1775 répondu le 10 février.)

ubi- guidem Jogarithmi hyperbolici. sunt- intelligendi.

I. Euleri Op. posthoma. T. 1.

volre irés humble el Lrés ahgissant serviteur
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N lso . . . - . . + e
' A S, Pétersbourg, ce 23 mars 1775,

Monsieur et irés honoré confrére,

I est bien glorieux pour moi davon‘ pour successeur 3 Berlin le plus sublime géométre de ce su.c]e, et
il est certain que je n'aurais pu rendre & T'académie un plus grand service qu'en prenani mon congé; et’ a ceL_
égard je puis me vanter d'avoir une grande supériorité sur vous, vi que vous mne lui sauriez jamais rendre
un le} service. ' e

Tai parcouru avec la plus grande avidité les excellens mémoires dont vous avez enrichi les dprmers
volumes de Berlin et de Turin; je n'ai pu assez admirer Fadresse et la ['acﬂm, avec lagquelle vous y traitez.
Lant d’ﬂbJets épineux qui m'ont coité bien de Ja peine, Tel est le mouvemenl d'un corps atliré vers deux

points fises; et surtout Vintégration de cette équation différentielle

mdx __ ndy .
V (4 - Bt 4+ Cxx —+ Da® o Ex*) ~ V (d-+ By + Cyy —+ Dy* -+ Ey*)

tOll[Oﬁ les I'ow, que les deux nombres m et » sont rationnels, T
Cette recherche renferme encore une autre branche, lorsqu'on y ajoute des numéralears semblables, 01‘1 il

sagit de trouver un rapport enlre les variables « et y tel, que la somme ou la ditférence de deux formules

pareilles devienne algébrique. . |
Yen ai tive autrefois la solution de celte question: Le quart d'une ellipse ABG (Fig. 85) étan( donné, y

trouver deux points P et ) tels, que Uarc PQ soit précisement la moilié de Tarc 48. Cetle malitre me parait

avoir beaucoup encore in recessu.
. . . . . . ( 1dz
e que vous me marquez, Monsienr, 4 l'oceasion du petit théoréme f P
g

x =1, m'a beaucoup rejoui, el jai vu avec la plus grande satisfaction, que vous. avez d'abord pénétré ‘tout

= log2 en pr‘ehant

le mystére, et que vous avez poussé loules ces recherches beaucoup plus loin que je ne Uavais fait dans

quelques meémoires composés sur ce su]et Tai été frappe surtout de cet excellent théoréme

( +*1)n'

(27 — x™)dz tang — 9.

(1 a-o) logz = log tang (m—;—‘.l):r
. P

en prenani lmléﬂ’rale depuis # = 0 jusqu'd z = o0; de la vérité du quel je me suis d’abord convam?u par-

. . . . , . a2Mdx ~
des séries infinies, qui m'ont fait connailre, que celle mtegra]e f(m depuis z = 0 jusqud = = o3

na-Nm

est ‘toujours égale A log. lang —g aprés avoir trouvé que

dar . i i
e o dopuis 2= 0 jusqud z = co st

: 71—1
. . = 1 . ' PR g
toujours égale 4 0. Comme vous aurez liré sans doule, ce beau théorsme de celui-ci  que [1__ depuis .
o -

o2

x =0, jusqud 2 == oo esl égal 3 Je suis curieux d'apprendre ot s'en (rouve la démonstration; car -

r S]ll —_
r . .
quoi qn'il me soit connu depuis plus de quaranle ans, je n'en ai pu néanmoins {rouver une démonstration,
formelle que depuis peu de temps, el je ne l'ai pas encore publiée j'atiends avec beaucoup d'impatience, de voir
Jes profondes recherches que vous aurez communiquées sur ce sujet 4 I'académie royale de Berlin,
Le paradoze dont vous me parlez, mérile sans doute toute l'attention des géomeétres : il consisle en ce

‘o s dy -
que la différence enire ces deux formules intégrales ]—J— et /10
g ag y Jlog x

» comprises entre les mémes limites 0 ot 1
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n - ' P
: : le déncrement de co paradoxe se trouve sans doule, en ce que I'une et l'autre intégrale

soil egale & log
g B

devient infiniment grande, en leur ¢palité n'empéche pas que leur différence s0il indéterminée ; comme celd

. . d dz . . . v yer . ot C,
arrive dans ces formules plus simples f 51 et f ~ Drises depnis 0 jusqu'd Vinfini, olt la difiérence peut devenir

, ‘s . ' dy de
¢rale 3 une quantité guelcongue; aussi en prepani y == a4z on aura sans doute f; — ,f? = log a.

Je suis lombé ces jours ci sur un probléme de mécanigue, qui m'a héziucoup {ourments, quoiqu'il paraisse
fort simple au premier coup doeil. 11 s'agit de trouver Je mouvemeni avec lequel une harre descend en glissant
sur un axe cylindrique, “comme (Fig. 85) le représenie. L'analyse m'a d'abord conduit 4 deux équations diffé-
rentio-diflarentielles, assez semblables a celles qui expriment le mouvement d'un corps aliré vers deux puints
fixes ; mais jusquici je n'en ai pu liver qu'une seule équation inlégrale, en négligeani méme le froltement: et
& T'on en voulail lenir compte, je ne vois d'aulre ressource gue de suivre le mouvement de la barre quasi

pas & pas; el c'est sur ce,pied que jlai developpé un cas déterminé.

En parcourant le dernier volume des mémoires de Berlin, je ne fus pas peu surpris, qu'il puisse encore
gtre question d'un satellite de Venus, el méme d'un 1e), qui renverserail tous les principes de l'asironomie;

je n'aurais pas crd non plus que le principe de Ja raison suffisanie osat encore paraitre sur le théatre.

Je suis entiérement convaincn, qui moins que vous réussissiez A retrouver les démonstrations perdnes de
Fermat, elles resteront perdues & jamais. Tous mes soins 4 cel égard ont été inutiles jusqu'iei, eans en
exclure ceux que j'ai pris pour prouver, que ceite égalité x" o= y* = z" est lonjours impossible, & moins q_ﬁe
Yexposani n ne soil au-dessous de 2. Nous avions cru autrefois que cette impossibilité §'étendait plus loin &

ces formules :

a® = b = z*;
. af o= bt oo et = £t
ab == b5 = b = @ = 2
ele.

Mais il n'y a pas long-temps que jai été convaincu que Ja seconde n'est pas impossible ; ear jai trouvé

quatre nombres -a;-b, g Lels, que gt bl =% = a*

Vous recevrez en peu de temps le XVIEne volume de nos commentaires; la premiére partie du tome
XIKime est déja imprimée. )y ai domné une idée pour étendre la table des nombres premiers jusqu’au deld
d'un million, et j'ai méme donné tous Jes nombres premiers entre 1000000 et 1002000; un tel ouvrage deman-

derait un volume in 4°, de la méme épaisseur que nos commentaires.
Je finis, Monsieur, ayant 'honneur d'éire avec les sentiments du plus parfait dévouement,
Monsieur et irés-honoré confrére,
Volre trés humble el irés obéissant serviteur

L. Euler.

P. 8.

Permetiez-moi, Monsieur, d'ajouter encore deux théorémes qui me paraissent vrais, quoigue je n'en al pu

trouver encore la démonstration. ' : .
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Théoréme L.

Il ny a point de courbe algébrique dont un arc quelconque soit égal au logarithmique d'une fonction:

gueleconque.
Théoréme 2.

Hormis le cercle, il n'y a point de courbe algébrique donl un arc guelconque  soit égal A un arc de

cercle,

FINIS TOMI PRIORIS.




