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SUR LES COEFFICIENTS DE FOURIER 

DES FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMl-ENTIER 

Par J.-L. WALDSPURGER 

Introduction 

Soitf uoe forme modulaire holomorphe parabolique de poids demi-en tier, pro pre pour Jes 
operateurs de Hecke. On sail depuis Shimura [S] qu'il existe une forme modulaire cp0, 

holomorphe de poids entier~ propre pour les operateurs de Hecke, ayant memes valeurs 
propres que fpour ces operateurs. Soient /1 et /11 deux en tiers, an (f) et am(f) les n-ieme et m­
ieme coefficients de Fourier def Si /11 /n est un carre, on sait ex primer a'"{/) en fonction 
de an{/) et des valeurs propres des operateurs de .Hecke. ~la ramene le calcul de a,,(f) au 
cas ou n est sans facteur carre. On se propose de demontrer que dans ce cas, a. (f) [plus 
precisement son carre a,,(f)2

] s'exprime en fonction de Ia valeur au centre de symetrie (pour 
)'equation fonctionnelle) de la fonction L associee a la forme <p0 to~due par le caractere 
quadratique associe a 11. Comme on le sait, ces valeurs s'expriment elles-memes en fonction 
des « periodes » de la forme <p0 • La possibilite d'exprimer a,,{/) en fonction des periodes 
de <p0 avait e~e conjecturee par Shimura, et demontree par Shintani [Sh].' 

Le point crucial de la demonstration apparai't comme une application pratique de [W], et 
se traite rapidement (prop. 18). La longueur de l'article, et de l'enonce du theoreme, tient a 
une difficulte secondaire, de nature locale. II ne semble pas possible de (i.e. )'auteur ne sait 
pas) defmir pour les fonnes de poids demi-entier, une bonne notion de newforms, c'est-a-dire 
de telle sorte q ue !'ensemble des new forms ainsi defmi verif.te le theoreme de m ultiplicite un, et 
permette de reconstruire l'espace des formes modulaires tout entier par des transformations 
simples. Dans un sous-espace propre pour les operateurs de Hecke, on ne peut pas choisir 
raisonnablement une fonction particuliere. On est done conduit a les decrire toutes. 

II y aurait plusieurs fa9ons d'enoncer le theorcme. On a cboisi ici de mettre en evidence Jes 
' sous-espaces caracteristiques des operateurs de Hecke. 
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376 J.-L. WALDSPURGER 

I. - Enonce du theoreme 

1. Soienl k un entier impair, k'?; 3, N un entier positif divisible par 4, x un caractere de 

Dirichlet defini modulo N. Si k '?; 5, on note Sk12 (N, X) l'espace des f~rmes modulaires 

paraboliques de poids k/2, de caractere X_, pour le groupe r 0 (N) [S]. Si k=3, on note 

S312 (N, X_) le sous-espace des formes orthogonales (pour le produit scalaire de Petersson) aux 

series theta provenanl d'une forme quadratjque a une variable. Si pest un nombre premier ne 

divisant pas N, on note T(p2
) l'operateur de Hecke ·agissant dans Sk/2(N, ~) [S]. 

Soient M un en tier positif, ~ un caracter~ ' de Dirichlet defmi modulo M. On note 

Sk- i (M, P.) l'espace des formes modulaires paraboliques de poids k - 1, de caractere !:•pour 

le grouper 0 (M), cl s~·~ 1 (M, .f:) le sous-ensemble (fmi) des newforms [Li]. Si p est un 

nombre premier ne divisant pas M, -on uote T ( p) J'operateur de Hecke agissant 

dans sk- I (M, !:>· On pose : 

sr.~"i (µ J = u s~·~ , (M, µ ). 
M>O -

Soil <p E s~·~ I (!:!_). On note M ( <p) le niveau de q> [i. e. !'en t~er ~ tel q ue q> E s~c~ 1 (M, .f:)]. Si p 

est un nombre premier, p'j._M(<p), on note A.P(<p) le nombre complexe tel que 

T(p)<p =.?:_P(<p)cp. Si~ est un caractere de Dirichlet, on note <p~la newform de caraclerc ~2 

tellc que .?:_P(<p~)~ (p).?:_r(<p) pour presque tout p . 

Si/E sk/2 (N, ~),OU <p E sk - 1 (M, ~),on note all(/) OU a. (<p) Jes coefficients de Fourier def 

OU <p. Pour zEC, Imz>O, on a Jes egalites: 

"" 
.., 

I<z>= I a,,U) e 2 nin•, <p(z)= L a,.(<p) e2•in'. 
11= 1 u=.J 

A une forme mod ulaire <p Es~·~ 1 (.f:), resp. a un caracter~ de Dirichlet ~.on sait associer une 

fonction L(<p, s), resp. L~, s). C'est une fonction d'une vaiiable complexes defmie par la 
serie de Dirichlet ci-dessous pour Re s assez grand et pat. prolongerrient analytique en 

general. Notons ile caractere primilifassocie a~. et S~ J'ep~emble des!nombres premiers 
en lesquels ce caracl~~·e esl ramifie. Pour Res ~ssez gd

1

~d, bn a : 

. "" 
L{<p, s)= 2(2 n:)l - s-k/2 l(s-1 +k/2) L a

11
(<p)11 1- • - kl2, 

. "~ ' 

L~, s) =LR ~• s) n (l - y(p)p - •)- 1
, 

p~S(v) 

OU: 

LR~' s)= {
7t - •t2 r(s/ 2) si · ~(-1)= 1 , 

n:-(s+!J/2 r((s+l) / 2) si ~ (- 1)= - l. 
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Ces fonctions verifient des equations fonctionnelles ({en si-1- s ». On note E~, s) le 
« facteur e » tel que : 

2. Soicnt done k et ! fixes. On se propose de decrire l'cspacc Sk/2 (N , x ). 11 est nul si 

!(- l) = - 1. On suppose done X ( - l )= 1. Soil <p0 ES;:
0~ 1 (X 2 ). Posons: -

' - -

Sk12 (N, !• <f>o)= {fESk,2 (N, K_); T(p 2 )f =.?:_"(<p0 )f pour presque tout pi-N }. 

PROPOSITION 1 (Shimura). - On a l'egalite: 

la somme etant prise SL//" taus /es <f>o Es~ I <x 2). D 

Fixons desormais <j>oES~, (!2). On sait qu'on peut associer a <p0 une representation 

automo~he Po ~Ill , A]. Si pest un n.ombre premier, Po a une composanle locale Po. P qui est 
une representation de GL2 (Q"). S01t S l'ensemble des p tels quc Po ne soit pas de la serie 
principale irreductible [lll, A]. Si p ~ S, notons µ .. Pel µ 2. p Jes deux c~:actercs de a; tels que 
Pu. "~n:(µi. "' µ 2. ").On considere l'hypothese: 

(H I) Pour tout p ~ S, on a /'egalite h ,, ( - I)= µ2 _ r ( - 1) = 1. 

PRorostTION 2 (Flicker). - II existe N tel que Sk12 (N, !· <p0 )=F { O} si et seulement si 
l'hypothese (H 1) est verifiee. 

3. Soit !o le caractere defmi par Xu (n)=x_ (n) ( -1 /n )(k - • 112• Soil p un n~mbre premier, 

notons VP la valuation p-adique de Q OU Qp [ll, 1]. On peut defmir un entier np, el pour 
tout e E N, un ensem blc U" ( e, <p0 ) de fonctions de fin ies s ur Q ~. La defmi lion de ces ob jets est 
longue, et nous la reportoqs au VIII . Donnons simplement quelques indications sur leurs 
proprietcs : 

1° np et u,,(e, <f>u) ne dependent que des composantes locales en p de la represen tation 
automorphe Pu et du caractere !o; 

2" on a les inegalites : 

si p=F2, 

3° pour e EN, l'ensemble Ul'(e, <f>o) est fmi, a au plus deux elements si p=F 2, quatre 
elements si p = 2. II esl vide si e< np,lnon vide si e=nr; 

4° Jes fonclio ns apparlenanl a Up(e, <f>o) soot defmies•SUP Oi,~, a supporl dans zp r. o;, 
continues (et meme invariantes par !'ensemble z; 2 des unites de Zr qui sont des carres); 

5° dans le cas general, i.e. si p=F 2 et sip ne divise ni M (<p~ ) ni le conducteur de Xo, on a 

n p = 0, et up (0, 4>o) = { c~}, OU c~ est la fonction defmie de I~ fa9on s uiva n te : pour~ E Q;; 
si vr(u) < O, c~(u)=O; 

si v"(u)=O: 
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f c~(up2" ) X'' =( 1 -~p (<po) P1 - k12 X + !o ( p2) X2)- 1' 

, ~::le de Hilbert defmi sur 0; x 0;. En particulier c~ (u) = 1 si v,,(u_)=O 
ou ( , ) " est le sy . . . . . I' f£ t de l'operateur T ( P2) surles coemc1ents 
ou 1. Ces formules sont hces a celles expnmanl e .e . 
de Fourier d'une forme modulaire de poids dem1-ent1er [S]. . 

On pose N (<po)= TI r"·. 
4 0 ote Nsc l'e~semble des entiers positifs sans facteur carre, et pour n EN, n ~ 1, _n" 

. n n . d Nsc dans C et E un entler !'uni ue Clement de' "'SC n (n ox2). Soient A une fonct10n e ' . 

. . ~ =v (E) our tout nombre premier p, et s01t £e=~cP) uu 
d1Vls1ble par N(<po)· P osons eP !'. , p . tous les nombres premiers p. S1 n ~ l , 
element de n up(e,,, <po), le prodwt etant pns sur 

p 

zeC, Tm z> O, on pose: 

· 1 r t' j·tc A) pour Cc E fl U (e p, <Jlo). U (E A) l'espace engendre par es ionc ions ~E· - ~ P On note , <vu. _ P 

On considere l'hypothese : 

(H 2) L'une des condiLions suivantes est verijiee : . ' ' ' 
(a) la composante locale Po. 2 n'est pas supercusptdale; 

(b) le conducteur de !o est divisible par 16; 

(c) M (<po) est divisible par 16. ., , , . J- En 
. d n· . hlet quadratique assoc1e a I extension ill ( t). Si tEO x ,on notex., Iecaractere e me 

t . i· . si· te"'x2 x. (n)= l pour toul ne Z, n#O. par icu 1e1, '"JI , _ , 

. s . sncw (x 2) Supf?OS011S que <Jlo verijie /es hypotheses (H 1) et (H 2). THEOREM E l. - ort<poE k - 1 _ · 

Jl existe une j(mcrion ~ 'l'u : f\:J'c -+ C, telle que : 

(i) pour t E N'c : 

(ii) pour tout entier N~ I : 

sk12 (N , ! • <p0 )=$U(E, <Jlu, ~"'"), 
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somme sur /es en tiers E ~ 1 tels que N (<Jlo)I EI N. 

Comme on le voit, la signification essentielle de ce Lheoreme est qu'on peut defmir une base 
' I I I 

de l'espace sk/2 (N, X· 'Po) telle que sifest un element d~ lcett~ base et si )ljest un entier sans 

facteur Carre, le coefficient de Fourier an (f) soit le produit de deux termes : 

- l' un est un produit de termes locaux, chacun de ces termes ne dependant que du 
comportement local de q>0 el de ~; 

- l'autre, plus in teressant, est de nature globale. Son carre est la valeur au centre de 
symetrie de la fonction L de la fo rme cp0 tordue par un caractere dependant de 11. 

La defmition des ensembles V" (e, <p0 ) [YIU] met en evidence les sous-espaces 

caracteristiques des opera Leu rs T ( p2). En particulier soient ff. =(c ,,) En u" (e P' <Jlo), et p un ,, 
no'mbre premjcr. Supposons que p soit du cas general [I, 3], e"= O, c"= c~. Alorsf~E• ~"'0 ) 
est fonclion propre pour T( p2

), de valeur propre ~" (<p
0

). 

Les inegalites 2 du I, 3 conf1rrnent le fait que sife Sk12 (N, X) est propre pour Jes opcrateurs 

de H ecke, le niveau de son relevement de Shimura <Jlo di vise N / 2 (ma is ne Jui est pas toujours 
egal ). 

I I 

CoROLLAIR E l . - Soil N ~ l . Si le conducteur de! n'est pas divisible par 16, on suppose 
que N n'est pas divisible par 8. On a a/ors la decomposition : 

sk/2 (N, X)= Et> u (E, <Jlo, ~"'") 
'l'u. E 

somme sur /es <p0 es~·~i(X2 ) i1erifiant l'hypothi!se (Hl) et sw· /es entiersE~ l tels que 
N(<p0 )IEI N. 

. P rolongeons .! de fa<;o n evidenle a !'ensemble des l e4:Y tels que vp (t) = O po ur tout p 
divisant le conducteur de!· 

COROLLAIRE 2. S . snew ( 2) verijian l otent <p0 E k - 1 ! , /'hypothese (H 1 ), N~ l. 
fE S k12 (N,_!,<p0 ), 11 1 ,112 e111J•c. Supposons quen 1/n2 EQ;2 pour toutplN. A/ors on a 
r(:yalitc; : 

II est implicite dans ces enonces que N est divisible par 4 et par le conducteur de.!: 

II. - Notations, normalisations, formulaire 

1. Lalettre p designe toujours un nombre p remier. On no te v" la valuation associee, defmie 

sur 0 ou Q p· Le symbole Qv designe le complete de Q en une p lace v. On definit dans la suite 
des objets relatifs a une place v de Q. On Jes indice par la lellre v. Si v est associee a un 

nombre premier p (resp. est la place reelle), ce qu 'on notera parfois v=p, o n pourra aussi 
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bien les indicer par P (resp. R). Soient A l'anneau des adeles de Q, Ax le groupe de ses ideles. 

2. Si X est un caractere de Dirichlet defini sur 7l, on note x le caractere d~ Ax/~ x associe 

a X· On a x =® x., produit sur toutes les places v de Q , avec XR(t)= l Sl tEIR+ , et, pour 

pr:sque tout p: "/.p(p)=x_(p). Si t EOx, on note x, le caractere quadratique de Ax;ox 

associe a ]'extension Q (jt). . 
On note ljrle caractere de A/Q, de composantes locales iJru, tel que si te IR, "1R (t) = e

2
n•r. 

Si p est premier, t e 7l, me N, on a I 'egali te : 

ljr P ( tp-111) =e-1I<i'"-·. 

Soit v unc place de Q. Si v E o;, on note ljl ~ le caractcre ljl;~,t) = ljr v (v t ). Onx note ( .' ~ · le 
symbolc de Hilbert, defmi sur o; x o;, a valeurs dans { ± i}. ~our t~ 0,,, .on deftmt l~ 
fa cteur de Weil y .. (t) associe au caractere l)r. el a la forme quadrat1que tx [Weil], p. 19, et . 

:Y,. ( t) = ( r, t), y ,, ( t )y ,. ( 1 )- 1
. 

On a Jes egalitcs : 
y,.(tt' )= (t, t')0 Y,.(t)y.(t'), 

r.(l2 ) = i. 

S. . · 11 note I I la valeur absolue usuelle d t la mesure usuelle, 'd; l =It I; 1 
d,, t. 1 v est rce e, on . • • v . 

s ·tK =SO (IR). Onchoisitpourmesurede Haar sur K .cellede masse totale 1.St v=p,on 
n:~c I :· I,, la v~leur absolue de Q P telle q ue IP I"= p - ~' dv t la mes.ure xde Haar sur Q P donnan t 
a 7l la mesure 1, d,~ t la mesure de Haar sur Q" donnant a 7l" la mesure l. On pose 
K ::'.:, GL (7l ). On choisit pour mesure de Haar sur K P celle de masse totale 1. _ 

PCcs de:ini/;ons conduisent naturellemenl a des definitions globales (sur A) de \jl", Y, etc. En 

particulier si ceQx , y(l)= 1. 

3. On note G le groupe algebrique GL2, Z son centre. Soit v une place de 0, n E IQ,., 

£1, I E o; . On dcfinit les elements de G ,. : 

z(t)=( ~ ~} w=(-~ ~). 
On choisil pour mesure de Haar sur Z,. "'-G .- la mesure : 

I d x l d I si g. =z(t)ank avec k e K". l ,. g = r a ' r n ,. ( 

On a ici aussi des defmitions globales analogues. Si v= Pet m e N, on note KP (m) )'ensemble 

des matrices (a b ) e K " telles que v"(c)~m. 
c d 

4. Si v est une place de Q, on note s .. le groupe metaplecti~ue, extensi.on de degre 2 

d SL (in ) De meme S designe le groupe metaplectique, extens10n de degre 2 de SL2 (A). 
c 2 'lot,. • A - • { } SL (A) x { + l } ] la Rappelons qu'on peut identifier Sv (resp. SA) a SL2 (0 .. ) x ± 1 [resp. 2 - • 

mul tiplication etant definie au moyen d ' un cocycle P,. (resp. PA) : 

(cr, &)(cr', i:')=(crcr', EE' P(cr, cr')), 
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P = P, ou PA· Ces cocycles sont dcfmis de la fa.yon suivante. Soit cr = (: ~) E SL2 (Q..). On 

pose x(cr)=c si c:;C:O, x(cr)=d si c=O. Si vest reelle, s, (cr) = 1. Si v= p, sv(cr) =(c, d) .. si cd:;i:O 
ct vv (c) est impair, s,.(cr) = I sinon. Alors: 

P,. (cr, cr')=(x(cr), x(cr')) .. (-x(cr)x(cr'), x(crcr' )),.s,.(cr) s,.(cr')s,.(crcr'). 

Soit cr=(cr .. )e SL2 (A). On pose: 

L'application m-+(cr, sA (cr)) est un homomorphisme de SL2 (Q) dans SA. On note S
0 

son 
image. Si cr E SL2 (0,.) [resp. SL2 (A)], on note encore cr l'elcment (cr, 1) de S,. (resp. SA)· Si 
cre S,., on notera parfois cr I" !'element de SA de composantes locales crr·, avec cr,. = cr, crr·= I si 
v' :;C: v. On pourra a ussi le noter simplement cr si ccla ne cree pas de confusion. 

Si U est un sous-ensemble de SL2 (Q,.) [resp. SL2 (A)], on note D son image rcciproque 
dans S,. (resp. SA). 

On pose r A=S0 2(1R), r,,=SL2 (Z"). Si ne N, on note r"(n) !'ensemble des matrices 

(: ~) Erp tclles que v1,(c)~ n. Si T]E IQ"' a.EO,~ (resp. T] E A, o: e A x), on defmit \es 

elements de S,. (resp . SA) : 

(
a. 0 ) d,,(a.)= 0 o:-1 ' w=( 0 1) 

- 1 0 

(:!]_et w designent done, suivant le contexte, des elements de Gou S). On choisit pour mesure 
de Haar sur r " celle de masse to tale 1. 

5. On note .iii 0 l'espacc des fo rmes automorphes paraboliques sur S0 "'-sA, .YI 
00 

le sous­
espace des formes orthogonaJes (pour le produit scalaire de L2 (S0 "'-SA)) aux series theta 
provenant d 'une forme quadratique a une variable. On note :ii',. (resp. :ii'A) l'algebre de 
Hecke du groupe s .. (resp. SA). Ces a lgebres agissenl dans l'espace .ii/0 . Si veQx et t E.iif 0, 

on defmit le v-ieme coefficient de Fourier de t. C'est Ia fonction sur SA : 

CTI-+ W ( V, I, cr) = r t (!)_ cr) \jt ( - VT]) dT] . 
Jo'\_A 

Soil µ un caractere de Ax /4:Y . On note .f110 (µ) l'espace des formes automorphes 
paraboliques sur Go "'-GA, de caractere centralµ. Siµ= I , on note simplement 
do =do{l). On note l/t'" (resp. £A) l'algebre de Hecke du groupe G ,. (resp. GA). Ces 
algebres agissent dans l'espace .910 (µ). Soit p une representation de .;ff A dans un sous-espace 
irreductible de .fll0 (µ). On note L (p, s) la fonction L associee a cette representation [JL], 
p. 350. De meme, si Pr est une representation admissible irreductible de .Ye,. de dimension 
infmie, on note L(p,.. s) sa fonction L associee. 
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6. Pour 0 e IR, on pose : 

( 
cos e sin e ) r 

k 8 = E H ( ) - sin e cos 0 

et : 

_ {(k(O), 1) si Oe u ]4n7t -7t, 4nn+7t], 

k(0)= 
rz EN 

I 

(k(O), - 1) si 9e u ]4n7t+7t, 4n 7t+37t]. 
nEN 

On verifte que k est un isomorphisme de IR/4n Z sur r ... 
Soit pun nombre premier. Si p=F 2 ei rez; , on a l'egalite y1, (1)= 1. Par contre, si p = 2 : 

r 2 ( t ) = r2<Sl= t , r 2(3)=r2·(7)= - i , 

i.e. pour l E z; 
Y2(t)= (l / 2)[J -i+ (l + i)X- 1.2 (t)]. 

. (a Solt a = 
c 

si c=FO, 

-On verifie q ue E2 se prolonge en un caraclere impair du groupe r 2 (2). 

Rappelons !es rormules : 

si p=F2, el t eO; 

- I {pl ll yp(p)(p, t)p 
L (p, -u)P\j!P(utp )= O si v,(l)=F O; 

11e\1 / pZ) x I 

SJ vp(t)= O, 

( - 1, - 1 h = - 1, (2-;- -1h =:y2 (2) = 1. 

. 7. Si B' est un sous-ensemble d ' un ensemble B, on note car (B') la fonction caracteristique 

de B' , et car (B', x) sa valeur en un point x de B. . .. 
Soit µ un caractere de z x. On note /1 (µ) le plus petit en tier /1 tel que µ so1t tnv1al 

sur l+p" Z,,, si µ est ramift{, et 11(µ) = 0 si µest non ramifte. Pour p=2, ii n'y a pas de 

caractere ~L tel que n (µ) = 1. Si t E Q;, on pose : 

T](µ, t) = r µ(u)\jlp(tu)d x u. 
Jz~ 

On a !es egali tes : 

- soient he Z, aez; : 

si µ = 1 : 11 
T] (µ, p1

' a)= 

0

- t / {p - l ) SI 

si h < - 1; 

h=- 1, 

TOME 60 - 1981 - N°4 

FORMES MODULAIRF.S DE POTDS DF.Ml-ENTIER 383 

T](µ, p''a)={µ- l (a).ri(µ, ph) si h= - n(µ), 
0 SI hif:. -n (µ); 

si pif:-2, 

si p = 2: 

TJ(X- 1.2. r 2) = i, ,... (x r3) = 2-112 
'I 2.2> ' 

L EMME 1. - Soient µ un caractere ramifie de z.;, n = 11(µ) ,111 /a partie entiere de (n + 1 )/2 : 
1° ii existe a(µ) ez; Lei que pour tout u EZ.P, 

µ (J + p"' u)= \jt p( pm- n a(µ) u); 

2° soil a(~1) comme ci-dessus. On a /'egalire: 

T] (µ, p- ")=p1- "'(p- I )- 1 µ (-a(µ))\jlp( -p- • a(µ))L µ(1 +p"- "' u) \jtp( - a(µ)p- "' u), 
II 

la Somme era/11 prise sur les u E Z"/ p2 
m- n z.p sin * I, sur les u E Z. p/ p z.,, tels que LI = - 1 mod p 

si n = 1; 

3° Soienl a(µ) comme ci-dessus et µ' un caractere de :z.; tel que 11(µ')~ 11 - 111. A/ors : 

Soit main tenantµ un caractere de o;. On pose 11(µ )=11 (µ lz,x ). Pour seC, on note L (µ, s) 
la fonction L de µ, el e (µ , s) le facteur e de µ relatif au caractere \jJ ". On a !es formules : 

si µ est non ramifie, e (µ , 1/ 2)= l ; 

si µ est ramifte; 

ill. - Le dictionnaire 

A. La correspondance entre formes rnodulaires de p@ids entier ct form-es a utomorphes 
SUI GA etant bien connue, on se bornera ici a donner un fo;mulaire. . 

1. Soient k un en tier impa ir, k ~ 3, M un entier positif, µ un caractere de Dirichlet defrni 

m odulo M. On a deja defini Jes ensembles sk - 1 (M, .!!), s~~ I (M, !:) et ~~~1·(~). Si p e~t -un° 
nombre premier, on note T(p) ou T'(p), selon que p,( M ou plM, l'operateur de Hecke 
agissant dans S1c- i (M, .f:). Soit cpES~~1 (!:). On note M(cp) le niveau de 

cp, mP(cp)=vp(M(cp)), ~P(cp) o u ~~(cp), selon que p,/' M (cp) ou pl M (cp), le nombre 
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complexe tel que T(p) <p =~P(<p) <p ou T' (p) <p = ~~(cp) cp. On pose A.P(cp) = p 1 -kf2 ~P(<p), ou 

A.~(<p) =p1 -kt2 ~~(<p). Si p)'M(<p), on note Clp(<p) , Cl~(<p) les nombres complexes tels que 

Cl p ( <p) + Cl~ ( <p) = A. p ( <p)' Cl p ( <p) Cl~ ( cp) = ..!:!. ( p). 

2. Soient main tenant x un caractere de Dirichlet et <i>o E s~ I (X 2 ). On peut associer a <i>o 

une representation automorphe Po de Jlt'A, de composantes locales Po. , .. Rappelons la 

defmition de ces representations. On utilise Jes notations de [J-L] en ce qui concerne les 
representations de Jlt',. : 

l" pour' la place reelle, Po . .. -cr( J .1~12 - 1 , J. l~ - k12). 

Soit pun nombre premier. On note n,, ('ensemble des caracteres de Dirichlet primitifs de 

conducteur une puissance de p (en convenant que le caractere un appartient a n,,); 

2" Po. Pest supercuspidale si et seulement si pour tout!: EilP, mP (<p0 _!:)~ I et ~~ (<i>o .!:!_) = 0; 

3° Po.P est speciale si et seulement si Jes deux conditions suivantes sont verifJecs : 

(i) pour tout !: E ilP, mp (<i>o _!:)~ I ; 

(ii) ii existe un unique !:0EQP tel que ~;, (<i>o~0 ) r!= O. 

Dans ce cas, Po. p"' cr(µ 1, µ 2 ), avec µ 1 ( p) = :>...;, (q>0 !:0
), µ2 ( p)= p A.;, (<j>o 1:!_0 ), et pour u EZ;, 

~1 1 (u) = µ2 (u)= µ~ (u - 1 ); 

4° Po. pest de la serie principale irreductible si et seulement si l'une des conditions a OU b 
suivantes es t verifJee : 

(a) ii existe !:0 e n,, tel que m1,(q>0 .!:!.0)=0; 

(b) (i) pour tout!: E QP, /11 P (% !:l ~ 1, et (ii) ii cxistc deux elements distincts .!:!. 1 , .!:!. 2 e QP tels 

que ~;, (<j>o H_ 1) #0, b;, (q>0 .!:!. 2 ) # 0. 

Alors Po. , ...... 7t(µ 1, µ 2 ) , avec: 

- dans le cas (a), µ 1 (p)=o:p(<i>u_.!:!.0), µ2 (p) = Cl;,(<i>oH_0
), et pour uE Z;, 

µ, (u)= µ2 (u) = µ~ (u- 1 ); 

- dans (C CaS (b ), µI ( p) =A~ (<po!: I), µ2 ( p) =A~ (<j>o ~ 2 ), et pOUf LIE z;, µ I (u) = µ~ (U - I), 

µ 2(u)=µ; (u- 1). 

Avec les notations du 1, l et du II , 5, on a bien sur l'egalite des fonctions L : 
L(q>0 , s )= L(p0 , s). 

3. Avec Jes memes notations, on obtient en sens inverse Jes l"ormules suivantes : 

- si Po. P "'n(µ1, µ1), µ1 µ 2 1 r!= I. I,,, on a 111,,(<J>o) = n(µi)+11(µ2) , 

• si m,,(q>0 )= 0, A.p(<?o)=µ1 (p) +µ z(p), 

• si n(µi) > O, n(~t2 ) = 0, A.;,(<i>o) = µ2 (p), 

·• si n(µ 1)> 0, n(µ2 ) > 0, A.;,(%)=0; 

- si Pu. ,, ...... cr(µ 1, µ2 ), µ 1 µ 2 1 =I . J,,, on a mp(<j>o) =sup(l , n(µi)+n(µ 2 )), 

• si mp(%) = 1, A.;,('1>0)=µ1 (p), 
• si m 1, (<i>o) > 1, A.~ (q>0 ) = 0. 

4. Plus generalement, on a le lemme suivant. Soient p un nombre premier, n une 

representation admissible irreductible de G ,,, de dimension infmie, c.o0 son caractere central, 
m(n) son conducteur ([D], 2.2. 7). 

TOME 60 - 198J - N°4 

FORMES MODULAIRF.S DE POIDS DEMJ-ENTIER 

LEMME 2. - 1° Soient µ I, µz deux caracteres de o;, µ0=µ1 µ 2 1 : 

(i) si µ0# J. JP, et n-7t(µ 1, µ 2 ) , on a /'egalite m(7t)~n(µi)+n(µ2 ); 

38-5 

(ii) si µ0=J. JP; n(µ1 )= n(µ 2 )~ 1 , et n-cr(µ 1 , µ 2 ), on a l'egalite _m(n)= n(µ 1)+11(µ2); 

(iii) si µ0= J. JP, n(µi)=n(µ 2}= 0, et 7t"'cr(µ;, µ2), on a l'egalite m(7t)= l. 

2° Si 7t est supercuspidale, 111(7t)~ sup(2, n(c.o0 )+ l +v,,(2)). 

Demonstration. - Le 1 est facile, on peut utiliser Jes methodes qui seront developpees 
au VI, OU dire que /11 (7t) est l'entier tel que e (7t, s, "'p) = p- m (~).,a u.ne Constante pres [J. L], 

p . 75, et qu'on connail explicitement ce facteur i:: ([JL], p. 105, 109). 

Supposons 7t supercuspidale, realisons n dans son i:nodele de Kirill.ov (relatif a \jl p). Le 

nouveau vecteur de 7t ([D], 2. 2. 7) est la fonction q> = car (Z;). A vec Jes notations de [J L], 
p. 44, pour tout caractere v de z; ' o n a Jes egalites : 

d'ou: 

- {o q>(v, t)= 
1 

si v# 1, 

Si V= 1, 

- {O si v # v0 1
, 

7t(w)<p(v, t) = C( _ 1 ) . - t 
Yo , t . SI v = Vo ' 

ou V0 = C.OOi z,x ([JL], p . 46 ). Soit m (v) I' en tier tel qud C (v, t)= c (v) t - "' (v) ([JL], p . . 90). 

Comme m (7t) est le plus petit en tier /11 tel que 7t (w) q> soi~iinVl!lllliante par Jes matrices ( ~ ~) 
pour tout b Ep"' Z.P, Jes egaJites ci-dessus montrent que 111(7t) = m(v0 1), i.e. m(7t)=m(l} 

([JL], p . 90). On a m(l )~2 ([JL], p. 90). Si c.o0 est non ramifie, cela acheve la demonstration. 
Supposons c.o0 ramifte et considcrons l'egalite (i) de la proposition 2 . 11 de [J L], p. 50. On 

pose v = p = 1; d 'ou m= n (c.o0 ) , n = p' = n (c.o0)-m (1) (onlnote p' !'en tier de cette proposition 
pour le distinguer de p). Le deuxieme membre de l'egalite est non nu!. II existe done un 

caractere cr de Z ; tel q ue : 

La premiere relation implique p' +n ;£ -2 ([JL], p. 90), i.e. m(l)~n(c.o0 ) + 1. Si p#2, cela 

achcve la demonstration. Supposons p= 2. Si m (I)= n (c.o0 ) + 1, n = p ' = - 1. La deuxieme 
relation ci-dessus implique cr = l. D'apr~s la p·remiere, 111( I )= - (n + p ' )= 2, done n (c.o0 )= 1, 

impossible car p=2. Done m(l) > n(c.o0) + 1. D 

B. LE DICTIONNAIRE POUR LES FORMES DE POIDS DEM l·ENTIER. 

1. Soit H le demi-plan de Poincare. Si zEICx , on note z112 la racine de z telle que 

- n / 2 < arg(z112 );£7t/ 2. Pour (
0 

b) EI'11 (4), et z e lC,lon pose: 
c d 

j( (: ~} z )=( ~) rz (d)(cz+d)
1
'
2

, 

ou ( ~) est le symbole quadratique usuel [S], p. 59. Soient k un en tier impai;: k ~ ~. N un 

entierpositifdivisible par 4,x_ un caracterede Dirichlet definimod N, telquex (- 1)= l. Sif 
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es(une fonction holomorphe sur H , on dit quef est une forme modulaire parabolique de 
poids k/ 2, de caractere !_, pour le groupe r 0 (N), si : 

I" pour tous zE H , (: ~) Er0 (N), on a l'cgalite: 

I(az+b)=j((" b). z)k X(d)f(z); 
cz+d c d -

2" I est holomorphe et n ulle aux pointes. 

On note Sl.12 (N, x) I'espace de ces fonctions. Sip est un nombre premier, on note T( p 2
) ou 

T'(p2
) , selo n que pi-N ou plN, l'operateur de Hecke agissant dans Sk12 (N, ~) [S]. 

(
- 1 )(k- 1)/2 - - - -

Posons !o =x_ -.- . No tons p (resp. p 0 ) la representation de lit' A (resp. Yt' .) 

dans d 0 • Si v=p, on peul considerer pP comme une representation de SP. 1 otons D 
('element de Casimir de l'algebre enveloppante de J'algebrc de Lie de SR· L 'ensemble 
.9lk12 (N, Xo) est le sous-espace des elements t E .#o tels que : 

(i) si pi-Net cr E rP, pp(cr)t=t; 

(ii) si p IN, p=l=2, et cr=(: ~)Er,, (vp (N)), P,, (cr) t =xo.,. (d) t; 

(iii) si cr=(: ~)er2 (v2 (N)), p2 (cr)t = s 2 (cr)x11.2(d)1; 

(iv) si a E IR, PR (k (0)) I =eik 012 1; 

(v) PR(D) t =[k(k - 4)/8] t. 

Les conditions (iv) et (v) signifJent que la representation de f?R engendree part est de la 
serie discrete de poids minimal k/2, er que t en est un vecteur de poids minimal. 

Pour z=x + iyeH, soit b(z) l'elemenr de SA: 

-(y1'2 xy- 112)1 
b(z) - 0 - 112 . 

)' I RI 

SoitfE Sk12 (N, x). II existe une unique fonction 11 defJnie sur S0 "'-sA, continue, telle que 

pour tous zEH, 0 E IR: 

t J (b (z) k (0)) = / 14 
eik 

012 /(z). 

On note s !'application f~t f· 

PROPOSITION 3. - (i) si fE S/.,2 (N: !_),a/ors l 1 E dl.:,2 (N, X11 ); 

(ii) s est une bijection de s;,12 (N, .!_) sw· dl.,12 (N, x0 ). 

Demonstration. - Elle est standard . VerifJons simplemenr les formules de transformation 

de t I sous )'action des groupes compacts. SoientfE Sl.,2 (N, x). ZEH, cr= (a b) Er 0 (N). 
- - c d 

Posons: 
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z=x+iy, az+b = X+iY. 
cz+d 
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On a l'egalite : 

I(az+b )= y - ki 4 l (b(az+b))· 
cz+d 1 cz+d ' 

on a l'egalite : 

(
az + b) -b --

1 
=cr1Rb(z) lc(9), 

cz+t · 

Oli 9 est defJni par : 

9e[ - 7t, 7t[, sin 9=cy"2 y 112, cos e =(ex+ d) y- 112 y 112 • 

o·a~tre part : 

crlA=(cr, sA(cr))[TI(cr- 1 IP)](id, sA(cr - ')PR(cr- •, cr)). 
p 

En utilisant !'invariance de cl sous S0 , on obtient l'egalite : 

D 'autre part : 

cz+d=(cos o+ i sin 0) y1' 2 y - 112
, 

(cz+ d)112 = e; 012 Pa ( cr - 1, cr) J't /4 y - 114 . 

Comme fE S~,2 (N, !_), on a J'egalite : 

f( ;;:~ )=( J ):y2 (d)k eik e12 PR(cr- 1, cr) / 14 y - k/4 ! (d)f(z), 

i. e.: 

En comparanl avec l'egalite (1), on obtient : 

d'ou par action de p[TI(crl,.)]: 
p 

(2) P [~J( cr Ip)] r J = sA ( cr - 1 HQ P,. ( cr, cr- 1 
)] ( ~) y2 (d) - k ! (d) - 1 L 1 .. 

Supposons c=FO. On a P,.(cr, cr - • )=sp(cr)sp(cr- 1 ), d'ou: 
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SA (CJ - I ) n PP (CJ, , CJ -
1 ) = n S 1, (CJ). 

p I' 

On a l'egalite : 

( J)=(c, d)u n (c, cl),, = n (c, d),,; 
/>/ cl Pi.<I 

si p =I= 2 : 

s,,(cr)={(
1
c, d),,. si pie/, 

SI Pl d. 

En effet , sip Id, v,, (c) = 0, car c et d sont premiers entre eux, done s,, (cr) = l. Si pid et v,, (c) est 

pair, s,, (cr)= 1 et (c, d)1,= 1 car v,,(c) et v,,(d) soot pairs et p:/=2. Si pid et v,,(c) est impair, 
s,,(c)=(c, d),, par defmilion. Done: 

On a l'egalite : 

Par un argument de densite, ii est clair que cette egalite equivaut aux conditions (i), (ii), (iii) 

de la definition de .i/~12 (N, x0 ). Si c=O, ces conditions sont ' encore verifiees, par 
continuite. O 

Posons ,i/4, 2 ( , Xo)=d~12 (N , X0 )nd0 0 • Par definition de Sk12 ( , X) (1, 1), on a: 

COROLLAIRE. - l::.'app/ication S est une bijection de Sk/ 2 (N, !) sur .if kf l (N, Xo). 

2. L EMME 3. - Soientfe Sk12 (N, X), t 1 = s(f), et ne N, n ~ 1. Pour tout ye IR, y >O, on a 
l'egaliie : 

C'est immediat. D 

3 . Soit p un nombre premier, p,, une representation admissible de S,, dans un espace T ,,. 
Si p =I= 2, on defrnit un operateur t,, agissant clans T p· Pour t ET,, : 

. ' . 
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Si t est invariant par r,, (sous p,,), on a l'egalite : 

Pour p quelconque, on note T~ le sou~-esp~ce des clemenJs de T ,, inva~i~nts par P,, ~) pour 

tout uElL,,. On defmit un operateur T;, ag1ssant dans T,,. Pour t e T,, . 

t~ t = L p 1,(~.d1,( p))L . 
11e Z/p1 Z 

Appliquons ces deflrutions a la representation de s,, sur .ilo. 

L EMME 4. - Soienl p Liii 11ombre premier el fE sk/ 2 (N, x>· On a /es egalites : 

(i) si p'j..N, t,,(s (j')) = p2 - t 12 y,, (p)X0 (p- 1 )s(T(p2 )f); 

(ii) si p IN, T~ (s(f)) = p1
- k

12 Y ,,( p) Xu. ,,( p-
1

) s(T' ( P1 )f) . 

Demonstrntion. - Supposons piN. II est clair que t,,(s {f))e d k12(N, Xu)· ~oit 
I' =s- 1 (T,, (s (f))), et /1 un en tier, 11 ?, 1. D 'apres le lemme 3 et les definitions, on a l'egahte : 

a,,(f ' )=(S 1 +s2 +S.1J e2
"'', 

avec: 

S1 = L: W(n, p,,V:!.d1,(p))t1 , 1), 
11 el!p'l 

S2 = L: (p,- u),, W (n,p,,(up - 1 )t1., 1), 
ue(Z/p7)" 

S3 = W(n, p,,(d,,(p- 1 ))r1., 1). 

On a : 

S1 = L: Wp (un)W(n, 11 , dp(p)). 
uel/ p' l 

lei un ElL, done \jl,,(un)=l , et S 1 = p 2 W(n, t f , d,,(p)) . On a l'egalite : 

d
1
,(p)= (dA(p) , SA(c{A(p))}( n d,.(p- 1)] (id, (p, p),,), 

r~p 

d'ou: 

S I = p2 (p, p),, w (n , [n p,,(d,,( p - 1
))} I J• (dA ( p), SA (dA (p)))dR ( P-

1 
)). 

q-;>p 

S 
1 

= p2 ( p, p ),, [D Xo. ,, ( p )] £2 (d2 ( p - 1
)) x W (11, t.r· (d" ( p ). s" (d" ( p ))) d11 ( P-

1 
)). 

11IN 
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On a: 

d'ou: 
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n Xo. v(p)=Xo. p(P-
1 
), 

qiN 

E2 (d 2 ( p- I))= y 2 ( p) = y p ( p )- I' 

:Yp (P) - 1 (p, P)r=:Yp(p), 

S
1 
= p2 y

1
,(p)X

0
•

1
,( p - 1)W(n, If, (dA(p), sA(dA(p)))dn(p-

1
)). 

Si t e.9/
0 

et cr ESA, on a facilement l'egalite: 

W(n , t, (dA(p), sA(dA(p)))cr)=W(np2
, t, cr). 

En appliquant le lemme 3, on obtient alors : 

S, =e-2•m p2-k/2Xo. p(p- l )yp( p)anp•(f). 
I 

On a: 

Si= L (p, - u)
11

\\fp(nup - 1 )W(n, tf, 1), 
ue(Z/pZlx 

d'ou (11 , 6) : 
si p'\.-11, 

et , d'aprcs le lemme 3 : 

{
e - 2"" p112 (p, n)P yP(p)a,,(f) s -2 

- 0 si p In. 
si p'\.-11, 

Enfm un calcul analogue au calcul de S 1 conduit a l'egalitc : 

S3 =e- 2•11 µkf l Xo. P ( p)y p( p) a,,r '(f). 

Remarquons que Xo,p(p)=Xo(p), et que le symbole quadratique (~) vaut 0 si pin, et 

( p, n)P si p}'n. On o btient : 

a"(/') =r" ( p) P2- k12 Xo ( P- t) [ a11p'(f)+ p<k-3>12 (% ).~o ( p) a,, (f) + pk - 2 !o ( Jl) a"v-•U)J. 

En comparant avec la formule de [S], p. 64, on o btien t : 

a" (f') =Y11 ( p) p2 - k/2 Xo ( p- 1.) a" (T( p2)f), 

d 'ou !'assertion (i). Sip IN, un calcul analogue (oj).,·seul le terme S 1 intervient) conduit a 
l'egalite (ii ). O 

4. Soient µ un caractere de A x /f:Y, V un sous-espace irreductible de ..91 u (~), Pv l~ 
representation de Jf('A sur V , et p un nombre premier. Si Pv.r est de classe un, on mtrodu1t 
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l'opera teur T P agissant sur V. Si v E V : 

T,. v= f Pv.p(g)vdg. 
K,.l'..K• 

Cet operateur n 'a qu'une valeur propre, qu'on note A." (V). En particulier, soil <p0 ES~·~ 1 (X2 ) 

commeen l ll , A2,et V0 le sous-espaccde .l<l0 (X2 )associea <p0 . Sip'\.-M(<p0 ),onal'egalite: 

A."(Vo)=p112 A.,.(<J>o). 

Soit T un sous-espace irreductible de .~01i. posons : 

Tk,2 ( , X.o)=T n dk12 (N, X.o), 

Sk/2 (N, X, T )=s-1 (Tk12 (N, Xo)). 

lntroduisons l'espace '}'/' ' (ljl, T) [W], V, 4. On utilise les notations de [W]. 

PROPOSITI01 4. - Soie111 <J>o E s~e~ I <x 2 ), Vo le sous-espace irreductible de d 0 (x2 ) associe 

d <p0 , el T un sous-es pace irreductible de d 00 : 

(i) si Sk,2 (N, !• T) nSk,2 (N , x_, <p0 ) est non nut, on a l'egalite: 

(ii) si ·r' (\jl , T)= Vo®Xi) 1, on a /'inclusion: 

Demonstration. - Pour presque tout p, T
11 

a une seule valeur propre dans T, qu'on 

note A.P (T). Si f E Sk,2 (N, X• T ),f est propre pour T ( p2.), pour presque to ut p, de valeur 

propre A1,(f). D 'apres le lemme 4 , on a l'egalite: 

A.,. (f) = Pt12 - 2 Xo ( P) y" ( P )- i A.p (T). 

II suffit done de montrer que Jes conditions I et 2 suivantes sont equivalentes : 

1° pour presque tout p, ~"(cp0 ) =pkt2 - 2 x. 0 (p)y11 (p)- 1 XP(T); 

2° "f''(\jl, T)=Vo®Xo 1
• 

D 'apres [W], prop. 13, on a l'egalite : 

A.µ(T)=yµ(p)p112 A.r(·f"' (ljf, T)) 

pour presque tout p. D'a utre part : 

La condition 1 s'ecrit done : 

1" pour presque tout p, A.r(V0 )=xo.p(p)A.r(?''(ijl, T)), 
i.e.; 
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1" pour presque tout p, A" (1 "' (ijl, T))=Ap(V0®X~ 1 
) . 

D 'apres le theoreme fort de multiplicite un sur GA, I equivaut a 2. 0 

CoROLLALRE. - Soient <p0 et V 0 comme dans /'enonce precedent. On a l'egalite : 

somme sur /es espaces irreductibles T de d 0 0 Leis c111e : 

DemonstrMio11. - On a cvidemment : 

somme sur tous les espaces irreductibles T de .ii 00. La proposition 4 montre que cette 

decomposition est plus fme que la decomposition de la proposition 1. D 

IV. - Sur la correspondance de S himura 

On va rappeler et preciser quelques notations et resultats de [W]. 
1. Soient HA l'espace des matrices 2 x 2 de trace nulle a coefficients dans A, q la forme 

quadratique sur HA, q(x)= - dct x. Si v EQ", on delinit un sous-espacc Y+· (HA) de 
l'espace 9" (HA) des fonctions de Schwartz sur HA ([W], I). On note R la representation 

de GA dans .SI' (HA) def1nie par : 

R(g)f(x)= f(g - 1xg), 

r+· la representation de Weil de SA dans .S"' (HA) attachee a la forme quadratique q et au 

caractere '1r". Soit x; =( ~ _ ~).DA le groupe des matrices diagonales de GA. Si ~E Q", on 

pose: 

Ce groupe o~. A est !'ensemble des elements de GA de l~· formc ( ;'s ~). 
Taus ces objets, qu 'on vient de defmir s ur A, se de linissent aussi sur un complete Q ". Soit v 

unc place de Q. On a fixe une mesure sur Z,. ""-G" (IL, 3). On munit z .. ""-n" de la mesure 

dJ1 = d; a, si o =z (1)£, et D ., ""- G " de la mcsure quotient. Si ~EO:, on lixe une mesure de 

Haar d~. ,. h sur Z,. ""-C>~ . .., et on munit O~. r ""-G " de la mesure quotient. On munit ZA ""-D A 

et DA ""-GA des mesures produits. Si ~E 1t:Y, on s uppose que le produit ® de.. " delinit une 
l' 

mes ure d~.A sur ZA ""-o E.. A• et on munit O c., A ""-GA de_ la mesure quotient. 

TOME 60 - 1981 - N°4 

FORMES MOOULAJRES DE Porns DEMI-ENTLER 393 

2. Soil v unc place de Q, p une representation admissible, u01ta1re, irreductible 

de Z ,. ""-G"' 1/f" son modele de Whittaker relati f au caractere '1r v· On note o; (p) la reunion 
de 0;2 el de I' ensemble des ~ E o; - 0;2 tels qu'il existe un e lement non nul de 1/1 invariant 

par O c;. rCsous p). Danscederniercas, on fixe un tel element w c. E1//.L'enseinble o; (p)est 
une reunion de classes modulo o,x 2

. 

A SSERTION I. - o: (p) es/ /'ensemble dessEO: tels qu'i/ exisle un espace au ~ defonctions 
continues SL/1" G,., invariances cl gauche par o~." stable sous /'aclion de :Jlt',, agissan/ par 
Jranslation tl droile, tel que la representation de Yt',. ainsi definie s11r O/t~ soit i.~omorphe 
cl p ([W], lV, 2). 

Soient WE 'ff", gEG, .~ EO,~ - o;.2, AEO,". On pose: 

u(W)(g) = r x W{f;g)dx a, Jo, 
u (W, ~. A)(g) = I W('!c:_hg)d~. )1. 

Jz. "-o._, -

Ces integrales convergent absolumenl. 

LEMME 5. - Soit ~EQ,~ -0;. 2
: 

(i) ii exisle w E "//! ", AE a.~'(/ E G,.. leis que LI (W. s. A) (g) ;i: 0 si er seulement si s E o.~ (p ); 
(ii) supposons ~ E o; (p) er soi t W E 'fl". JI existe une uniquefonction u (W, ~) de}inie sur Gv, 

telle q1u• pour rous A. E IQ.~, I! E G , .. 

u(W. ~ . }..)(y)= W~(~) u(W, ~)(g). 

Demonstration. - S'il existe A, W et g tels que u(W, ~. A)(g);i:O, !'ensemble des 
fonctions u(W, ~.A.), po ur W E 11', est un espace au~ verifiant Jes conditions de !'assertion 1. 
Done ~ E o; (p ). Si s E o; (p ), fixons un tel espace 0/t C. et un isomorphisme W1-+u 1 (W' s) 
de "/// sur 0/t~ . D'apres l'unicite de l'espace 0/t~ ([W], prop. 9. 10), ii existe une constante c(A.) 
telle que pour tous WE'//' ·, g eG,, 

u(W, ~. A)((/) = c (A.) u' (W, ~)(g). 

Pour W = W~ et g = 1, on a par definition : 

II exisle A. tel que cette expression soil non nulle. Cela demontre (i), el u' (W~. ~) ( l) ;i: 0. Pour 
tout A. : 

En posant : 

c(A.)=mes (Z,. "'O~. ,.) W~ ~)[u' (W~. ~)(l)r 1 • 

u(W, s ) = mes(Z,. ""- o c;_. )[u' (Wc;, ~)( lJr I u' (W, s). 
on obtient (ii). D 
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Les ro nctio ns u(W, l;) dependent du choix de W~. Par analogie, si l;E0;
2

, on fixe un 

espace "It~ et un isomorphisme w~u{W, l;) de if/ sur "li~. 

Soil ve Q~. On note Pv=P®Xv• 1fl"v=1//®x.v, et si W E"I//, W v= W X (X.v 0 det). L'esp~ce 
11' vest le modele de Whittaker de p.relatirau caractere ~v· Pour W E ifl,feY'+.CH u), cre So, 

on pose: 

lv(f; W)(cr) = l l"11t•(cr)R(g)f(x'i)u(W v)(g)dg. 
. Jo, '\.G, 

On note Tv(P) J'espace de ces ronctions tv(f; W). 11 est invar~ant sous :l'e0 agissant par 

translation a droite. On note Pv (p ), ou Pv• la representation de ;ti' v sur T v (p ). Pour WE 1fl, 

on notei •. r (W) l'applicationfr-+tv(f. W). 

Soit cxeO;. SifeY'+· (H,.), on defmit TJpar : 

(xEH, ) T ,J(x)= J(exx). 

On veririe que TJe S"+~· (H" ). 

ASSERTION 2. - Sife .5P •• (Hv), W e"///, creS,., on a /'egalite: 

1)}; W)(d,. (ex) cr) = y,. (ex) Xv (cx) I ex W2 t,,,., (T,.}; W)(cr). 

En effet : 

t.(,/; W)(tl"(ex)cr)= l r+·(d0 (ex)a)R(g)f(x'1)u(Wv)(g)dg 
Jo, '\.G, 

=Yc(cx)xv(ex) lexl312 l [T0 ur+· (cr)oR(g)]f{x;) u(Wv)(g)dg. 
Jo,'\.G, 

On a !es egalites : 

T. u r+·=r+~' u T "'' Wv= Wvo:' • 

d'ou l'egalite : 

t (f W)(d . (ex) cr) = y. (ex) x.,. (cx) I ex 13'
2 x I. r +'"' ( cr) R (g) T af(x;) u (W vo:' )(g) dg. 0 

V , 
1 

a; Dr"-0, ' ' 

AssERTION 3. - Les representations Pv (p) et Pva' (p) sont isomorphes. 

En effet, la translation a gauche par dv (ex) est un isomorphisme de T v(P) sur Tva' (p). 0 
3. Soient v un sous-espace irreductible de d 0 , p la representation de ;ti'A dans V, Pv Jes 

composan tes locales de p. Pour tout v, soil 1/1" le modele de Whittaker de Pv· On fixe un 

isomorphisme : 

l' 
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(le produit tensoriel restreint est defmi en choisissant pour prcsque tout v un 
vecteur W?,E1r", invariant par K,. et tel que W~(l)= 1). 

Soi.t VE4Y. On note Pv= P®x.,., V,,= V®x.v, et si <pEV, <pv=<px(xvodet) (avec Jes 
n?tations du~· on a l'egalite Pv .• = Pc . .). II existe un isomorphisme unique ev tel que le 
diagramme swvant soil commulatir: 

v ------ ©if/ v 

• v .t 
v .. 

v ----- @ iff 0, v 

ou les Oecbes verticales sont <pr-+<p" et @W,.1-+@W, .. "" 

Pour <p e V,fe.9''+· (HA), creSA, on pose: 

t .. (J; <p)(cr)= r L r+·(cr )R(g) f(x) <pv(g)dg. 
JzA '\.GA XE Ho 

On ~ote T,'. (p) l'esp:ce de ces fonctions l v{f; <p). II est invariant par *A· On note Pv(P) la 
representation de .;tt'A sur T,.(p). 

ASSERTION 4. - T,,(p) est un sous-espace il'l'eductible de d 00 [rf/], th. 2. 

Pour <p E V, on note Jv(<p) l'application jHt"(j; <p). Si W E@1flv, on deftnit une 

application : 

(®Jv. ,.)(W): ® Y+. (HJ-. @ T.(p,.), 
r o 

par tensorisation des applications iv. , .. 

ASSERTION 5. - Si T V (p) ~ { 0}. ii existe un isomorphisme unique e .. tel que pour tou I <p Ev' 
le diagramme suivant soit commutatif: 

T v (p) ---"---i-® T v (pu) 

M'Pl t v t C~i .. , l(•(<j>)) 

S"+.(HA) © S",..(H .) 
v 

ou la derniere application est l'isomorphisme nature[ [W], lemme 30, th. 2. 

4. Soient T un sous-e~pace irreductible de .it 00 , p la representation de :it' A sur T, Pv Ies 
composantes locales de p. En une place v, le centre de S,. est un groupe d 'ordre 4, cgal a 
{(E' id, E); E', t:= ± 1 }. 

JOURNAL DE MATHEMATIQUF.S PURF.S 1:.1 APl'LIQUEEs 



396 J.-L. WALDSPURGER 

AssERTION6. - // existeco(pr)E{± l} telque: 

On a en tout cas P.-( - id, l)=cidT, pour uncertain scalaire c. En elevant cette egalite au 

carre, on obtient c2 =( - l, - l)c· Ory,,(- 1)2 =( - 1, -1) ... D 
On note Q,x (p,.) !'ensemble des veo; tels que Pv admette un modele de Whittaker relatir 

au caractcre lj!~:. C'est une reunio.n de classes modulo 0;2
• 

ASSERTION 7. - Soit µ" Lm carnctere de o; tel que µP ( - l)=co (p P). II existe un modele de la 
representation P,,, d'espace un ensemble K(pp) defonctions SUI' o;, localemen/ constantes, ll 
support relative111e11l compact dans Q", tel que si t" E K(p1,) el xeQ;: 

(i) si 11 eQP, p"(~JJ tp(x)=\jlp(ll x) I p(x); 
(ii) si exec;' Pp(dp(cx)) tp(x)=Yp(cx) lalpµp(cx) - 1 Lp(x). 

Si t" E K (p "), / P est ti support dans Q; (p ,,). Reciproquement /'es pace de Schwartz 
9'(Q; (p

11
)) est inc/us dans K(p

11
). 

Un tel modele est construit dans [W], lemme 39. 11 n 'est pas unique. Pour tout p, 

choisissons un caractere µP et un modele T" = K (p ") com me ci-dessus. On choisit un 

modcle T R de PR, el un isomorphisme -r: T --. ® T,. 
r 

LEMME 6. - Soient p1,; =I, ... , n, des nombres premiers, t 1, i = 1, ... , n, des elements non 

nuts de T"'' t un element de T tel que : 

-r(t)=(.® t 1)®(® tJ, t#O, 
I = I r,.p, 

Soil S(t;) le support de t; dans o;.. II existe veQX, cr ESR tels que: 

(i) pour rout i= I , .. ., n, veS(t,); 

(ii) W(v, t, crlR),t:O. 

Si PR est de la serie discrete de poids minimal k / 2, 011 peut supposer v > 0. 

Demonstration. - Comme S0 SR est dense dans S11 et !lt1e t est continue et invariante 

par S0 , ii existe cr e S" tel que t(crlR)#O. On a l'egalitc: 

t(cr)= L W(v, t, cr), 
veox 

done ii existe v tel q uc W (v, 1, cr 111)=0. D 'aprcs J'unicite des modeles de Whittaker, on peul 

decomposer W (v, t, cr) en un produit local : 

Pour tout i= I, .. ., n, ii existe une constante c; (v) telle que : 
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_:our a= cr IA, la non-nullite de W (v, r, cr IR) implique done t;(v),t:O, i.e. ve S(t;). De meme 
PR doit admettre un modele de Whittaker pour le caractere WR, d'ou la dernicre assertion 
([W], prop. 7). D 

. Soient V= ·f'"'(*, T) ([W], V, 4), p la representation de £A sur V. On utilise Jes 
constructions de 2,3. 

ASSERTION 8. - Soient v une place de Q et v E o;. : 
(i) si v est jinie, veQ,~ (p,,) si et seulemenl si /es representalions p,. et p,.(p,.) son/ 

isomorph es; 

(ii) si PR est de la serie discrete de poids minimal k / 2, la meme assertion es/ vrnie pour v 
ree//e. 

Demonstralion. - Si p,. et Pv{PJ soot isomorphes, l'espace T v(PJ est un modele de 

Whittaker de Pr relatirau caractere w~. done VE o; (Pvl · Supposons que v E o: (p,.). Sous les 
hypotheses de !'assertio n , ii existe v'E(Y tel que v'evo; 2 et que l'espace des ljl'''-iemes 

coefficients de Fourier de Tso it non nu!. Cela resulte du lemme 6 : si u = p, on prend n = 1, 

p1=p,l 1 =car(v z; 2
), si vest reelle, 11=0. Alors -t'" (*v', T)# { 0} ( [W], prop. 26), done pest 

isomorphe a p,,. (p) ( [W], prop. 27, iv) et P.- est isomorphe a Pv· (p,.). On applique ensuite 
!'assertion 3. D 

ASSERTION 9. - Soil veo; tel que P.-"'Pv(p,.). A/ors: 

([W], lemme 41 ). 

No tons e (p, .. ,., s) le facteur e de la representation Pv.,. relatif au caractere lj!,. ([J L], p. 75). 

ASSERTION 10. - Soit veo; tel que Pr"'P,.(p,.). On ll l'egalite: 

~(p,.)=Xv (-l)e(p, .. ,., I /2). 

De111011stratio11. - Soientfe9'_,,. (H"), W e "lr,., creSu. On a l'cgalite: 

t"(J; W)(( - id, 1) cr)= r r+· (( - id, 1) cr)R(g)f(x;) u(W ")(g)dg 
Jo,'\.G, 

=r«- l)Xv( - 1) r r-t· (cr) R(g) f(-x~ ) u(Wv)(g)dg. 
Jo,'-.G, 

On a -x't =wx; w- •, d'ou: 

t,(J; W)(( - id, l)cr) =Y~ {- l)x"(-1) I r"'. (cr)R(g)f(x;) u(W.)(wg)dg. 
Jo,'\.G, 

D'apres [JL], p. 75 et la definition de u(W..), on a l'egalite: 

u(Wv)(wg)=e(Pv. v• 1/2) u(Wv)(g), 

d'ou: 

lv(J; W)(( - id, l)cr) = y,(-l)x,.(-l)e(p"· "' 1/ 2) c.(J; W)(cr), 
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et I'cgalite de l'enonce. O 
Si veO; est tel que p,. et Pv(P.,) sont isomorphes, on fixe un isomorphisme 

iV.l' : T v (pu)-+ T v· Soit VE ox tel que T . (P )¥ { 0} et Pv (P) soil isomorphe a p. D 'apres le 
theorcme de multiplicite un, on a J'egalite T=T.(p). On peut supposer que le diagramme 

suivant est commutatif : 

A SSERTION 11. - Soientp un nombre premier, veo;(pp), W ei//p, W ,PO: 
(i) ii existe un sca/aire A.(v),P O Lei que pour toutfefl'(Hp) : 

r R(g)/(x~) u (W . )(g)dg=f..(v)[i •. poj., v(W)] (f)(v); Jo,\ G, 

(ii ) si !;eO; (Pv. p), ii existe un scalaire /..(v, !;),PO tel que pour toutfe.Cl'(Hv): 

r R(g)f(x~) u(W,., f,)(g)dg=f..(v, l;)[i •. 1,uj"·'' (W)](f)(vl;). 
~~. . 

([W], Jemmes 37, b et 40). 

V. - Etude locale dans le cas des niveaux profonds 

1. Soient T un sous-espace irreductible de .9100 , p un nombre premier et Xo un caractere 
de o;. On utilise les definitions et notations de IV, 4. En particulier on faxe un caractere µ 

de Q; tel que µ ( - I )=~ (pp), et un modeJe local T P = K (pp) de la representation p 1,, associe 
a µ. Posonse = v,,(2). Soient n EN, n ~sup(2 e, n (X0 )), et I E T p· On note (A.,) la condition : 

((/ b) si p¥=2, n ~ l , pour toul y= c d E I'P(n), 

(A,,) si p ¥=2, n = O, pour tour y e I'P, 

(
a b) si p= 2, pour tout y = c d E 1 2 (11), 

On note T,,(n) le sous-espace des tETP verifiant (A,,). Pour mEZ, notons ulll (resp. U,,,) 

}'ensemble des ma trices ( ~ ~)pour b e l.P, vp(b) ~m [resp. ( ! ~} ceZ,,, vP(c)~m J 
On considere suivant les cas Um et :!:!.,,, com.me des sous-groupes de SP ou Gp· La 
condition (An) equivaut aux conditions suivantes : 
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(A,,) 

1
1" si yE U 0 , Pp(y)t=t, 

2" siyeU,,, Pp(y)t=t, 

3" si a.e z;, Pv(dp(cx)) t=yp(cx)X0 (cx- 1 ) l. 

~- ~EMME 7. - Soil n ~sup (2e, n(x0 )), et teT,,(n): 
(1) T ;, reTP(n'), 01i 11 '=sup(11-2, I +e, n(x0)); 

(ii) si aEQ; et cxez;, 0 11" /es ciya/ites: 

t(a)=O si v,, (a) <O; 

t(acx2 )=µx0 1 (ex) t (a); 

(iii) S i a E Q;, 011 a /es. ega/i tes ; 

Demonstration. - Posons : 

Soit b El.v. On a !es cgalites: 

i>dfl)1'= I , Pp((u+b)d(p))t = I i>"<.gd(p))t=t' . 
lltiZ,f p z, ue l,fp' z, 

Soit cEZP, v1,(c)~n'. On a: 

P (1 o)t'- - ((1 0)(1 u)(P o )) 
p c 1 -~ pp c 1 0 1 0 p-1 l, 

I 1 11 
I 

(! ~)(~ ~)(~ p~ l )=(~ u(cu+l)-
1
)(p 0 )( l O) 

1 . 0 p- • cp2 (cu+ l) 1 

399 

(
(cu+ l )- 1 0 ) 

x 0 cu+ 1 (id, (cu+ 1, c(cu+ l))p). 

Comme n' ~ 1 + e, n - 2, n {X0 ), on a Jes relations : 

cu+ l ez;, (cu+l, c(cu+ l)),,=l, 

Yp(cu+ l) = 1, v,, (cp2 (cu+ l))~n, Xo(cu + l) = I. 
Comme tET1,(n). on o btient: 

- (1 0) - . . 
P,, c 1 t'=I P,,(u(cu+~d( p))t. 

" 
M ais w-+u (cu+ 1)- 1 est une bijection de Z / p2 z .d'ou: · 

JI P' • 
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Soit a.ez;. On a !es egalites: 

pp(d(cx)) t'= L p"(d(cx)~d(p)) t= L: p1,(ua.2 d(p)d(cx)) t 
'~ u 

. =Yp(a.)Xo(ct7 1
) L Ppl!id(p))t = yp(cx)x0 (a.- 1)t'. 

II 

Done t' verir1e Jes conditions 1, 2, 3. de la condition (A,,·). Les assertions (ii) et (iii) rcsultent 
d'un calcul immediat et des proprietes de l'espace T"=K(p") (IV, 4). D 

Soit veo; tel que vp(v)e{O, l }. Si XoXv est non ramifte, on pose h(v)=l. Si XoXv est 
ramif1e, h(v)=n(xoXvl· Pour neZ, on defmit une fonction f •. ve.9'(H"). Pour 

x=( u v)e H,, posons: 
w -u 

1" si Xo x .. est non ramifle : 

1

1 si v" (u)~O. v"(w)~n -£-vp(v), v"(v)=£ -1 , 

J.1• v(x)= 1-p, si v"(u)~O. · v1, (w)~n - e-vp(v), vp(v)~e, 

0, dans les autres cas; 

2" si X11 x" est ramifle : 

I. ( ·)- { Xi)
1 

x,.(v) . It,,. x -
0, sinon. 

. si v,,(u)~O, v"(w) ~n-e-v,,(v), vp(v)=e - h(v), 

LEMME 8. :_ Soit n eZ. Le groupe S" agissant dans .9'' (Hp) par la representation r+·· la 

lonction f,,, v verifie /es proprietes suivan les : 

(i) J,,, ,. est invariante par U,,,, po~tr m=sup(-vp(v), h(v)-n); 

(ii) 1~. vest invariante par um, pour m=sup(n, 2£+vp(v)); 

(iii) si ae z;, r+· (d(a.))J ... . =Y"(ci)X0- 1_(a.)f.,.v· 

Demonstration. - Posons : 

H1 ={ (u O ) · ue Q } 0 ...:.... u • p ' 

et soient r1 et r2 les rep~esenta.tions de Weil de S ,, agissant clans .9" (H 1 ) et .9" (H2 
), attacbees 

au caractere l/r~ et a la forrne quadratique q restreinte a H 1 et H 2
. La fonction ,f,,," est de la 

formef' xf2', ouf1 etf2 appartiennent a .9" (H1
) et .9" (H2

). La fonctionf1 s'identilie a 
car(Zp) (en identifiant H 1 a Qp)• On voit facilernent que, pour !'action defmie par 1'

1 
,/

1 est 

invariantepar U 111 , pourm~ -vp(v),par U 111,pourm~2£+vp (v),etquepoura.ez;, on a: 
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No tons (w, r) I' element ( ~ ~) de H 2 • Soient F e .9" (H 2
) et cr e SL2 (Q p). On defmit !es 

elements §'" F et ~(cr)F de .9"(H 2 ) par: 

ff"F(w, t')= ( F(w, z ; l/r,,(v vz )dz, JQ, 
~(cr ) F(w, u)= F((w, u)cr). · 

La fonction ,?V f2 est proportionnelle a la fonction f'2 
: 

f'2 (w, v)= { X.ox. (v) si v" (w)~n-E- v1, (v), v1,(v) = - s - v,, (v), 

0, sin on. 

Le groupe SL2 (Qp) agissant dans .9" (H2
) par la representation R, on voit que f' 2 est 

invariante par u,,, pour m ?; h(v)- n, par um pour m~n. et que si a ez; ; 

Mais pour cr e SL2 (Q
1
,), on a l'egalite : 

ff" "r2 
( cr) = R ( cr) " §'v. 

Le groupe SL2 (Q 11 ) agissant dans .9" (H2
) par la representation r 2

, f 2 verilie done des 
proprietes analogues aux proprietes de f' 2 decri tes ci-dessus. En se rappelant que pour 
O' E Sp; 

on obtient le lemme. D 
Pour n eZ, on deftnit : 

r+· ( cr) f,,, v= ,.1 ( cr)f1 x ,.2 ( cr) 12, 

( ) { 
sup(h(v)-£, n-2 £ - vp(v)) si n#i:: +v"(v)+h(v), 

111 n , v = 
h(v) si n=e+v"(v) + h(v). 

LEMME 9. - Suit n ~ sup (J + e, n (x0 )). L e groupe G" agissant par la representation R dans 

Y'(H"), la lonction 1;,_ v verijie /es proprietes suivantes: .. ... 
(i) !. .. " est invariante par U0 , sauf si p = 2, v1,(v)= 1 et n = 2. Dans ce dernier cas, 1; .. ,. est 

invariance par U 1; 

(ii);;,_. est invariante par U,,,, pour 111=111(11, v); 

(iii) si a , d ez;, on a /'egalite: 

R(~ ~)1;,_,.=x?.Xv(a~- i)l;,_v· 
Cela resulte d 'un calcul direct. O 
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3. Soient V = "?"' (\jf, T), p la representation de .Yf A sur Vet '///" v le modele de Whittaker de 

Pv relatif au caractere "1 P (IV, 4). On pose 111"0 • " = 1//" / 'i9 Xo . Po. P = Pv®Xo· Soient m E N, 
m~n(x~), et W E"ll' o. r· On note (B,,,) la condition: 

l 
si m~ l, pour tout k= (: ~)EKP(m), Po.p(k)W =x~(d) W; 

(B,,,) 
si m=O, pour tout kEKP, Po.,,(k)W=W. 

On note 1//'o. p(m)l'espace des w E iffo , p verifiant(B,,,),et i//",, (m)l'espacedes w E "ff/"p tels 
que W x (xo-odet)E"/{/"0 • p(m). Soitm(Po. p)le conducteur de Po. P' i . e. le pluspetilentier m tel 
que 1/1'0. p(m) soit non nut. Notons ( , ) le produit hermitien de L2(S0 "-SA). 

L EMME 10. - Soient tET tel que t~O et t(t)= ® tc, YEO; (pp), l'E IR, r> O, et n E N. On 

suppose: 
(a) n ~sup(2e+ v" (v), 1, n(xoH; 

(b) vp (v) E { 0, 1 }; 

(c) t
1
,ET p(n); 

(d) ii existe <XEO; tel que tP(va2 )~0. 

A/ors : 
\ 

1° m(n, v)~m(Po. "); 
2° ii existe v'EOx , q>EV, fEYljl •. (HA), tels que e (<p) = ® Wv, J= ®f~, verijiant /es 

proprietes suivantes : 

(i) p~p •. (p); 

(ii) lv'-v lv< r; 

(iii) W PE"lfl'"(m(n, v)); 

(iv) 1~ = 1;,, .; 
(v) ( t, j •. (<p)(f) > ~o. 

v .. 

Demonstration. - Prolongeons Xu en un caractere de Ax / Ox, encore note Xo· Soir 

E~{ aEOP; la - vl"<r }. En supposant r assez petit, on a E c vz;
2
co; (p"), d'apres d. 

Soient t~=car(E), et t ' ET tel que t(t')=t~®(® tv). D'apres le lemme 6 applique at', ii 
. .. p 

existe v' E o x tel que Iv' - v Ir < r·et que l'espace des \jf•'-iemes coefficients de Fourier de T soit 

non n ul. Al ors Pv· (p) est isomorphe a p ([W], prop. 26 et 27, iv). Pour f E 5" .ir•' (HA), f = ® f., 
v 

et s EC, posons : 

<J>.irv· U; t, g)= r t(cr) L ''+v· (cr)R(g)J(x)dcr, 
Jso '\.SA xeHQ 

I (f; s)= f <J>+v·U; t,£!hoXv·(a)lal' - 112 dxa 
Jox"'-'x -

([W], Y, 1). Po ur la place v reelle, on peut supposer que T 0 est le modele de Whittaker de p,. 
relatif a"'~· On pose w .. =tr. Si v est f10ie et cr ESv, OD pose : 

w "<cr)=Pv<cr> t,.(v' ). 
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lntroduisons, pour toute place v, les espaces H; et H;, les representations de Weil r:. el,-; 
(attachees au caractere "1:.') et l'operateur de Fourier .?~ (cf demonstration du lemme 8). 
Supposons que f...= f~. x J;. Aune constante non nulle pres, t;t pour Re s assez grand, on a 
l 'egalite : · I 

I (f; s )= JlivU; , s), 

" 
OU: 

[ ou. N = { ( ~ ; ) } , [W], demonstration de la proposition 26 J. Par un raisonnement 

analogue a celui de [W], lemmes 49, 51 , 52, on peut choisir pour tout v~p un element 

fr E 5" ,. •. (H v) tel que Iv (f~ . s)# 0 pour Re s assez grand, le « assez grand » etant uniforme en 
v. Considerons la place V = p, et abandonnons Jes indices (1. Comme v' EV z; 2

, on a Xv·= x .. 
J;,, v· = f, .. v· Supposons J = 1; .. , .. Alors f 1 = car(lp) et .?•'J 2 est proportionnel a la fonction : 

f'(w, v) = f Xox .. (v) si t' 1,(1c)~n-E- P"(v ) et v,,(t>) = - E- l',,(v), 

0, sinon. 

Soit cr=d(a)y, avec aEQ;, r = ( ~ ~)Erp. Sous l'hypothese a, on a Jes egalites: 

r J'((Q, a)cr)xoXv{a)ial•+ l /ld x ll 
Jo,>< 

- r 0 si r¢ r "(n), - t XnX,.(<XD - 1)laD- 1 l ~+ l /l lX11X"(v pc)l- 1 lv p"l;s- l/i 

[en posant ep('f)= l si p#2]. D 'apres les proprietes de l'espace TP (IV, 4, assertion 7) et 
l'hypothese c : 

W ( cr) =Ev ( 'Y) Xo ( D) y (a) I a I µ (a) - 1 t P ( v' a 1) 

11 existe done une constante c(s)#O telle quc : 
,., ,,! I 

J"(f; .. v• s )= c (s ) r Xo(<X) µ(ex) - I I a1•+ l t"(v' a 2 )d x <X. Jz. 

a, 

1"u; .... s) = c<s> L: x0 µ - 1(ph)p_,,1.+11tp(v'p2''). 
h= U 
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D'apres Jes hypotheses bet d, ii existe h ~O tel que tr(v' p21')#0. On peut trouver s, avec Res 

assez grand, tel que Ip u; .. "' s)#O. Pour f = J;,, .. ®(®./~),on peut done trouver SE c tel que 
'"P 

I (}; s),60. La fonction gH <p v• U; t, g) est done non nulle. Elle appartient a l'espace 
i/' (ljl"', T) = V ®Xv· ([W], V, 4 ); et est de la forme <p:,., pour un certain <p' E V. Ecrivons ,, 
<p' = I <pi, OU <pj Ev et e (<p j)= ® w~ [en fait, ii est a peu pres clair que e(<p') verifie Jui-meme 

i ~ l r 

cette propriete]. D'apres la construction de <p' et le lemme 9, Jes fonctions w;, verif1ent !es 
proprietes suivantes : le groupe GP agissant dans ifi"P par Ia representation pp, W~ est 

invariante par Uu, par ulll(ll. vp et, si a, dEZ;, on a l'cgalite: 

(
a o) w; ( d- 1) w; (d - , ) wi Pp O d p=Xu a p=Xu a p · 

Notons ( , )c le produit hermitien de L 2 (Go ZA "-GA)· Comme ( <p', <p' )c #0, on peut 
choisir i tel que ( <p' , <p;)c#O. Posons <p=<p1

• Les proprictes demontrees ci-dessus 
impliquent que W~ x (Xo o det) E 1f" o. P (111 (n, v)), done que <p verilie (iv) et que 
111(n, v) ~m(Po. ,,). Comme ( <p', <p )c#O: 

r r t(cr) I ,. .... (cr)R(g)f(x)dcr<p(g)qg,60. 
JcozA "GA Jso '\SA .tEHQ 

En permutant ces integrations ([W], demonstration de la proposition 27), on 

obtient (v). D 

PROPOSITION 5. - Soit n ~sup (2e+1, n (x0 )). L'espace T P (n) est engendre par /es fonctions 

iv. p 0 jv. p(W)(J; •. v), quand VE o; (Pp), VP (v) E { 0, I}, et w E if! p (m (n, v)). 

Demonstration. - Notons T~ (n) l'espace engendre par ces fonctions. Soit VE o;, 
vp(v)E{O, 1}. On a: 

- vp(v);;;O; 
six~ est ramilie, h(v)= n(x0 xJ = n(xo);;;n; 

si x~ est non ramifie : 

h(v) ;;;sup(l, n(xu xJ)~sup(l , 1+2e) ;;; 1 +2e;;;n. 

Done sup( - vµ (v), h(v) - 11);;;0. On a sup(n, 2t+v,,(v))=n. Le lemme 8 montre que si 
w E "fr,,, iv.,," j ... ,,(W){f;,, v) ET p(n), d'ou !'inclusion T~ (n) c T ,,(n). Pour chaque place v, on 

peut def1nir un produit hermitien ( , ), sur T v, tel que si t 1
, t 2 ET, t{t1)= ® t~, 

t(t 2 )= ® r;, on ait l'egalite: 

< r1
• r2 > = D < c: .• r~ > ... 

.. 
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Soit T;; (11) !'orthogonal de T;, (n) dans T P (n). Si T~ (n) est non nu!, soit t PE T~ (n ), t,, # O, et r 

un element non nul de T tel que -r(t)=tp®(® t .. ). Soit run reel positifassez petit. On peut 
r~p 

trouver vEQ; (p,,) tel que Jes hypotheses du lemme 10 soieni satisfaites. Soient v', J; q> 

comme dans ce lemme. On a v'EO;, (Pp) el vp(v')E{O, J }: 

T" j •. ( <p) (f) =( ® ~v'. ,.) 0 ev·" jv· ( <p )(f) = ® Uv·, r 0 j ... ,. (W ,.) (J~)) 
r r· 

(IV, assertion 5, et IV, 4). Done : 

( t,jv•(<p)(f))= D ( l,., ~.· . .-ojv',r(Wv)(J~.)).-
1· 

D'apres l'assertion (v) du lemme 10, on a en particulier : 

Or Jes assertions (iii) et (iv) du meme lemme montrent que iv'.p ';jv'.p(Wp)(f~)eT~(n). La 
relation ci-dessus contredit la definition de c ,,. Done T;,' (n)= { 0} el T~ (11)= T P (n). D 

Soient nE"ll.., vEO;, (pp) tels que vP(v)e{ 0, 1} et 111(n, v)~h(v)+ 1 [dans ce cas 
111(11, v)=n-2E-vp(v), et n~sup(2e+ I, n(x.0 )}]. La f,onctipn Av: Kp(111 (11, v)-1)1-+Cx 
detinie par: 

~ (a b) _ 1, . 11.,. c d =xo Xv(a U.) 

est un caractere de K,,(m(n, v)-1). 

LEMME 11. - Soienl n El, VE o; (Pp) tels que VP (v) E { 0, 1 } et m(n, v)~ h (v)+ 2. II existe 
trois constantes y 1 , y 2 , y3 telles que: 

f. R(k)J;,. ,./...v(k)dk 
K,(m(n. v)-1) 

Demonstration. - Posons /11 = m (n , v), S la fonction du membre de gauche de J'egalite ci­
dessus. A une constante pres, on a l'egalite : 

S= °" R( l ~ m-L 
<"El,fpl, Cp 

0) . 1 J,,. ,. 

(d'apres le lemme 9). Pour cE"ll..
1
,, et x= (: v ) 

-u 
E HP , on a l'egalite : 

R( 1 0) . _. ( u+ vp"' -
1

c 
Cp

111 - I 1 J,,.v(X) - Ju.\' 2 m - 1 2111 - 2 2 w- up c-vp c -u- 1~p111 - 1 c} 
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Supposons XoXv ramifte. L'expression ci-dessus vaul Xc) 1 x..(v) si: 

{ 
vp(v) = E-h(v), vp(u+vp"' - 1 c)GO, 

(1) vp (w - 2upm- I c- vp2"'- 2 c~)G.1~ -E- vp(v), 

et o si (1) n'est pas vcriflee. Supposons vp(v)=E- h(v). Al~rs, d 'apres l'hypothcse sur 111: 

vp(vpm - • c)~E-h(v)+ni - l GO, 

vP (vp2
"' -

2 c2)~E -h (v) + 2111 - 2Gn-c-vP (v). 

La condition (I) equivaut a : 

(2) { 
i·P(v)=E-h(v), vp(u)~O, 

cP (w-2 ucp"-:a-r,M- •) G n - E- VP (v). 

Considerons la somme S(x): 
1 

(a) Si v,,(v)#E -h(v), ou vp(u)<O, ou v,,(w)< n-E-vp(v )-1, (2) n 'est veriftee po ur 

a ucun c, et S (x) = O. 
(b) Si vP (v) =E - h (v), v P (u)= O et v,. (w) ~ n-E -v,, (v)- 1, (2) est verifice pour ex~ctement 

un ce'1LP/p 7L,,, et S(x)=xa
1
x. (v). , , . , ~ ... 

(c) Si vp(v)=E -h(v), v,.(u)G 1 et vP(w) < n-E-v,.(v), (2) nest verif1ee pour aucun c, ~t 
S(x )= O. 

(d) Si up(v)=E- h(v), vp(u)G l el v,, (w)G n-E - v1,(v), (2) est verifJee pour tout 

c e'll.."/p7l..P, et S(x ) = PXo 1 x . (v). 

On calcule facilemcnl. i1 des constantcs pres : 

{
xi> 1 x.(v) 

.1;, .. ,.(x)= . . 
0, srno n; 

vp(w)Gn- 1- E- v,, (v ), si vp (u)=e-h(v), 

y; R (p - 1 )1·.;.·(d(p- 1))J,,_2 .• (x) 

{ 
xU- 1 x . (v) s1 vP(v)=e- h(v ). r,.(u)G I. r1, (1r)G 11 -e- e,.(v), 

= 0, sinon; 

y; R ( p- i) r+.(d( p - 1))1;1- 3 • v (x ) 

= { x.--; I Xv<.v) 
O, smon. 

Aloes : · 

Si Xu x. est non ramjfie, un raisonnement analogue conduit a u m eme resultat. 0 

L EMME 12. - Soient ~ E 'll.., VE o; (pp) tels que v,. (v) e { 0, l }, et m (n , v) G h(v)+ 1. JI exisle 
une constante yeC telle que : 
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( R (k£) 1;, . .'A."(k) dk = yr+·(d( P- 1 ))1;1-2. v· 
JK, (111(11. v)- I) -

Demonstration. - Soient S le membre de gauche et m=m(n, v). D'apres le lemme 9, la 

fonction kt--> R (kg) 1; •. ,. A.. (k) est invariante a droite par Jes matri~s ( : ~) e K P telles que 

v,.(c)~m - 1 , v,. (b)~ l. Aune constante pres, on a l'egalite: 

S= L R(bp)f,, .... 
hel,lpl, 

" 

Soit x= (: v )eH,,. P our b e'll..P, on a l'egalite : 
- u 

(3) R(b )l' ( )=l · (u -bw p -• (v+2ub -wb
2
)) 

p II. V X II.\' b • -= pw w - u 

Supposons x.0 x,. ramifte. L 'expression ci-dessus vaut x0 1 x."(p- 1 (v+2 ub-wb2 ) ), si : 

(4) 
{ 

v" (p- 1 (v+2ub-wb2 ))=E- h(v), 
vp(u -bw)~O, vp( pw)~ n -e-v,.(v), 

et 0 si (4) n'est pas veriftee. Supposons vp(pw)~n-E- vp (v). Alors : 

v1, (bw)~ n - 1-E- vp(v) =m + E- 1 G h (v) + e ~O, 

vp ( p- 1 wb2 )G n-2- E- vv(v)Gm+e -2Gh(v)-1 +EGE. 

L'expression (3) vaut done x0 1 x,.(p- 1 (v+2ub)) si : 

(5) vv(v+2ub)=l + e-h(v), 

et 0 sinon. Considerons la somme S(x). 

(a) Si vp(w)<n-1 - £-vp(v), ou vp (u) <O, (5) n'est verifiee pour aucun b, et S(x)=O. 

(b) Si vp(w)~n- 1-£-vp (v), el vp(u)=O, je dis que S(x) =O. Si h(v)> I, la condition (5) 
devient v,.(v)= 1 +e-h (v), et est independante deb . Si elle n 'est pas verif1ee, S(x )= 0. Si elle 
l'est : 

S(x)= L Xo 1 x.(p- l V)Xo 1 Xv(l+2ubv- 1 ) . 
be l,lpl, 

Or v,.(2uv-
1 
)=h (v) - 1 = n(xo 1 XJ-1, done S(x)=O par defmition de n(X0 1 Xv). 

Supposons h (v) = 1. Si v1, (v) < e, (5) n 'cstjamais vfrifiee et S (x ) = 0. Si vP (v) ~ e, (5) est verifiee 
pour tout b e'll..p/p 7l..P, sauf pour b=:.-v(2u)- 1 modp.71..w Alors: · 

S(x)= I xU-
1

x,.(2 p -
1
)xc>

1 xvCub+i- 1 v)= L Xo 1 Xv(2p - 1 )x1~ 1 x.(b), 
b" -r(211)-

1 
b e(l,/ p Z,) M 

ct S (x ) = 0, car X1) 1 x. est ramifie. 

{c) Si vv(w)~n- J - £ - vP (v), vp(u) ~ let v" (v)# 1 +e-h(v),(5) n'est verifiee pouraucun 
b e t S(x ) = O. 
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(d) Si vP (w)~n- 1- & - vP(v), vP(u ) ~ 1 et vp(v)= l+&- h(v), (5) est verifiee pour tout 

beZP/pZP . De plus Xo 1 Xv(p- 1 (v+2ub)) = xi) 1 X,.(p- 1 v) pour tout b, done 

S(x)=px;;- 1 x . (p- 1)XU- 1 x ,.(v). 

Pour une constante y', on a l'egalite : 

y' 1-,11 • (d ( p - 1 
)) J;,·~ z ... (x) 

{ 
xii 1 x,.(v) 

= 0, sinon. 

si vP (r)= I +&-'1(v), l'1, (u)~ I , r,,(1r)~11 - 1 -E-l' 1,(v), 

d'ou: 

Supposons maintenant Xu x,. non ramifie. L'expression (3) vaut 1 si : 

(6) vP ( pw) ~ n-&-vP (v), 

1-p si: 

(7) 

et 0 dans Jes autres cas. Comme precedemment, (6), resp. (7), est equivalente a : 

(8) v1,(u) ~ O. 11 11 (w)~ n-l - E-t11,(v), 

resp.: 

(9) 

Considerons la somme S (x ). 

(a) Si v,. (w)<n-1-&-vp(v), ou v
1
,(u) < O, (8) ou (9) n'est veriftee pour aucun b, et 

S(x)=O. 

(b) Si vP (w)~n-1 - E-vp(v), et vP(u) =O,je dis que S(x)=O. Si vp(v)<E, (8) ou (9) n'est 
verif1ee pour aucun b, et S (x)=O. Si vP (v)~ e. (9) est verif1ee pour b = - v(2 u)- 1 mod p ZP ' et 

(8) est verifiee pour b ¥- - v(2 u)- 1 mod p z,.. Alors S (x)= 1-p+ p- l =0. 

(c) Si v,. (w)~n-1 -E-v,.(v), et vp(u)~ 1, la condition (8), resp. (9), devient v,.(v)=&, 

resp. v1,(v)~E+ 1, et est independante deb. O n obtient: 

l 
0 si v,.(v)<E, 

S(x)= p si vp(v)=&, 

p(l - p) si llP (r}> E. 

Comme prccedemment, on en deduit le lemme. O 

Notons 7t, resp. n, resp. n 0 , l 'endomorphisme de T P' resp. 111 P' resp. 11'0 .,., defmi par 

n(t ,.)=p,.(d(p- 1 )) t,., resp. n(W)=pp(p- 1
} W , resp. no(Wo)=Po. p(P- 1

) Wo. 
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LEMME 13. - (i) Si n~sup(2£, n(x0 )) el t,.ETP(n), n(tp}eT,,(n+2); 

(ii) si m~n(x5) et W eit",.(m), n(W) e if',.(m+ l); 

409 

(iii) ii existe wncw E 1/11,(m(po. 1,)) tel que pour m~m(Po. ,,), 1//'p(m) soil ega/ a /'espace 
engendre par { n; (W"0w); 0 ~ i ~ m - m (Po. ")} . 

C'cst immcdiat ([DJ, th. 2. 2. 6, p. 81). o 1 

LEMME 14. - Soient veo; (p,,) tel que v,. (v)e {O, 1 }, et neN tel que: 
(a) n ~h (v) + v,. (v)+ 2 + 2 c; 

(b) n ~m(Po.,.)+v,,(v) + l+2E. 

A/ors pour Lout ~W e1//'p (m(n,v)), Uv.11" j .. ,,.(W)J(.f; .. ..> appartienl a l'espace 
T p(n- l)+nTp(n-i). 

Remarque. - Sous l'hypothesc a, T 11 (n-2), T ,,(n -1) et T,,(n) sont bien deftnis. 

De111011stratio~1. - Posons 111=;11(11, v). On a m=n-2E·-v,.(v)~m(p0. p)+l. On peut 

supposer W = n ' (W"°''), avec 0 ~ i ~m - m (Po. p). Soient u;= jv.,, (n1 (W"0w))(J,,, .. ) et cre SP. 
On a: 

u,.(a)= ( r>lt. (~)R(g)J;,". (x;)n 1 (W""'")v (g)dg. 
Jz,'-.c, 

Supposons i ~ m -111 (Po. JJ) - 1. Al ors R
1 (W""w) =WE iff p (~1 L I). Si k e KP (m - 1 ), on a 

Pv(k)Wv=A.. (k) Wv, done: 

U; (cr)=(mes K P (m- J ))- 1 x I f. l'>jr•(cr) R(gk) J;,, v(x;) Pv(k) w v(g)dk dg. 
Jz,'-.c , K,(111- 1 l 

u1(cr)=(mes K P(m-1))- 1 f r+· (a)R(g)f'(x;) W .. (g)dg, 
Jz,'-.c, 

avec: 

I'= I R(k) J;,_ ,.A..(k)dk. 
JK,(m- 1) 

D ' apres le lemme 11 : 

LI; (cr)= Y1j"· 11 (W)(J;,- 1. .. )(cr) + J'z .iv, P (W)(R ( p - 1 )J;,_2 . .)(cr d( p- 1 )) 

+ Y3 jv. ,,(W)(R(p- 1 )r+· (d(p- 1 
))};

1
_ 3 •• )(cr). 

Soient 11, t 2 , t3 les images par i ... ,, de j,., ,,(W)(J;, - 1. .. ) j,., 
11

(W)(R (p - 1 )f;,_
2 

• ..), 

.iv. p(W)(R(p- 1 }r,. (cl(p - 1))J;,_3_" ). Alors: 

Le lemme 8 et un calcul rapide montrent que t 1, r3 ET P (n - I), el t2 e T,. (11 - 2). L'expression 

ci-dessus appartient a Tp(n - l )+ nT11 (n-2). Supposons maintenant i = m-m(Po. p). Soit 
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W'=n;- 1 (W' .. w). Alors W =n(W' ), et W'Eiffp (m-1 ). On a: 

U ; (a) = r l"v• (a) R (g) J. •. • (x;) W~ (gp- I )x.( p) dg 
Jz,'\.o, -

= x.( p) r rv· (a) R(g£)J;,. v(x;) W~(g) dg 
Jz,'\.G, -

. . =(mes K ,, (m -1 ))- 1 x. ( p) r l'o11· (a) R(g) f' (x ;) w :.(g) dg, 
Jz,'\.G, 

avec: 

f' = r R (kp)J., . .">..v(k)dk. 
J K,(m- 1) -

En utilisant cetle fois le lemme 12, on conclut comme dans le cas i ;£m -m (Po. p) -1. 0 

4. Soil V E a;. Si Xo ( -1) =~(pp), on definit une fonction y [v] sur o; par : 

y [v](a)= { µxO- ' (~) si 
0, smo n. 

a=va.2 avec a.E Z;, 

L EMM E 15. - (i) Si x0 (-1)= -~(pp), TP(n) est nu/ pour tout n; 

(ii) si Xo(- l) =~(p,,), soil vEO;(pp) tel que vp(v)~O. II existe un entier n tel que 

y[v]ET,,(n). 

Demonstration. - Pour a. = - 1, la relation (A,,), 3, devient: 

~(pp) :Y,, ( - l) t = xo ( - 1) :Y P ( - 1) t , 

d'ou (i). Soil veo; (P,,) tel que v1,(v)~ O. Supposons x0 ( - l) =~(Pp). En tout cas 
y [v] E 9" (Q; (pp)), doncy [v] ET,,. D'apres IV, 4, assertion 7, y [v] verifie Jes conditions 1 et 3 
de (A,.). La representation p P etant lisse, 'Y [v] verifte la condition 2 pour n assez grand. 0 

Supposons Xo ( - 1) =~ (p 
11

). Soit J(p ,,) un systeme de representants du quotient 

o; (p")/Z; 2.Pour eEZ, soit: 

U(e)= {'Y [v]; vEJ (p"), vP(v)=e-m(Po. ") - 2E }. 

On note U (e) le sous-espace de T engendre par U (e). Soit np le plus petit des entiers 
p -

m(Po. ,,)+2E, m(Po. ,,)+2E + 1, tel qu'il existe VEO; (p,,) avec v,,(v) = nv-m(Po. ")-2E. 

Considerons J'hypothese 
(H) m(p0 _ ,,) ~ sup(n(X0)+ 1,2 +2E). 

PROPOSITION 6. - Supposons que x0 (- l )=m(p,,) et que (H) est verijiee. Soit n E N, 

n ~sup(l+e, n(xo)): 
(i) T,,(n)#{ O} si et seulement si n ~ n,,; 

(ii) si n ~ n", on a l'egalite T p(n)=$U (e), pour nP ;£e ;£ n. 

La demonstration occupe la fin du paragraphe. 
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LEMM E 16. - Sous /es hypotheses de la proposition, le~ proprihes suivantes sont vraies: 
(i) si n < m(P0 • 1,)+2E, T p(n) = {O}; 

(ii ) si n=m(Po. p)+2 e, T,,(n) est engendre par Tes fonctions [i . 01·. (W "0w)](j " ) pour 
tf11 X (- ) 71 X \ • p \ • P II. V > 

. VE'l.l!p Pp ("\ "-p; 

(iii ) si n;,m (po. ")+2e+ 1, T"(n) est engendre par T (n - 1) el les fonctions 
[i ... 1, u i •. ,, (W"0w)] (J;, .• ), pour VEQ; (pp) n pZ;; P 

(iv) si n> m(P0 • 1,)+2E+ 1, T p(n)=T"(m(Po. ,,.)+2E +_l)+1tT"(n - 2) . 

Remarque. - Sous l'hypolhese (H), m (Po.,,)+ 2e > sup (l +E, n (x0 )), cc qui donne un sens 
a (ii ) et (iii). 

Demonstration. - Soil n= m(Po. ,,)+2£ - 1. On a n ~sup(l +2E, 1, n(x
0

)). Si 
TP(n)#{O }, on peut choisir IET el VE(Ji; tels que Jes hypotheses du lemme JO soient 
satisfaites. Alors m(n, v)~m(Po. p). Or: 

On a: 
m(n, v)~sup (h(v), n-2E-vp(v)) = sup(h(v), m(Po. ,,)- vP (v) - 1). 

et, sous !'hypo these (H) : 

h(v)<m(Po. p), 

done m (n, v) < m (Po. 1,). Contradiction, el T,, (n)= { O }. 

Soit n= m(Po. 11)+ 2 E. Soient VE Q; (p,, ), v1, (v) E { 0, ·1 }, et W E 1/1,, (111 (n , v)). Si v,, (v)= 1 : 

m(n, v) ;£sup(h(v), n -2e- l )=sup(h(v), m(p0 . ,,)- 1)..::m(p0 . ,,), 

done W = O. Si ·v"(v) = O, 111(11, v) = m(Po. p), et W est proportionnel a w0•w. L'assertion (ii) 
rcsulte de la proposition 4. 

Soient n = m (Po.,,)+ 2E+ 1, vet W comm~ ci-<lessus. Si v,,(v)=O, le couple (v, n) verifie les 
hypotheses d u lemm~ 14. Comme TP(n - 2) ={ 0 }, on obtient : 

Uv. "0 iv. ,,(W)] u; .. J ET p (n-1 ). . 

Si v,,(v)= l , 111(11, v)=m(ro. p) ct W est proportionnel a wn•w. L'assertion (iii) rcsulte de la 
proposition 5. 

Soil n > m (Po. ,,)+ 2£ + I. En combinant comme ci-dessus le lemme 14 et la proposition 5, 
on obtient l'egaljte T,, (11) = T,, (n - l ) +it T" (n - 2). L'assertion (iv) s'en dedui t par recurrence 
sur n. O 

L EMME 17. - Supposons les hypotheses de la proposition satisfaites, et que 
nE ~ m(Po. p)+2E, m(Po. p) +2E+ l } . Suit vE(Ji; (pp) tel que vp(v)=n-m(Po. ) - 2E. Alors 
la Jo11crion [iv. P "iv. P (Wnew)] (f.1• v) est proportionnelle d y [v]. P 

Demonstration. - Notons t =[i oi (W"0w)] (j" ) Pour aEQX r:t.E ZX on a 
2 - v v. p v. p " · v • . p ' I' , 

tv(aa. )= µxo 
1 
(o:)t . (a) (lemmes 16 et 7, ii). Il suffit de demontrcr q ue le snpport de t,. est 

contenu <lans vz; 2
. Soit aEO;. 
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(a) s'. t'p(a)<O, t"(a)= O (lemme 7, ii); 

(b) si vp (a)~2, on a l'egalitc: 

t" (a) =p- 1y(p)- 1 µ(p)T~t" (ap - 2 ) 

(lemme 7, iii). On a T' t ET (n' ) avee , 
n' <m(po )+ 2i; done TP(n"' ) P{O}' n =sup(n- 2, 1 +i;, n(xo)) (lemme 7 i) Or 

· r ' r = , et t" (a)=O; ' · 
(c) supposons n = m(p0 )+2i; d 'ou' v ( )-O . IJ . , ,, ' vV-,et v (a) = I SJt()_;.0 . 

e emme 10 au tnpJet (l a 11) Al . ( r . ,. a ..,... ' on peut apphquer 
'" ' . OJs m n, a)~m(Po. p). Or: 

m(n, a);;:;sup(h(a), m(Po. p)-l) < m(Pu. p). 

Contradiction, et 1,.(a) = O; 

(d) s upposons n = m(p0 )+2E d'oi:i ( ) - O 
D' . IV ·JI ' !Irv - ' et v (a) - 0 a¢vz.x2 S . " apres , 4, assertion ll on al " r ., . , JI - ' P • 01t ..,=av- •. 

, ega Ile suivante, a une constante non nu!Je pres : 

t,.(a) = ( R (g)j' ( ) (W"cw " ) Jo .. , '\_G, "· v x~ u " , .., (g )dg. 

Soit gE GJI , posons g - 1 ; . g= ( u v ) 
de . . ~ ic -u et s upposons que R (g)J;, , " (x~)=I= 0. Par definition 

J,,, '" Jes relations smvantes sont verifi.ees : 

(10) { u
2
+vtv= I;, 

v,,(u)~ O, v ( )> 
JI w =11-1:: -vp(v)=m (pu. p)+ i;, vp(v)'?:,1::-h(v). 

Alorsvp(vw)~m(po.,,)+2c - h(v)~ l+2 .- donei: - 2 d 1+2 
. l'h - "'• ..,-11 mo p ·z t ):. zx2 

ment a ypothese. La fonetion gi--+R( )j' ( )- ,,, e ..,E r , eontraire-
( ) Y "· v x~ est done nulle et t (a) - 0· 
e s upposons n= m(p )+2£+ 1 d' . ' ,. - ' 

l;=av- 1 [on a v (l;) E{ ~>iv O}J s· ,( ) ou vJl(v)=O, vv(a)E{O, l}, et a¢vz x2. Soil 
• • P ' • 1 t" a ¥0 on montre (d) ,. P 

venfiant {10). On en deduit I;= u2 mod J +2c '.,., comme au qu il existc u, v, LV 
l'h h ' D P IL , donc v (l;) - Oet i: Ezx2 . ypot ese. one t,,(a)=O. 0 v v - .., P , contra1rement a 

Demonstration de la proposition 6 - L I 
ensembles Uo c U (111 (p ) + 2 e ) U ~(s emmes 16 et 17 montrent qu 'ii existe deux sous-

" · '' ' i c m(Po. vl+2e+l),telsquepourn EN · 
J } . to si n<m(Po.v)+2e, 

si n=m (Po, vl+2e, 

si n =rn (Po. vl + 2i;+ 1, 

U11+u. +1i:TJl(n - 2) si n> m(Po. Jl)+2s+ 1. 
SoientvEQx (p) . () {O I} 

P P , 1,, v E , ,etn unentiertelque [v] ET 
que Jes supports des fonetions de U , U _Y P (n) (lemme J 5 ). Remarquons 

<» resp. • • resp 1t T (n 2) . l 
p '?L.x resp p2l. Lcsegal 't ' . d . . P - ,sontmeus dans zx resp 

v, . P' I es c1- essus montrent que [v] - . P, . 
. y E U •,CvJ· Toujours par eomparaison 
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des supports, y [ v] E U,.,M. Done U; = U (m (Po. p) + 2 E + i), i = 0, I. En remarquant que pour 

e E'll.., ii: U (e) = U (e+2), )es cga)iteS ei-deSSUS montrent que: 

Par definition de n
1
,, U(m(Po. p)+2 £)={0}, si 11P,tm(P0 .J1) +2t::, done T,, (n) =E!JU(e), 

nP ;;:;e;;:; n. D 

5. LEMME 18. - Supposons p= 2, n(x0 ) ~ 2, et m(p0 , 2 )'?:,2. A/ors T 2 (2)={ 0 }. 

Demonstrntion. - Soient L2 E T 2 (2), et vEO; (p2 ). Si v2 (v)<O, t2 (v)=0 (lemme 7). 
Supposons v2 (v)=O. Si t2 (v) =l= O, on peut appliquer le lemme 10 au triplet t 2 , v, n= 2. Done 

m(n, v)'?:,m(p0 _ 2 ). Or: 

m(n, v)=sup(l , h(v)- 1 )~sup(l, ll(XoXv) -1)= 1, 

ea1: n(X,0 );;:;2, n(xJ~ 2. Done 111(11 , v)<m(Pu. 2 ) , eonlraclietion, ct 12 (v)=O. Done t2 est a 
support dans 2 Z 2 , et est invariante par U _ 1 (IV, 4, assertio n 7, i). Soit a. E z;. La ma trice 

d
2 

(a.) appartient au groupe engendrc par U _ 1 et U 2 ([D], p . 81 ). Comme 12 est invariante par 

U _ 1 et U 2, i1 existe i;' E { ± l } tel que p2 (d2 (a.))1 2 =f.' t 2• Cela contredit la condition 3 de 

(A2 ) (V, 1), sauf si t 2 = 0. D 
Considerons l'hypothese · · 

(H ') l 'une des conditions sufoantes est veriftee . 

(a) p=/=2, (b) m(Po. vl~4, (c) n(X,0 )~4, (d) Po. ,, n'es r pas supercuspida/e. 

PROPOSITION 7. - Supposons que p P est supercuspidale et que w {pp)= Xo ( - I) : 

(i) si p = 2 el 11(Xu)~ 2, a/ors T 2 (2)= { 0 }; 

(ii) si (H ' ) est eerijiee, (H) /'est egalement. 

Demonstration. - Soil v EO; (p,,). Les representations p,, et Pv(P,,) sont isomorphcs (IV, 
4, assertion 8). Deux eas se presentent : ou bien Pv. v- cr (I . 1!12, I . I; 112 

), o u bien Pv. v est 

supereuspidale ([W], prop. 18). 

(a) Supposons Pv. ,,-cr( I. 1~12 , I. I; 112
). On a E(Pv. ,, , 1/ 2) = - 1 ([JL], p. 109), done 

w (p")= -x.(- 1) (IV, 4, assertion 10), done Xo Xv(-1) = -1 , et n(xo Xv)~ I + 1::. Comme 

Po. r~cr(xoXvl · 1~12 , Xo 'Xvl · 1; 1
'
2

) , m(Pu.p)=211{x.0 xJ {lemme 2), en partieulier 
m(p0 _ r)~2+2£. Si x.5 est ramifie, n(XoXv)=n(x0 )'?:, 1, done m(Po. 1,)~ n(x.0 ) + I. Si x5 est 
non ramifi.e, 11(x0 ) ;;:;1+2 t::, et m(Po. v)~2+2E~n(X,0 )+1. Done (H) est verifiee. En 

partieulier m(Po. vl'?:,2, e t !'assertion (i) resulte du lemme 18. 

(b) Supposons Pv, "supereuspidale. Alors Po," est supereuspidale de caractere central X~, 
done /11 (Po. ") ~sup (2, n (X~) + 1 +1::) {lemme 2). En particulicr /11 (Po. vl ~ 2 et !'assertion (i) 

resulte du lemme 18. Si x5 est ramifie, n(x~) =n{x0)-c~l+E, do ne : 

m(p0 , ,,) ~ n(x.~ ) + 1 +1::'?:, n(x9 )+1 ~sup(n{x0)+ I , 2+2 t::). 
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Si xti est non ramifle et p-#2, n(x0 )2: 1, done: 

m(p0 _ 1,)?;2?;sup(n(x0 )+ 1, 2+2i:::). 

Supposons que xti est non ramifie, p = 2, et que (H ')est vraie. On an (X.o) 2: 3. D'apres (H ' ) : 

m(p0 , 1,)?;4 ?;sup(n (X.0 )+ l, 2+2E). 

Ccla demontre (H): O 

Remarque. - II ya exactement trois representations de G2 supcrcuspidalcs, de caractere 
x.1, non ramifte, de conducteur < 4 (une de conducteur 2, deux de conductcur 3 ). L 'auteur a 
verifie que pour celle de conducteur 2, la proposition 5 est rausse. 

VI. - Etude locale des representations de la serie principale 

On se place sur un corps local Qw On abandonne les indices p pour allcger Jes notations. 

1. Soient µ un caractere de o;, f!fi
1
, l'espace des fonctions f: S--.. C telles que : 

(i) fest invariante a droite par ~n sous-groupe ouvert de S; 
(ii ) pour tous creS, Tl E01,, aEO;, ee{ ±1 }; 

f((i d, e)d(a)_!lcr)=Ey(a)I <XI µ(<X)f(cr ). 

On peut identifier fa sa restriction au groupe compact i, et !Jtiµ a un espace de fonctions sur 
r. Le groupe s agit dans PJI, par translation a droite. Soit Pµ la representation ainsi definie. 
Pour /E~1, et aEO; , posons: 

t~(a)= ;~ 1-.z.f(w~)ljl(- ab)db. 

Cette Iimite existe (on peut la noter 1 .... ) . Soit T 1, !'image de EM1, par !'application f 1-+ t 1 . 

Cette application est un isomorphisme de ffd
1
, sur T,, ([W], lemme 6), ce qui permet de realiser 

p
1
, dans T

1
, . Pour a, beQ;, posons : 

J (b, a) = L Jdb, a), 
ke1 

OU : 

LEMME 19. - Soient tET,,, aE O;' T]EOJP , <X EO;. On a /es egalites: 

P,,(!i) t(a) =: o/(aT])t(a), 

i>,, (d (<X)) t (a)= :Y (<X) IC£ Iµ - 1 (~ l t <4~2 
), 

TOME 60 - 1981 - N°4 

Pµ(w)r(a)=( t - 1/p) I 1(b)J(b, a)db. Ju. 
[W], lemme 7. 

On a l'egalite ~ (p1,)= µ ( -1). L'espace T,, est un espace K(p1, ) veriftant les conditions de 
!'assertion 7 (IV , 4). On pourra utiliser Jes definitions de IV, 1 et V, 1. On suppose clans la 
suite que lµlc= l·I~. avec r~O. Si ~eo; et µ = j.j 112 x~, on note T~, le sous-espace des 
fonctions teT1, telles que t(a)=O pour tout aeso; 2

• 

PR0Pos1T10N 8. - (i) si µ 2 "# 1.1, Pµ est irreductible; 

(ii) si ~ E Q; et µ = 1.1 1
'
2 x~, le sous-es pace T~ est irreductible. 

[y{), prop. 1 et 2. Dans le cas (i), on pose n1,=p1,. Dans le cas (ii), on note crµ la 
representation de S dans T~,. 

2. Posons E= v,, (2). Soient X.o un caractere de Q; , nun en tier, n ~sup(2 s, n (X0 )). On note 
T1,(n) l'espace des fonctions tETf, veriliant la condition (A,,) (V, 1), et ~1.(11) son image 
reciproque par fi-+t1 . D'apres le l~mme 15, i, on peut supposer x.0{.,- l )= µ (- 1). Pour 
a, cE Q P' posons : 

:t'(a)=(; 

On verifle !es egalites : 

-1) 
0 ' 

-r" (c)= ( 1 0). 
c I 

(11) { 
t'(a1 +a2 )=•'(ai)-r"( - a2 ); 

-r"(c1 +c2 )=•"(ci)-r"(c2 ). 

Si fe!!fiµ, aepZ1,, cEZP,_on pose f'(a) = f(•'(a)), f"(c)=f(•" (c)). 

LEMME 20. - Soil n?;sup(J +s, n(x.0 )). L'application f1-+(f',f 11
) est un isomol'phisme de 

f!dµ (n) sur l'espace des couples defonctions(f',f"), avec f' , resp. f ", dejinie sur p z,,, resp. Z P, 
invariante par p" ZP, tels que : 

1° pour tout aepZP, f'(a)=f'(O); 

2° si ~1x.0 1 est ramijie,f'(O)=O; 

3° pour tous ceZP, <XE Z;, f " (ccx2 )=µx0 (cx - 1)f" (c); 

4° pour t~JUt cEZ;, f"(c)=y(c)x0 1 (c)f'(O); 

5" pour tous cepZP, <X EZ;, tels que vp(cx-l) ~vp(c): 

Demonstration. - Si f E~1, (n), les fonctions f' et/" soot invariantes par p" ZP , d'apres Jes 

relations (11) et (A,,). Soient f', f" dCfmies sur pl.P , Z P, invariantes par p" ZP . Soit A. 

resp.~. un systeme de representants de pl.P/p" Z P, resp. ZP/p" ZP. Comme !'ensemble: 

{• ' (a); aeA}u{-r" (c); c~~} 
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est un systeme de representants de l'ensemble des classes r ,,Jr P (n ), on peut con~truire une 
unique fonction f sur iv• impaire [i.e. f (y(id, s ' ))=s' f (y)], verif!ant (A,,), de couple associc 
(f', f"). II faut voir a q uelles conditions f effA,,. Ces conditions sont que, pour 

aepZv, ceZP: 

l ' pour tout T] EZv, f(!i•'(a)) = f' (a); 

2' pour tout T]EZP, f<D..•" (c))=f" (c); 
3' pour tout cxez;, f(d(ct)1'(a))=y(cx)µ(cx)f'(a); 

4' pour tout cxez;' f(d(et.)1"(c)) =y (a.h1(a.)f"(c). 

On calcule les matrices en question : 

si T] Ep 2P : 
.!l • '(a)= 1 ' (a+11 ), 

Tl _ ).(c(l+ric), l +ric)] , 
{1+11 c) 1 

si l + Tl cit Z; (done c e Z; ) : 
(

c I ) . .!l•"(c)=1'((l + 11c)c- 1
) 

0 
c - J ; 

d(a.)i: ' (a) =11 (a a.2 ) d{a. - 1 
) , 

d (a.) 111 {c) =1" (c a.- 2
) d (et.). 

Les conditions l ' a 4' sont equivalentes a : 

1" si T]EP Z v, f'(a+11)=f'(a); 
2" si 11ez;, Xo 1 (a+11)y(a+T])(a+T], - l)/" ((a+11)- 1)= f'(a); 
3" si t +11cez;, Xo 1 (1+11c)y(l+T]c)( -c, 1+11c)f"{c(l+T]c)- 1 )= f " (c); 

4" si 1+11c¢z;,x0 1 (c)y(c)f'({l+11c)c- 1 )=f"(c); 

5" · Xo (a.) y (a.) f' (a a. 2 ) = y (a.) µ (a.) I' (a); 

6" Xo 1 (a.) y(a.)f"(ca.- 2 )=y(cx) µ (a.)f"(c). 

Supposons ces conditions verif1ees. Alors : 
l " pour l( = - a, donne f'(a) = f'(O), d'ou 1°; 

5" avec a= O, donne f'(O)=O, ou x0 (a.)= µ (o:) pour tout a.ez;, d'ou 2"; 

6" donne 3°; 

4" avec cez; et l(=-C- 1
, donne 4"; 

3" aveccitz;,etc#O,et11 =c- 1 (0:- 1 - 1),donne: 

f"(co:)=(-c, cx)y(cx) - 1 Xu(o:- 1)/"(c), 
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mais(-1 ,a.)y(a.) 1 =y(a.),d'ou5". 

On verifie reciproquement que !es conditions l " a 5° impliquent les conditions l " 
a 6" . D 

3. Supposons p#2, n ~sup(l, n(x_0 )) [et toujours x0 (- l)= ~1( - l)]. Les conditions du 
lemme 20 se simplif!ent : si a. ez;, y(a.)= 1, et si vP (cx-1)~ 1, (c, a.)= 1 pour tout c. On 
defmit les fonctions suivantes surf, impaires, et verifiant (A,,), par leur couple associe : 

l 
F'[n, l](a)= 1 pour tout aepZ.1,, 

F[n, l ] F"[n, 1](c) = x0 (c - 1
) si cez;, 

F" [n, l](c)=O si cepZP; 

l 
F' [n, p"](a)=O pou~ tout a, 

F[n , p"] F"[n, p"](c)=O si vv(c)<n, 

F" [n, p"]( p") = I. 

Pour ceQP, 1 ~v,,(c)~n- 1, t'v (c)~n-11(µx0): 

\ 

F ' [11, c](a) = 0 pour tout a, 

F[n, c] F " [n, c](ca.2 )=µx0 (a. - 1
)' si cxez ; , 

F"[n, c](c')=O, si c' n'est pas de la forme c'=ca.2
• 

Ces fonctions F' et F" sont bien inva riantes par p" ZP. Remarquons qu'a !'exception de 
F[n, p"], les fonctions ainsi definies sont en fait independantes de 11. Soit l(n) la reunion de 
{ 1, p"} et rl'un systeme de representants de u p" "'ff..; /"'ff.. ; 2

, 1 ~h ~n- 1 . La valuation vP se 
defmit naturellement sur I (n), a valeurs dans { 1, : .. , n} . 

PROPOSITION 9. - Soit n ~sup(l , n(xo)): . '. 

(i) !?11,(11)# {O} si et seulement si 11~11(µx0)+n(µ - 1 x0 ); 

(ii) sin~ n (PXo) + n (~1 - 1 Xn ), f!4 1, (11) admet pour base /'ensemble des Jone lions F [n, c], pour 
ce l (n) tel que n(µ - 1 x_0)~vP(c)~n -n (µx0 ). 

Demonstration. - Soit f une fonction sur f, impaire et veriftant (A,.). On definit les 
fonctions suivantes verifiant Jes mernes conditions : 

'< I 

et pour ce l (n), cit{ 1, p"}: 
. . 

l 
(q,. J )' = 0, . 

q..f (q,. J)" (c_a.2 )= f "(ca. 2
) si 

(q..f)" (c')= O s1 c' n'est pas de la 

a.ez;, 

forme c' = c cx2
• 
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Le lemme 20 montre que fEr!4
1
,(n) si et seulement si qrf e!?4 .. (n) pour tout c E I (n). Soit 

c E I (n ), supposons qr I# 0, et considerons les conditions du lemme 20. 

(a) Si c=l, qJe1'"(11)<=> F[11, I)e9.91,(11) et qJest proportionnel it F[n. I) ; 

F[11. l]e .1!1
1
,(11) <=> 2" est verif1ce . 

.;;.. 11(µ - 1 Xo)=O, 

.;;.. ll (µ - 1 X.u) ~ l'1, (£') ~ 11 - 11 (~IX.u), 

[car si 11(µ - 1 xo)=O, 11-n(µx11)= 11-11(x~)~ 11 - 11(xo)~O] . 

(b) Si c= p", q,.fe!?41,(n).;;.. F[11. p"]E.:111,(11) et l/, /est proportionnel ~. F[11. p"]: 

F[11. p"]eJ11,(11) <=> 3" est vcrif1ee, 

<=> 11(µX11)=0, 

.;;.. 11(µ- 1 Xo)~vp(c)~n- n(µXo). 

(c) Sic¢{ 1, p"}, posons h=q,.j: ··· l 1° h"(ccx)=h"(c) pour vp(cx- l)~n-vP(c), 
hE~1,{n) <=> 2" h"(ccx2 )=µx0 (cx- 1 )h"(c) pour cxEZ; , 

3° h" (ccx)=x0 (cx- 1 )h"(c) pour v,,(cx-1 )~vP(c); 
I 

(la condition 1" traduit !'invariance de h" par p" "?LP, les conditions 2° et 3° sont les conditions 
3° et 5° du lemme 20). Supposons ces conditions verifiees. Soit cxez;, vP(cx- l) ~ vP(c). 
Alors vp(cx2 - l) ~vp(c). Les relations 2° pour ex et 3°pourcx2 impliquenl µ - 1 Xo (ex) = 1. Done 
n(µ- 1 x0)~vp(c). De meme si vp(cx-l)~n - vp(c), les relations 2° pour cx et 1° pour cx2 

impliqueot µx.0 (cx) = 1. Done n (µx0) ~n - vP (c). De plus, ii est clair que Ir est proportionnelle 
a F[n, c]. Reciproquement, sin (µ - 1 Xo)~ v,,(c) ~n -n (µX0 ), la fonction h= F [n, c] verifieles 
conditions 1°, 2°, 3°. Ces resultats impliquent la proposition. 0 

Soil F[O] la fonction impaire sur t, egale a 1 sur r. 
LEMME 21. - Supposons n(x.0 )=0: 

(i) ~"(0)# {O} si et seu/ement si µest non ramijie; 

(ii) si µ est non ramifie, .9l 
1
, (0) est de dimension l, engendre par F [OJ. 

C'est immediat. O 

4. Supposons p#2, 11~ sup(11(xo). n(µi.0) + 11(µ - 1 xo)}. 

PROPOSITION 10. - (i) Si n(xo)=n(µ) = O: 

t" F[O] = py(p)(µ(p)+ µ(p - 1 
)) F[O]; 

(ii) si n(µ- .1 X0 )=0, et n~l: 

t~F[n, l] =py(p)µ(p - 1)F[n, I); 

(iii) si 11(µx0 )=0, n(µ - 1 xoh~O, et n=n(µx0 ) +n(µ - 1 xo): 
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t~F[n, p"]=py(p)µ(p)F[n, p"]; 

(iv) si 11(µx 0 )=n(µ - 1 Xo) = O, n(xo)#O, et 11= 1: 

T~F[l, p] = py(p)µ(p)F[l, p)+(p-l)F[l, 1]. 

_ Demonstration. - C'est un simple calcul. Dans le cas (i), t PF [OJ Ef:f9 .. (0), done 
TPF[O] =xF[O], pour un xeC. Appliquons cette egalite au point I : x=t,,F [O] (1). Or: 

TPF[O](l) = [ L F[O](Ed(p))]+[ L (p, -u)F[O](up- 1 )]+F[O](d(p- 1)) 
11e Z, l p' Z, 11EIZ,/pZ,l x 

= [ L .Y ( P > µ ( P) IP I J + r I< p, - u )J + :Y ( P - 1 l µ ( P - 1 
) IP- 1 1. 

II II 

car F[O]e~1 .. d'ou: 

X = p y ( p) (µ ( p) + µ ( p - I)). 

Supposoos 11(µ - 1 x0 )=0, n(µx 0 )>0. On peut supposer n=n(µx 0 ), car 
F [n, 1] = F [n(µx0), 1). Alors t~ F [n, 1) =x F [11, 1) pour un x E C (prop. 9). Au point -r' (0), 
on obtient : 

x=t;,F[n, 1](-r'(O)) = L F)n, l](<'(O)~d(p)). 
uel,/p'l, 

Pour vp(u)~2, on a l'egali te: 

-!) J -p " 2 -t 
_ 1 ,(u,pu) < (p u ). 

p LI 

Comme F[n_, l](-r" (c))=O si vp(c)>O, et F[n, l] e !?41,, ii reste le terme en u=p2
: 

x=y(p)µ(p - 1 ) l p - 1 I F[11, 1]{-r" (J))=py(p)µ(p - 1 ). 

Si 11(µ- 1 Xo)=n(µx. 0 )=0, on peut supposer 11 = 1. On a une relation: 

T~F[l, l)=xF[l, t)+yF[l, p]. 

En calculant cette egalite aux points -r' (0) et -r" (0)= 1, on obtient : 

x=py(p)µ( p - 1
), y=O. 

Si n(µx 0 )=0, n(µ - 1 Xo) > O, n = n(µx0 )+n(µ - 1 x0 ), on a une 
T~F[n, p"]=x F[n, p"]. Appliquee au point l, elle dorine x=py(p) µ(p). 

Si n (µxo)=n (µ - i Xo)= O, n (xo)#O, on a ur~e relation : 

T~ F (1, p] =x F [1, 1) + y F [l,.p]. 
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En specialisant cette egalitc aux points I et t ' (O), on obtient : 

)' = p y ( p) µ ( p ), 

X= I F[I , p](t ' (O)~d(p)), 
11el,fp' l , 

X= L(u, pu)1(pu - 1)µ(pu - 1)jpu- 1 JF[1, p](t"(p2 u- 1
)). 

II 

Si uEZ; , (u, pu)y(pu - 1)= y(p), F[l, p]{t" (p2 u- 1)) = 1. II resle le facteur µ(u - 1
) . Or 

n(µ)=n(x 0 )>0. La somme sur les uEZ; est done nulle. Si u = p2
, F[I, p]{t"{ p2 u- 1 )) = 0. 

Enfm si u = pu', avec u' E Z ; ,(u, pu) y(pu - 1 )=( p, u'), F[l: p]{t" (p2 u- 1 ))= l. Comme µ lz,x 
est quadratique non trivial, µ (pu- 1)=µ(u' - 1)=(p, u') . Le terme de la somme 
correspondant au est egal a 1, et X=p-1. D 

On note t [n, c], resp. t [O] , !'image dans T1, , par l'application f 1--+ t l• de F [n, c], resp . F [O), 
quand ces fonctions sont defmies. 

LEMME 22. - Supposons n(xu)=n(µ) = O, soit ueQ;. On a /es egalites: 

t"r[O](a)= 11 y (p)[µ(pl 1 1[0)(op1)+(p, alp 1 ; l[lljt11Jj l 
0 si t'l'(a)<O, 

py( pl[~1( pr 1 1 [O](ap1 )+ ~1( p) t (O](ap - 1 )] 

Demonsrrn1ion. - On a les egalitcs : 

t pt [O](a) = I p11 (.!{d(p))t[O](a) 
uGl,fp1Z, 

+ L (p, -u)p1,(up- 1 )t[O](a)+p,,(d(pL 1))t(O](a) 
ltEll,.fr1,.t>< - - ' 

= _L\jl(auJY(p) jpj µ(p- 1
) I [O](ap1

) 
II 

d'apres le lemme 19. On calcule cette derniere expression grace au lemme 7, ii, et aux 
formules du 11, 6. D 

5. On conserve les rr:~'mes hypotheses. Comme µ - 1 Xo ( -1)= 1, ii exisle deux caracteres 
Y1, Vz de z; tels que vi =vi =µ - • Xo lz: (on a V2=V1 x x,, lz,x). On pose 
l ' (11) = l (11 )- { l, p"} (VI, 3 ). 

LEMME 23. - Soient n~sup(l, 11(X0 ), n(µx 0 )+ 11(µ - 1 Xo)), fef!..B1,(11), a e <Q ; . On a 
t'egalite : 

TOME 60 - 1981 - N° 4 

PORMES MOl)lll.A!RES DE POinS Df;Mt-ENTTER 421 

tf(a)=µ(-1 )f'(O)car(Z,,, a) 

+ [ ·L (l -l/p)y( - c) µ( - c)/"(c)-
2

1
[11(v 1 , -ac- 1)+11(v2 , - ac- 1))] 

<·el'(u) . 

+ [J,, (l - l / p)y( - p1
') µ( -p") x f' ' (p") ri (µ - 1 XP' • - ap- ")]. 

Demonstration. - On a : 

tl (a) = r f(w£)"1(-ab)db. Jo, 

j (wf!) = j (w) = j (d ( - I) t ' (0)) = r ( - 1) µ ( - I) j ' (0) = µ ( - 1) f' (0). 

((
-b- I 

J (w£)= I 
0 

Si b=c- 1 ex2
, avec cE l ' (n), ex ez;, on a (lemme 20) : 

d'ot'.1 : 

et : 

OU: 

f"(b 1)=µxo(ex)/" (c), y( -b- I ) = y( - C), 

f (w£) = .Y ( - c) I c Iµ ( - c) µ - 1 Xo (ex)/" (c). 

I" (b - I ) = j " ( p" ), 

S 1 = ( µ( - l)f'(O)\jl(-ab)db, Jz. 
... 

S2= L S2(C), s 3 = I s 3 < p" ), 
ce l '(nJ l1 = n 

Si (c)= i=,· 'a".aEL:' y(-c)Jcjµ(-c)f"(c)µ - 1 Xo(cx)\jl( - ac- 1 ex2 )dh, 

S3 ( p'') = ( y (-p'') Ip'' Iµ( - p1') f" ( ,n") µ- 1 x,. (cx) lj!( -ap - h ex) dh. 
J b.-p *a. ae L,."" · I 

On calcule : 
S 1 = µ( - l)f'(O)car(Zv, a), 
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pour ce l '(n): 

Or : 

S2(c)=(l-J /p)y(-c)µ-(-c)f"(c )~ r µ- 1 xo(cx) \jl(-ac - •cx2 )dxcx. 
2Jz,x 

~ 1 µ - 1x 0 (cx)\)l( - ac- 1 cx2 )d xcx 
2 L," 

=~ r (v.(a2 )+v2(a2 ))\jl(-ac- 1cx2)rcx, 
4 Jz,x 

Pour cxe z.; - z.;2, v1 (a)+v2 (cx)=O. L'expression ci-dessus est egale a: 

<l 'ou : 

S2 (c)=(l-l/p)y(-c)µ( - c)f"(c)~[1l(v 1 , -ac- 1) + 11(v2 , - ac - 1
)]. 

Enfm, pour h '!?, n : 

S
3
(p1')=(1 - J / p)y( - p1')µ( - ph)f"(p") r µ - • x,,.(a)\)i(- ap- 1'cx)dx a, 

Jz,x 
=(1-1/p)y( - p")µ( - p")/" (p")ri(µ - •xp» - ap-h). 0 

LEMME 24. - Soit a E 0;. On a /es egalites: 

(i) si n(xo) =n(µ)=O : 

t[O](a)= { l +(p, a)µ(p)p - 112 
1 - µ ( p2

) p - 1 si 

(ii) sin(µ -• Xo)=O, et n ~sup(l , n(x0 )): 

si vp(a)=O, 

vp(a)= 1; 

t[n, l](a) = µ(- l)car(Z1,, a); 

(iii) si n(µx 0 )= 0, n(µ - • Xuh~O, et n = n(µxo)+n(µ -: • Xo): 

y(p'r1 P- n12e(µ - 1 Xp•, 1/2)(p"-, a)µ(a) 

t[n, p"](a)= 
si vv(a)=O, 

y (p") - 1 P- 1112(p", p) y ( - p)e(µ - •xr•, 1/2)(p"+1, a)µ(a), 

si vp(a) = 1; 
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(iv} si n(µxo)=n(µ - • Xo)= O, n(x.0 ):;eO: 

t[l,p](a)={ _
1

_ -p-
1
y( - p)µ(-p) si vp(a )= O, 

p -y(-p)µ(-p)[p- l+µ(p)p 112(p,a)] si v,,(a)=l. 

Demonstration. - On applique le lemme 23 et Jes formules du II, 7. Pour (i), on prend 
n= l. On a F ' [O](O)=F"[O](p) = l, µ(-1)=1. Si v,,(a)=O, seul le terme h= l intervient 
(dans la somme de h=l a oo). Si vP(a)=l, seul le terme h=2 intervient. Pour(ii), 
F' [11, l](O) = 1 et les autres termes sont nuts. Pour (iii), F' [n , p"](O) = 0, F" [n , p"](c) =0, si 
c e 1' (n ), F" [n, p"]( p") = 1, µ2 est rarnifi.e, done n (µ - i Xp•) = n pour tout h. Si vP (a)= 0, seul le 
terme h = /1 in tervien t, d 'ou : 

t[n, p"](a)=(l- l / p)y( - p11 )µ( - p")11(µ - 1 x p', -ap- ") 

=( 1- 1/p)y( p")µ( p")TJ (µ - • X,p•• p- ")( p", a) µ(a) 

=y(p") - 1 p- "12e(µ- • Xp•• l / 2)(p", a)µ(a). 

Si t'µ(a) = 1, seul le tcrmc h =n+ 1 intervient, d'ou : 

t [11. p"] (o) =(1 - I I p) Y ( - p"+ t) µ ( - p"+ i} 11 (µ - i Xp·· •' - ap- ,,_ • ), 

= (l - l / p)y( - p" + 1 }(p"+ 1, -p- 1 )µ(p 11 )11(µ -•·x,,•· •, p - ")(p11 + 1, a)µ(a) 

= y ( p" } - i p- " i ( p", p) y ( - p) e (µ - i x,, .•. ' I /2 )( p" + t, a)µ (a). 

Pour (iv), µl z,x est quadratique non trivial. Si vP(a)=O, seul le terme h= l intervient. Si 
vP(a)=I, Jes deux termes h= l et '1 = 2 interviennent. D 

Soit Jun systeme de representants du quotient o;;z;. Pour v e o;, on deftnit y [v] 
comme en V, 4. 

LEMME 25. - Soit nG;sup(l, n(x0 ), n(µx0 )+11(µ-• x0 )) : 

(i) si n (µxo) > 0, n (µ - 1 Xo)> 0, /'es pace engendre par /es fonctions t [n, c], pour c e I (n ), 
11(µ - 1 Xo) ~vp(c)~n-n(µX.0 ), est egal a l'espace engendre par /esfonctions -y[v] pour veJ, 
0 ~ vp(v)~n -n (µ- 1 x 0 ) - n(µx0 ); 

(ii) si n(µxo) = O, n(µ - • Xo)>O, /'espace engendre par lesfonctions t[n, c], pour cEl(n), 
n(µ - 1 Xo)~vv(c)~n, est egal a l'espace engendre par t[n, p"] et par lesfonctions -y[v] pour 
VE J , O~vp(v)~n-n(µ- 1 Xo)-1, ou n=n (µ - 1 Xo): 

(iii) si n (µ- 1 Xo) = 0, /'es pace engendre par /es junctions t [n, c], pour c EI (n ), 
O~vp(c) ~ inf(11 - 11(µx0 ), n-l), est egal a /'espace engendre par t[l, 1] et par lesfonctions 
-y(v], pour veJ, O~v,,(v)~n - 1 -sup(l , n(µx0 )). 

Den_wnstration. - Supposons 11(µ - •xo) >O, soient he~ tel que t~h~n-1, 
n(µ - • Xo)~h~n-n(µx.0), et ce l '(n) tel que vp(c)=h. Utilisons le lemme 23. On a 
n(v1)=11(v2 )=n(µ - 1 x0 ). Done (II, 7) t[n, c] est a support dans p1•-.. cµ -•x.1zx, et verifi.e 
I 'egalite : p 

t [n, c](a a 2
) = µx~ 1 (ex) t [n, c](a), 
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pour to us a E Q;' a:E z;. Une telle fonction appartient a l'espace engendre par les fonctions 
y [v] pour VE J, vp(v)= '1-n (µ - 1 x0}. En comparant leurs dimensions, on voit que l'espace 
engendre par lcs fonctions t[n , c), CE l ' (n), Vp(c) = h, est egaJ a l'espacc engendre par )es 
fonctionsy [v], v E J , vP (v) = h - n (µ - 1 x0 }. On en deduit (i). Par construction, dans le cas (ii}, 
l [n, p"] est combinaison lineaire de t [n, p"] et de fonctions t [n, c], pour 

11(µ - 1 Xo) ~vP(c) ~n-1. On en deduit (ii). 

Supposons 11(µ - 1 Xo)= O. D'apres le lemme 24, ii, l'espace engendre par t[l, 1] et les 
fonctions y [v], v E J, 0 ~ vP (v);;; n -1-sup (1, n (µx0 }}, est I' ensemble des fonctions t sur iQi; 
telles que : 

t(a)=O 

r(aa:2 )= I (a) 

si vP(a) < O, 

si a E O!; , a: E Z; , 

t(a) est constant pour vr (a)~n-sup(l, n(µX 0 )). 

La fonction 1 [l, l] appartient a eel espace. Soit CE 1' (11), 1 ~vr(c)~n-n(µxo). Le 
lemme 23 et les formules du II, 7, montrent que t[n , c] appartient a cet espace [ici V1 = 1, 

v
2 

= xP lz,x, n (v1 )= 0, n (v2 ) =I]. En comparant Jes dimensions des espaces en question, on en 

deduit (iii) . D 
6. On conserve Jes memes hypotheses. Si µ 2 # I. I, on pose p = n 1,. Si µ

2 
= I. I, p = cr1,. Soil 

J (p) un systeme de representants du quotient O!; (p )/Z ;
2 

(IV, 4). On definit dans Jes cas 
suivants un en tier net des ensembles U (e) de fonctions sur Q;. Toutes ces fonctions sont a 
support dans Z r 

(I) Si n(µx
0
)> 0, n (µ - 1 Xo)> O, on pose n=n(µx0 )+n(µ -

1 
x 11 ), et pour e~n: 

U(e)= {'Y[v]; ve J(p), vp(v)=n- n} ; 

• (2) (a) si n(µx 0 )=0, 11(µ - 1 x 0 )>0, on pose n = n(µ - 1 x0 ). On dcfmit 11 par: 

rL 

L t, (aplh) X'' = 
i. ~ o 1

1*_, - •x_,,ii, 1 /2)(p".ah1(a)(l - ~1(p2 )X ) - 1 
s1 

(p" , p)y( - p)E(µ - 1 Xpii+I, 1/ 2) I 

x(pii+i, a)µ(a)(l - µ(p 2) X) - 1 

Pour e~ n, on pose: 

U (e) = { · { t I } Si - e = n, 
{ y[v]; v EJ, vp (v)=i:,-n - 1} 

-s1 e> n; 

(2) (b) sin (µx
0
)>0, n(µ - 1 x 0 )=0,onposen= n(µx0 ),t1 =car(Zp},et poure~n, U(e)est 

defini comme en (a); '· 

(3) si µ 2 # I.I , n(xo)=n(µ)=O, on pose n=O. On defmit t0 et t 1 par: 
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" .L ru (ap2") xh = 
11 = 0 

~ (l+(p, a)µ(p)p - 112)(1-(p, a)µ(p)p - 112 X) 

( 

x(l -(µ(p 2)+ 1)X+µ(p2)X 2) - 1 

(1-µ( p2) p - 1 )(1-(µ( pi)+ I )X+ µ(p2) X2) - 1 

si vp(a)=O, 

s1 e,,(a).;,, I: 

Pour e~O, on pose : 

U(e)~ l {to} si e=O, 

{ t 1 } si e = 1, 
{ y(v]; VEJ, vp(v)=e-2} si e~2; 

{4} si µ1 = I.I, n(xo)= n(µ)=O, on pose n=l. On definit t 2 par : 

E t2(ap2h)X'' = {(l - (p,a)µ(p)p112)(l - µ(p2 )X)- 1 si vr{a)=O, 

'' = 0 ( 1 + P - 1)(1 - µ ( p2
) X ) - 1 si v P (a)= 1. 

Pour e~ 1, on pose : 

U(e)= { !t2} si e = l , 
{y[v]; vEJ(p), vr(v) =e-2} si e~2; 

, (5). (a) si µ 2 #I. I, 11(µXo)= n (µ - t Xo)=O, 11 (Xo) > O, etµ( p)# µ( p - 1 ), on pose n= 1. On 
defiml t 1 et t 2 par : 

t 1 = car(Z,,), " I (l-µ(p
2
) X) -

1 
si r 1, (a) = 0, 

L t1(ap2h)Xh= . (1 -(p, a)µ(p)p112) 

1i-u · . x (l - (p, a)µ(p - 1)p1 12)- 1(1-~(p2) X)- 1 

Pour e~ I, on pose: 

U ( e) = { { t 1 , t 2 } si e = I , 
{ y[v]; VE], vr(v)=e-2} si e~ 2; 

_(5). (b) si µ2 # I.I, n(µx.0)=11(µ - 1 Xo)=O, n(X0)>0, et µ(p)=µ(p - 1 ), on pose n =l on 
defimt t 1 el t 2 par : ' 

, t 1 =car{Zr), 

t
2

(a) = { 0 si vp (a) = O, 
(l - l / p) - 1 (l+µ(p)p 1

'
2 (p, a)) si v,,(a) = l, 

12 (ap2)= t2(a)+1 1 (a) si vp(a)~O. 
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On defmit U (e) coffime en (a); 

(6) si µ2 = I.I, n(µx 0 )= n(µ - 1 X.0 )=0, n(x.0 )> 0, on pose n = l, on defmit t 2 commc 

en S (a), et pour e~ I : 

{ 

· { t 2 } si . e = 1, 
U(e)= { - } y[v]; vEJ(p), vP(v)=e-2 si e~2. 

On note U (e) J'espace engendrc par Jes e!Cments de U (e). Si µ 2 = 1-1, on pose 
T~1 (11)=T11 (11) nT~, (VI, 1, 2). '· '". ' . 

PROPOSITION 11. - Supposons p#2, µ(-l)=:x. 0 (-1), er soil ne N: 
(i) si µ2 # 1.1, l'espace T1, (11) ~s-t non nu/ si et seulement sin ~n. Si ;i ~n, on a l'egalite: 

T 11 (11)=EE>U (e), 
• * - I 

(ii) si µ2 = 1.1, /es memes assertions sont vraies pour /'es pace T~, (11 ). 
' ,# - .- • • • • 

Demonstration. - Supposons · i.t2 # 1.1. La.' proposition est un corollaire des 
propositions 9, 10,'et "des lemmes 7, 21, 22, 24, 25. lndiquons quelques formules: 

- dans le cas 2, a (resp. b ), t 1 est proportionnel a t [n, p';] (resp. t [n, 1]) (les form ules de 
recurrence du lemme 7, iii, et de la proposition 10 conduisent aux fonnules de l'enonce); 

- dans le cas 3, to est proportionnel a l [O], et t I a t (1, l]; 
- dans le cas S, a, on calcule t 1 et t 2 . en diagonalisant l'operateur t~ dans T 11 (l) 

(prop. 10). On obtient : 

t, =µ( - l)t[l, 1], 

t = - 1 - µ(p)-µ(p - •)( p-_l )· 
2 pµ( )y(p) p-µ(p2 ) t[I, p]+ py(p)(µ(p)-µ(p - •)) t[l, 1] , 

dans le cas S, b, t ;, n'esl plus diagonalisable dans T 1, (1 ), mais unipotent. On a choisi : 
I 

t,=µ( - l)t[l , 1], I 

12 = (1 - 1/ p)- 1 y(p) µ(p)t[I, p)+µ( - l ){p - 1)- 1 t(l,1). 

S upposons ~L = 1. 1112 x.~ , avec ~ E Q; . Le meme raison nemen t perm et de calculer T 1, ( n ). 11 
reste a determiner quelles soot les fonctions de T 1, (11) s'annulant sur ~ Q ;

2
. C'est facile. 

lndiquons les formules : 
- dans lecas4,t2 =-pt[O]+µ(-l)(p+l)t[l, l]; 

- dans le cas 6, ti est le meme qu'en s, a. 

Remarquons que !'expression 1 - (p, a)µ(p)p 112 s'annule en a=~u2 • En effet: 

7. On revient a la situation du VI, 2, et on suppose desormais p= 2. Soit n ~sup (2, n (:X.o)). 
On dcfmit les fonctions suivantes surf, impaires, et verifiant (A,,), par leur couple associe : 
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I F'[n, l](a)=l pour tout ae2Z2 , 

F[n, 1] F"[n, l](€)= y (c)x0 (c- 1
) si v2 (c)=0, 

. F"[n, l](c)=O si v2 (c)>O; 

I F'[11, 2" - 1](a)=0 pour tout a, 
F[n, 211

-
1] F"[n, 211

-
1](c)=O si v2 (c)#11 - l, 

F"[11,211
-

1](c)=l si t' 2 (c)=n - 1; 

I 
F'[n, 211](a)=O pour tout a, 

F[11, 2"] F"[n, 2"](c)=0 si v2 (c) < n, 

F" [n, 2"](c) = l si v2 (c) ~ n . 

P_our cE01 , 3 ~ i·2 (c) ~ n -3, r2 (c)~n- l-n(µx.0 ): 

F[n, c] F" [n, c]{ccx2 )=µ:x.o (CX - 1
) si cx ez;' I F ' [11, c](a) = 0 pour tout a, 

F" [n, c](c' )= O sic' n'est pas de la forme c' = ca2
. 

Sin~ I + sup (2, ll(X.o x. 2)): 

l F'[n, 2](a)=0 

F[n, 2] F"[n, 2](c) = 0 
pour tout a, 

Si V2 (C) # l, 
F"[n, 2](2a) = x.o:X. 2 (a 1 )y(a.) si ct.EZ; . 

Si n~2+sup(2, n{:x.0 )), et r 2 (c)=2: 

I F' [n, c](a)= O pour tout a, 

F[n, c] F " [n, c](ca.) = X,0 (cx - 1
) si a e l+4 Z2 , 

F" [n, c](c')= O si c' n'est pas de la· forme c' = cct.. 

Si n~S, r,,(c)=n - 2 : 

I F' [11, c](a) = 0 pour tout a, 

F[n,c] F"[n,c](ccx)= l si cx e 1+ 4 Z
2

, 

F"[n, c](c')=O sic' n'est pas de la forme c' = c a. 

Ces fonctions F' et F" sont bien invariantes par 2" Z 2 . On pose : 

1(2) = {I, 2, 22
}, 1(3)= {I, 2, 22 , 23 } , 

et pour 11 ~4. on note I (n) la reunion des ensembles suivants : 

• ~ I 2 211
- I 2" } l ' , , , 

• un systeme de rcpresentants de(22 z;·/1+4 Z 2 )u(211
-

2 Z;/1+4 Z 2 ); 

• un systemc de rcprcscntants de u 2"' Z; tll.; 2
• 3 ~m~n- 3 . 
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PROPOSITION 12. - Soit n ;;;sup(2 , n(xo)): 
1° supposons n (µx

0
)> 0, n(µ - 1 x0 ) > 0. Si 11 < 11(µxo)+n(µ -

1
x o)+2, ~µ(n)= { O} . Si 

n;;; 11 (µx
0

) + n (µ - 1 Xo) + 2, .~ !• (n) admet pour base /'ensemble des fonct ions F [11, c], c EI (n ), 

n(µ - 1 Xo)+ l ~v2 (c) ~ n- l - 11 (~LXo}; 
2° supposo11s 11(µx 0 ) > 0, n (µ - 1 Xu) = 0. Sin <n (µx 0 ) + 1, ~!' (n) = { 0 } . Sin~ 11 (µxo)+ I , 

f!4!, (n) admet pour base /'ensemble des fonclions : 

F[n, c], c E l(n), 

3" .mpposons n(µx
0

)= 0, 11(µ - 1 x0 ) > 0. Si 11 < 11(µ - 1 xo) + l , f!41,(11)= { 0 } . Si 

11 ;;; n (µ - 1 Xo) + 1, @µ (11) admer pour base l' ensemble des fonctions : 

F[11, c], CE I (n ), 

4" supposo11s 11 (µx
0

) = n (µ - 1 Xo} = 0, n (Xo) ~ 2. A/ors 141, (11) admet pour base /'ensemble des 

fonct ions : 

F[2, l], F[2, 22
] si 11=2, 

F[3, 1], F[3, 22
] , F[3, 23

] si n = 3, 

F [n , c], c E l(n) si 11 ~4; 

5° supposons 11(µx
0

)= 11(µ - 1 x 0 )=0, n(x0 ) = 3. A/ors &fi1,(2) = { O}. et si n~3, _qa!,(n) 

adnret pour base /'ensemble des .fonclio11s : 

F[3, I], F[3, 2], F[3, 23
] si 11 = 3, 

F(4, l] , F[4, 2], F[4, 23
], F[4, 24

) si n= 4, 

F [n, c], C E 1 (n) si 11 ~5 . 

Demonstration. - Soil I une fonction sur r, impaire et verifaant (A,.). On defmil Jes 

fonctions suivantes verifiant )es memes conditions : 

l 
(q , f)'=f', 

q 1 f (q 1 f)" (c)=f" (c) si v2 (c ) = 0 , 

(q 1 f)"(c) = O si v2 (c ) > 0; 

pour c E I (11), C7~ 1. 

l/,. I l (q,. f)" (co:) = f" (c Cl) 

(qJ)" (c' )=O 

(qJ)' = O, . 

si C1 EZ;, v2 (et - l ) ~ inf(3, v2 (c ), n -v2 (c )), 

si c' n 'est pas de la forme c' = co:. 

Le lemme 20 montre que f Ef'A!
1
(n) si et seulement si qcf E~µ(n} pour tout c E I (n). Soit 

c E I (11), supposonsf =qJi= O; 
1° si c= 1, fE~!1 (n } si e t seulement si F[n, l] Efldµ(n) et I est proportionnelle a F[n, l] 

(lemme 20, 1,4). M ais F[n, l] Et'Aµ(n) si et seulement si 11(µX<) 1) = 0 (lemme 20, 2); 
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2'' si c=2, supposons f ePAµ(n) . Alors, pour aE Z; , v2 (a- 1 )~ 11 - l : 

f " (c)=f" (c a)=(c, C1)y(a)x0 1 (a) f " (c ) · 

(lemme 20,5), d 'ou Xo X2 (a) = :Y (Cl). Sin = 2, c'est vrai pour tout et E z; , ce qui est impossible. 

Done n~3, et Xo X2 (o:) = l pour v2 (C1- l)~n- l , i.e. n ~ l + n(xo 'X. 2 ) , done 
n ~ 1 +sup(2, 11 (Xo X2 )) . Alors Jest proportjonnelle a F [n, 2) (lemme 20,5). Pour a E z;, on 
a: 

(lemme 20, 3, 5), done µ - 1 Xo (Cl) = 1, et n (µ - 1 Xo) = 0. Reciproquement si n (µ - 1 Xo) = 0 et 

11~1 + sup (2, n (Xo X2 )), la fonction F [11, 2] verjf1e Jes conditions 3 el 5 du lemme 20; 

3°. si v2 (c) ~ 2, la condition 5 du lemme 20 se simplifie : (c, cr}Y (o:) = 1 si v2 (C1 - l ) ~ v2 (c). 
La fonction I appartient a £?81,(11) si et seulement si, pour aE Z; : 

(a) f " (c a.) = f " (c) , si v2 (a. - l) ~ n- v1 (c}; 

(b) f " (c a 2 )= µx 0 (a- 1 ) f " (c ); 

(c) f " (c a) = xo (a.- 1) .f'" (c ), si v2 (a-l}~ v2 (c). 

Je dis que ccs conditions sont equjvalentes a ux conditions s uivanles : 

(a' ) n(µxo ) ~ sup (O, n- v2 (c) - 1); 

(h')n(µ - 1 Xo ) ~v2 (c ) - 1 , 

(c') si v2 (c)= 2, n(x0 )~sup(2, n - 2), 

(d') I est proportionnelle a F [11, c]. 

Eneffet,soit o:EZ;. Si V2 (o:- 1)~ 11 -V2 (c)-1, on a V2 (a.1 - 1)~ 11 - V2 (c), alors(a)pris en et2 

et (b) pris en a. impliquent µx0 (C1- 1 )=1. On en deduit (a' ). Si v2 (o:- t)~v2 (c)- 1, On a 
v2 (a2 

- l) ~ v2 (c), a lo rs (c) pris en a.2 et (b) pris en Cl impliquent µ - 1 Xo (a.) = 1. On en deduit 

(b' ). Si v2 (a.- l)~sup(v2 (c ), n- v2 (c))(a) e t (c ) impliquent que Xo(ci)= 1. On en dcduit (c'). 

Enfin (d') est clairc par construc tion . Reciproquement, supposons (a' ), (b' ), (c') veriftees, et 
posons I""' F [n , c]; 

- sin - v2 (c ) ~inf(3, u2 (c )),f" est defmie par la relation (a )(par construction de F [n, c]). 

Pour verifier (b) et (c ), il faut montrer que n(µx 0 )=0, n(x0 ) ~v2 (c}. Or, d 'apres (a') : 

n(µx0 ) ~sup (0, n -v2 (c)- l)~sup(0,3 - 1)= 2. 

De plus µx u(-1) = 1. Done n(µx0 )= 0 . Alors µ - 1 lq = xo lq, et 11(~1 - 1 Xo.)= n (x5). Si x~ est 
ramifie, on a d 'apres (b ' ) : 

si x5 est non rarnrne et v2 (c)~3 : 

et si x5 es t non ramifie et v2 (c ) = 2, on a d 'apres (c' ) : 

n(xo) ~sup(2, n-v2 (c))~ sup(2, inr (3, v2 (c))) = 2 = u2 (c); 
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si 3 < inf(n -v
2 

(c), v
2 

(c)),f" est defmie par la relation (b ). Pour verifier (a) [resp. (c)], ii 
fautmontrerquesi v

2 
(cx2 - l )~n- v2 (c)[resp. v2 (cx

2 -l)~v2 (c)], on a l'egalite µx0 (cx-
1
)= 1 

[resp. µx
0

(cx- 1 )=x
0

(cx- 2 )]. Or n-v2 (c)~4, v1 (c)~4. A multiplication par -1 pres, 
inessentielle puisque µx 0 ( - 1) = 1, la condition v2 (cx2 - l)~ n-v2 (c) [resp. 
V2 (cx2 - l) ~v2 (c)] equivaut a V2 (ex- 1) ~n - Vi (c) - I [resp. V2 (ex - I)~ V2 (c) - 1). Alors (a) et 

(c) resultent de (a') et (b'); 

- si v
2 
(c) ~ 3 ~n-v2 (c),f" est defmie par la relation (c). Pour verir1er (a) et (b), ii faut 

montrer que n(x0)~n -v2 (c), et 11(µ - 1 x0 )= 0. Soit cx EZ;,, v2 (cx- l) ~11-v2 (c). Comme 

n - u2 (c)~3, ii existe P tel que v2 (P-l)~n-u2 (c) - 1 , et P
2

= cx. Alors: 

µx 0 (P)= 1, d 'apres (a'); 
µ - 1 Xo(P)= l, d'apres (b' ) et u2 (c)~n-u2(c), 

done X
0

(cx)=Xu(P2 )=1, d'oti n(x0)~ n-v1 (c). L'hypothcse (b') implique 

11(µ - 1 Xo)~ v2 (c)-1~2, done n (µ - 1 Xo)=O puisque µxo ( - 1)= l. 
II resulte de cette ctude que !JA µ (11) admet pour base I' ensemble des fonctions F [n, c] pour 

CE I (11), telles que \es conditions suivantes soienl verifiees : 

I" si c = l , 11(µ - 1 Xo)=O; 
2" si c = 2, 11(µ - 1 x0 )=0, et n~l+sup(2, n(XoX2)); 

3° Jes conditions (a'), (b'), (c'), si u2 (c)~2 
[remarquons que si n(x~)=I- 1, la condition 2" s'eerit n(~t- 1 Xo)=O et n~2+n(x~)]. En 
specifiant ces conditions dans Jes diITerents cas possibles, on obtient la proposition. 0 

8. On conserve !es memes hypotheses. Soit n le plus petit entier n ~sup (2, n (x0 )) tel que 

~,.(n)=I- {O}. 

PROPOS ITION 13. - Supposons II= n: 
liJ si n(µx 0 )>0 et 11(µ - 1 Xo)=O, 

t ; F[n, 1]=2y(2)µ - 1 (2)F[n, I]; 

(ii) si n(µx.0 )=0 et 11(µ - 1 X.0 )>0: 

t ; F[n, 2"] = 2 y(2) µ(2)F[n , 2"); 

(iii) si 11(~1x0 )=n(µ - • Xo)=O el n(x0 ) ~ 2: 
t; F [2, 1] = 2 y (2) µ - I (2) F [2, 1]; 

T2 F[2, 22]=2y(2)µ(2) F[2, 22]+Z- 1 y(2)µ(2)(l + i~t{ - l))F[2, 1]; 

(iv) si n(µx 0 )=11(µ - 1 Xu) = O, et n(xo)=3 : 

t ; F[3, 1]=2y(2)µ - I (2) f [3, l]~ 
t ; F[3, 2]= F[3, 1]; 

t ; F[3, 23]= 2 y(2) µ(2) F [3, 23] +y(2) µ (2)(1 + i µ ( - 1)) F [3, 2]. 
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Demonstration .. -:: Les deux premieres assertions se demontrenl comme dans le cas p=l-2 
(prop. 10). Pour (111), on a des egalites : 

t~ F[2, l] = xF[2, 1]+yF[2, 22
], 

t ; F[2, 22]=~' F[2, l]+y'F[2, 22
]. 

La premiere egalitc, prise en •' (0) puis en I =-r" (0) donne (comme dans le cas pi= 2); 

x=2y(2) µ - 1 (2), y=O. 

La deuxieme egali tc, prise en l puis en •' (0), donne : 

J'1 =2 y (2) µ(2), 

x'"= L F[2, 22](t' (O)~d(2}) 
11~l,!4Z2 

= l:(u, 2u}F[2, 2 21((2
u-' 

u 0 

=2)u, 2u)y(2u- 1)µ(2u - 1 )12u - 1IF[2, 22]("r"(4u- 1)). 
II 

. I 

_Par defmition de F " [2, 22
), seuls Jes termes avee v2 (u)=O interviennent : 

x'= L (u, 2u),Y(2u - 1)µ(2u - 1 )121 
11 = ±1 

= 2 - 1 µ (2) Y (2} (I + ( - 1, - 1) y ( - 1 ) µ ( - 1 )] = 2 - 1 µ (2) y (2) ( I + i µ ( - 1)) 

(ll, 6). Dans le cas (iv), on a des egalites (prop. 12): 

(12) 

(13) 

(14) 

t ; F[3, l)=xF[3, l] +y F[3, 2]+zF[3, 22], 

t; F [3, 2] = x' F [3, 1) + ; ;' F [3, 2) + z' F [3, 23], 

t ; F[3, 23]=x" F[3, l]+y" F[3, 2]+z" F[3, 23): 

L'cgalite (12) prise en • ' (O), en 1, et en • " (i), donn~ -: ·• .,. t 

x=2y (2)µ - 1(2), z~O, 

)'= L F [3, l](t" (2) ~d (2)). 
11eZ,/4Z, . .·.· : . 

On a: 

•" (2)~d(2)=[(2(2uo+ 1)- 1. . 2- 1 u: ) . . .. - J 
(2 U + 1 )2- I >' (2 LI+ 1 ! - 1) {

11 

(8 (2 U + 1}- 1 i 

-1.,. 

Comme F[3, lJ (t" (8(2u+ 1)- 1))=0, po-ur to.ut u,y .=0. .., 

L'egalite (13) en -r ' (O) donne: . '' : . 
i'' 
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x'= L F[3, 2](-r' (O)~d(2)), 
UEL,/4Z, 

x'=l:(u, 2u)y(2u - 1 )µ(2 u- 1 )12 u- 1 I F"[3, 2](4u- 1 ). 

" 
Par definition de F" [3, 2], seul le terme u = 2 intervienl, eJ x' = 1. Prise en -r" (2), l'egalite (13) 
donne: 

y' = L F[3, 2](t"(2)!:!d(2) 

= L (2 u + I, - I ) Y (2 (2 u + I) - 1 
) µ (2 (2 u + 1) - 1 )12 (2 u + I )- 1 I F" [3, 2] (8 (2 11 + I )- 1

) 

II 

=0. 

Prise en 1, l'egalitc (13) donne z' =O. 

• L'egalitc (1 4) en -r' (O) donne x"= O, car F "[3, 23](4u- 1 )= 0 po ur O~v2 (u)~2. Prise en 
-r" (2), elle donne : 

)'
11 = L (2 u + 1, - 1) :y (2 (2 u + 1 )- I ) 

II x µ (2 (2 u + 1)- I) 12 d II + I) - I IF" [3, 23](8(2u+1 )- 1 
). 

On a F" [3, 23] (8(2u+l) - 1)=1 pour tout u. En posant t=2u+l, on a: 

r" = 121 µ(2 J:Y<2> L: u. -2>:Y<c) µ(c ). 
tEilf /1 +8Z, 

Comme n(µ)=n(x0 )=3, on a n(µx_ 2 ) ~ 2 , d'ou: 

y" = µ<2>:Yc2) L: ci. -2):YCr)µ(c) 
1=± 1 

= µ(2) y(2)(1 + ( - 1, - 2) y (- 1) µ ( - 1))= µ(2)y(2)(1 + i µ ( - 1)). 

Enfm l'egalite (14) prise en 1 donne z"=2y(2)µ(2). O 
9. On conserve Jes memes hypotheses. Comme µ - 1 Xo ( -1)= 1, ii existe quatre caracteres 

V;,i = l ... 4, de z; tels que V~= µ- 'xo l zf· Soit l ' un systeme de representants de 
u 2,, z; 1z; 2

, h= 1 ... oo . 

LEMME 26. - Soien1 n ~ n,f E~1,(n), aEO;. On a l'egalite : 

. 1 4 

t1 (a) = y(- l) µ( - l)f'(O) car (Z2 , a) + L 2- 1 y (-c)µ( - c)f"(c)- L TJ (v;. -ac- 1
). 

• CEI' 4 i = I 

Demonstration. - Elle est essentiellement identiquea celle du lemme 23. On ne separe plus 
les cas v (b) ~ -net -n+ l ~v(b)~ - 1. O 

LEMME 27. - Soien/ CE l ', aEO;. On a Tes egalires .~ 

(i) si n(µx 0 )= 0 : 
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- - 1 4 L 2 1..y( - cu)µ( -cu)- L ri(v;, - ac- 1 u - 1
) 

ueLf t7f2 4 i= I 

=r2 y( - c) µ ( - c)[(l +i) Tl (µ - 1 Xn - ac- 1 )+(1 - i) 'l (µ - 1 X- ,·• - ac- 1 
)] ; 

(ii) si n(µx 0 ):=0, 
1 4 

L r 1 y(-cu)µ (-cu) - L Tl(V;, -ac- 1 u- 1 ) 

uE(1+4Z,J/Zf 2 4 i = I 

(iii ) si n(µ - 1 Xo)=O, 

L r 1 y(-2u)µ(-2u)xoX2(u - 1 )y(u)~ I Tl(v;, -a2- 1 u- 1
) 

uE!lf /Zf2 4 i = l 

=2- 1.y( - 2)µ( - 2) 11 (1, ar 1
). 

Demonstra1io11 . - Pour (i), on ales egalites: 

- - - - 1 Y (- cu) =y( -c) X- ,.(u) y (u)=y ( -c)2 [(1 + i)xcCu) +(I - i)x_.(u)], 

µ (-cu)=µ(-c)µ(u), 

(ll, 6 et 7). Le membre de gauche est egal a : 

- 2- I ~ 
2 y( - c)µ(-c)4 .~ ri(v;, -ac- 1 )[(l+i)(L:v; µx,.(u))+(l - i)(:l:v;µX -c (u))]. 

t - 1 If It 

Remarquons que Jes caracteres V; µxc, resp. v; µx. -<> decrivent tous les caracteres 
quadratiques de z;, quand i = l. . .4. En effet (v;µxc)2= µ - 1 x0 µ2 = µx0 (sur Z;), et 
n(µx 0 )= 0. Les sommes en u sont nulles si v;µXc#l (resp . v1µX-c#l) et valenl 4 si 
v;µXc = l (resp. v;µX - c=l). Pour v1=µ - 1 Xc, le terme entre crochet vaut 4(l +i). Pour 
V; =µ - 1 X- c• ce terme vaut 4(1 - i). Pour Jes autres v1, ce terme est nul. D 'ou !'assertion. 

Pour (ii), on a l'egalite :Y (-cu) =y ( - c) X- ,· (u), car u E 1 +4 Z2 , et y(u)= 1. Le membre de 
gauche vaut : ' · 

On somme cette fois sur u E 1 +4 Z 2 . La sornme en u vaut 2 sin (v; µx. - , ) ~ 2, i.e. V; = µ - 1 X- .. 
ou v; = µ - 1 x,., et 0 sinon, d'ou )'assertion. 

Pour (iii), on a Jes egaliles : 

:Y (- 2 u)x2 (u- 1 )y(u)=y(-2), 

µ (-2 u)x0 (u- 1 )= µ( - 2). 

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPUQUEES 



434 J.-L. WAl.l>SPl ' IHa:R 

Le membre de gauche vam : 

La somme en u vaut 4 si v; = 1, 0 sinon (ici vr = µ - 1 Xo I q = 1), d'ou )'assertion . D 

10. On conserve Jes memes hypotheses. On note t [n, c] !'image dans T 1, de F [n, c] quand 
· cette fonction existe. On defmit p, J, J(p), T~1 (11) comme dans le cas p::/:2 (Vl, 5, 6). 

Po ur veio;, on defmit la fonction y [v] comme en V, 4. On pose: 

1 
y' [v] = l (y [v] +y [5 v]). 

Si (' El. on ddinil les fonctions sur o; . y" [el ct 1° kl : 

yo[e](a)= {I 
- 0. 

y"[e]=car(2''li ), 

si r
2

(a)=e ct (a. - l)=-x.,( - 1). ousi r 2 (a)=e+I, 

sinon . 

On a deja defmi r entier ii (VI, 8). On defmit dans les cas suivants des ensembles U (e) de 

fonctions sur a;. Toutes ces fonctions sont a support 'dans Z2. 

(1) Si n(µx0 )>0, n(µ - 1 Xo) > O, on a n=n(µx0 )+n(µ - 1 x0 )+2 .. Pour e~n, on pose: 

U (e)= {Y[v]; v e J (p), v2 (v) = n-n}. 

(7) (a) Si n(µX11)=0, n(µ - 1 x0 )>0, on a n = 11(µ - 1 x0)+ 1. On defanit t 1 par: 

r.(µ - 1 x2•, l / 2)(i.al 

x µ(a)y(a.u(µX2n))(l-µ(2 2 )X)- 1 si v2 (a)=O, 
ex. 

L r, (a22h)Xh = 
lr= O 

[voir le lemme l pour la definition de a(µ)] . 

(b) Si n(µx
0
)> 0, n(µ - 1 Xo) = O, on a n =n(µx0 )+1. On pose t 1 = car(Z 2). 

Dans Jes cas a et b, pour e ~ii, on pose : 

I 
{t 1 } st e= n, 

{ t 1 • :r" [OJ} si e = ii+ l, 
U(e) = 

I {t 1 ._r"[l], £1 .y'[l]} si e=ii+2, 

{ t, .y"[e- n - 1]. t1 .y'[y- ..-2], y[y- 11 - 3], y [-y-n- 3]]' 
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(8) Si 11(µXo )= 11(µ - 1 Xo) = O, n(x0 ) ~ 2, µ2 # j.I, on a n=2. On pose: 

on defmi t 12 par : 
(a) si µ(2)#µ - 1 (2): 

, 
L l 2 (a2211 )X11 = 

,, ~ o 

(/J) si µ (2)= µ- 1 (2): 

(1 - (2. a)~t (2)2 112 )(1-(2, a) µ - 1 (2) 2112 ) 1 (l - µ (22 )X) - 1 , 

si r 2 (a)=0 et (a, - l) = X0 (-l ), 

si v2 (a)=0 et (a, - 1)=-x0 (-1), 

{
(1 -(2,a)µ .(2)r 112

) -
1 si v2 (a)=0 et (a , -l)= X0 (-1), 

t 2 (a) = . 
0 s1 L'2 (a) = O et (a, - 1)=-x0 (- 1), o u si v 2 (a) = l , 

Dans Jes cas a et b, pour e~n, on pose : 

U(eJ= 

{ t 1 , t 1 } si e = 2, 

{y0 [ol} · si e= 3, 

{y'[-Xo(-1)], )'[Xu( -1)], y[5Xo( - 1)]} si e= 4, 

{J:° [2], y[ - x0 (-l)J} si e=5, 

{ y ' [ - 2·· -~ Xo ( - 1 )], y' [2°- 5] , Y [2e- 4 Xo ( - 1)], Y [2 .. - 4 5 Xo ( -1 )]} , 

si e~6 et e est pair, 

{yo[e - 3], y [-2 .. - 5Xo( - l)], y [2e- b], y[-2e- 6]}, 

si e ~ 6 et e est impair. 
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(9) Si n(µx0 )= n(µ - 1 Xo) = O, n(X0)~ 2, µ = I. I ll2x<.,avec1;eO;; on a i1~2. O n defmit t2 

comme en 8, a. On pose U (2) = { 12 }. Pour e~ 3, on defmit U (e) comme clans le cas 8, en 
supprimant, pour e pair, !'clement y [2e- 4 X0 (- 1)] (resp. y [2 ' - 4 5x0 ( - 1)]) si 
Xo( - l)el;0; 2 [resp. 5x0 (-l)el;0; 2

] . 

(10) Si n(µx 0 )=n(µ - • Xo)= O, 11(x0 )= 3 et µ2 #I .[ , on a 11=3. On pose t 1 = car(Z2 ), on 
defmit t 2 par : 

(a) si µ (2)#µ- 1 (2): 

µ(2- 2 )(1- µ (22)X) - 1 si V2 (a) = O, 

(l-µ(22)X)- 1 si r! (a) = l et (a, - l) = -xo(-1), 

(1 - (2, a) µ(2 )2112)(1-(2, a) µ - 1(2)2 1 2
) 1 (I - µ(2 2 ) x)- 1, 

oc 

L t 2 (a 221')X1' = 
/r = ll 

si · ,·2 (ci)~ I ct (a,"- 1)·::xoi -~J; 
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(b) Si µ(2)=µ I (2): 

t 2 (u) = l si v2 (a)= I el (a, -l)=-xo( - 1), 

\ 

0 si v2 (u)=0, 

3+(2, a)µ(2)2 112 si v2 (a)=l et (-1, a)=Xo(-1). 

Dans Jes cas a et b, pour e ~ ~' on pose : . 

U(e) = 

{t1 , 12 .1" [0]} si e= 3, 

{ J'.° [11} si e=4, 

{ y" [e-3], y'[2"- 5] , y[2r - 4 X0 (- l )], y[2e - 4 S:x,0 ( -l)J} , 

si e~ 5 el e est impair, 

{ }'.° [e-3], 'Y [ - 2··- S Xo ( - 1 )], 'Y [2"- b], 'Y [ - 2r-b1}, 

si e~5 el e est pair. 

(11) Si n(µ:x, 0 )=n(µ - 1 x.o)=O, n(Xo)= 3, µ = I . I 1 12 x~ , avec~eQ;, on an= 3. On deliniL t2 

comme en 10, a. On pose U (3)= { 12 , y" [O] }. Pour e~4, on deftnit U (e) comme en 10, en 
supprimant, pour e impair, !'cleme nt y[2" - 4 X0 ( - l)] (resp. y[2"- 4 Sx.u( - 1)]) si 

2 Xo ( - 1) e ~a; 2 [resp. 2. 5 X.o ( - I ) el; Qi; 2J. 
On note U (e) l'espace engendre par les clements de U(e). 

PROPOSITION 14. - Supposons p=2, µ(-l) =X0 (- 1), et soil ne N: 

(i) si µ2 ~ 1 .1. /'espace T
1
,(n) est non nu/ si el seulenient si n ~n. Si n ~ n, on a l'egalite: 

(ii) si µ2 =1.1, /es memes assertions son/ vraies pour I' es pace ~. (n ). 

Demonscration. - L 'assertion concernant la nullile de T 1,(n) resulte de la definition de ii. 
On traite successivement les differents cas possibles. 

Cas l. - Supposons µ2 ~1·1· Soient n~ii. h e N, n(µ- 1 x0)+ l ~h~ 11 - l - n(µx.o). et 
ce l(n), v2 (c)=h . On a n(µ - 1 x 0 )>0,n(µx0 )>0, done n(µ- 1 x.0)~2. n(µxo)~ 2, et 
3 ~h ~n-3. Par definition de F[n, c] et d'aprcs le lemme 26, pour a eQi;, on a I'egalitc: 

4 

t [n , c](a) = 2 - 3.y( - c) µ(- c) L TJ(V;, - ac - 1
). 

i z:: J 

On a n (v;) = n (µ - I Xu)+ L La fonction t [n' c] est a support dans zh - lllµ- 'luH z; (11, 7 ), et 

vcrif1e : 

pour lous a E o;' ClE z;. Une Lelle fonction appartient a l'espace engendre par Jes fonctions 
y [v] pour ve J, vp (v) = h-n(µ - 1 Xo) - 1. En comparant Jeurs dimensions (egales ~ 4 ), on voit 
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que J'espace engendre par Jes_fonctions t[n, c], CE ] (n), u2 (c)=h, est egal a l'espace engendre 
par lcs fonctions y[v], ve J, vp(v)= h - n(µ - 1 x.0)-l. La proposition 12, 1 demontre 

l'assertion (i). Si µ = 1.1 112 x~, on calcule de meme T .. (n). 11 reste a determiner les fonctions 
t E T 1,(n) telles que t(a)=O si a e~ 0;2, ce qui est immediat. 

Cas 7, a. - On a n(~LXo)=O, n(µ - 1x 0 )>0. Cela implique µ 2 lq# l, done µ 2 #1.1, et 
n (µ) ~4. Pour n=n, T .. (n) est engendre par t [n, 2"] (prop. 12, 3 ). Calculons t [n,. 211) (a). On 
considcre la formule du lemme 26. On a n (v;) = /1 (µ -I Xo)+ 1=n= 11. 

Si 1'2 (a)= 0, seuls Jes tcrmes pour v2 (c) = n interviennent. Par le lemme 27, i : 

t[n , 2"](a)=T 2 y(2") µ(2")[( 1- i)T] (µ - 1 X2·, a r")+(l +i)TJ (µ - 1 X-i·,a2- 11)]. 

D ' apres le lemme 1, 3 : 
. . 

11 (µ-I X-2· , r")= X- 1 (-a(µ - I X2·))T] (µ - I fr, T") =x - I (a(µxr)) Tl (µ - I X2·. r"), 
d'ou: 

t[n, 2"] (a)= 2- 2 y(2") µ(2") µx2· (a) Tl (~1 - ' x~·· r ")[(1 - i) + (1+i)x _ 1 (a. a (µX2· ))] 

=r"12 y (2")- 1 c(µ - 1 X2·, 1/2)µx2· (a)y(a.a(µx.i. )), 

(11, 6, 7), d'ou, avec nos defmitions : 

t[n, 2"](a)= 2- 1112 y(2") - 1 t 1 (a). 

Si U2(a)= I, seuls Jes termes pour ('2(c)=11+ I interviennent. Par le meme calcuJ: 

t [n, 2"](a)=2- 2 y(2"+ 1) µ(2" + 1 )[(1-i)T] (µ - 1 Xr ,a2- u- t) 

+(1+i)11 (µ - IX -~··• .(/ i-11 - 1 )] 

= 2 - 2 y ( 2 11 ~ ' I µ I 1" • 1 ) ~t Xr (a I 2 ) T] ( µ - 1 X2· · •. 2 - 11 )[ ( I - i) 

+(I + ih- 1 (a.a(µXr" ))], 
= 2- 11

1
2 y (2n)- 1 

E (µ - 1 :x,2 •• • , l / 2) µXi·•• (a) Y (a· a (µX2·•») 

=2-n/2 y(2")- 1 t 1 (a). 

La proposition 13, ii, et le lemme 7 montrent que : 

t [n, 2"]=2- "' 2 y(2")- 1 t 1 , 

done T µ (n)= U (n). Soit main tenant 11 ~ii. En considerant la definition des espaces U (e), on 

voit que EBU(e), n~e~n. n'est autre que l'espace E' des fonctions t' sur O; de la forme 
t' =tit, OU t appartient a l 'espace Edes fonctions sur o; telles que, pour a eQi;' ctEZ; : 

(i) t(a)=O, si v2 (a)<O; 

(ii) t(an2 )=t(a); 

(iii) t(an)= t(a), si v2 (a)=n-n-2, ne 1+4 Z 2 ; 

(iv) t(an)=t(a), si v2 (a)=n- n - 1; 

(v) t(a) est constan t pour v2 (a)"?,n -n. 
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Montrons que T,.(n)cE' . Soit CE l(11), i1~ v2(c) ~ 11. On peut ccrire t[11, c]=t. t, OU t 
verif1e(i)(remarquons quc t 1 ne s'annule en aucun point de Z 2). D'apres le lemme 7, ii, r [11, c1 
et '• se transforment par le meme caractere de z;2

, done t verifte (ii). Supposons V2 (c) < n. 
Alors (lemme 26) t[n, c1 cl l sont a support clans c 2- " z;. En particulier, l verilie (v). Si 
v

2 
(c) ~ n - 3, t veri fte (iii) el(iv) cart (a)= 0 pour les valeurs de a en question. Si v2 (c) = n- 2, t 

.verif1e(iv) pour la m eme raison. Si v2 (a) = n - ii-2 et cxE 1 + 4 Z 2 , on a (lemmes 26 et 27, ii) : 

t [n , c](a cx) = 2- 2 y ( - c) µ ( - c )[11 (µ - l x ... - a cx c - 1 )+ rt(µ - 1 X- .., - a ex c-
1 
)1 

= µxc(cx) t[n, c](a) 

. 
(11, 7, e t X-

1 
(ex) = l ). La fonclion t [11, 2"1 se lransforme par la meme formule (lemmes 26 el 27, 

i). Commc t 
1 

est proportionnel a 1 [n, 2"), c verifie (iv). Si v2 (c) = 11 - I, la condition (iii) est 
. triviale. Pour r2 (a)=11-ii- I , le lemme 26 montrc que t [n, c](a) et t [n, 2") (a) s'expriment 

par la meme formule, i.e. t[n, c](a)=t[n, 2")(a). Done t verif1e(iv). Si Vz(c)<n, on a done 
t [11, c1 EE'. Com me t [n, 2"1 est combinaison lineaire de t [n, 2»] et de fonctions t [n, c1, 
n ~v2 (c) ~n -1, t(n, 2"1 E E' . Done (prop, 12, 3) T

1
, (11) c E '. En comparant le urs dimensions, 

on obticnt l'egalite T,.(n)=E '. 

Cas 7, b. - On a 11(µx0 )>0, n (µ - 1 Xu) = O, done µ2.;i:1-1- Pour n = n, T ,, (n) est engendre 

par t [11 , I ](prop. 12,2) et r [11, 1] =:Y ( -1) µ ( - 1) t 1 (lemme 26), done T,, (ii)= U (ii). Si n ~ ii, 
on voi t que l'cspace EBU (e), n ~e~n, 11 'est autre que l'espacc E dcfmi ci-dessus. Soil CE I (11 ), 

0 ~ v
2 
(c) ~ 11-ii. Sic= 1, on vient de monlrer gue l [n, c] EE. Si v2 (c)~ 1, L [n, c] verifie (i) et 

(ii) (lemme 7). Le lemme 26 montre que l [11, c) est combinaison lineaire de fonctions : 

OU V; est un caractere quadratique de z;. On verif1e facilement gu'une telle fonction verifie 
(iii), (iv), (v). Done t [n , c1 e E, et T" (11) c E (prop. 12,2). On obtient l'egalite de ces espaces en 

comparant leurs dimensions. 

Cas 8. - Pour n=n= 2, T
1
,(n) est engendre par 1[2, 1) et t[2, 221(prop. 12, 4). On a 

1[2, 11= y( - l)µ ( - l)t 1 (lemme 26). Calculons 1[2,22](a). Remarquons d 'abord que, 
puisque /1 (µ ) ~2. on a µI Zf = 1 OU x· • 17f. En examinant les deux cas possibles, on verif1e 

que: 

(15) (I + i) 11(µ - 1 Xe, a) +( 1 - i) T) (µ - 1 X- "' a) 

=(1 +iµ( - 1)) rt (x,., a)+(l -i µ( - 1 ))Tl (X -.-. a), 

pour a, CE IQ;. AJors (Jemmes 26, 27, i) : 

w 

rr2. 22](a) = I ri =H2'') µ(2"+ 2
) 

11 =0 

- si V2 (a) = O, ii reste pour h = O le terme conlenanl Tl (X - 1· 0 r 2 ),et Les termes en h= 1 : 
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t[2, 2
2)(a)=r 2 ~· (22

)[( I + i µ ( - I ))Tl (X _ 1, a r 2 )+y(2) µ(2) 

, x[(l - iµ( - l))11(x2 , ar 3 )+ (I + iµ(-1 J111(X _1 , a2 - 3 )]] 

= 2 -
2 

µ <2 2 l ( 1 - ; ~· ( - 1 11 ~l ( - 1 , x 1 1a)[1 + x 2 (a) µ ( 2) r 1 2 

x (I + x I (0) ~L ( - I) JJ 

(II , 7). Si X- 1 (a)=µ( - 1), Oil obtienl: 

t[2, 22](0)=2- 2 µ(2 2)(1-iµ(-1))(1 +x
2 

(a)µ(2)21 12). 

Si X- 1 (a)= - µ(-1 ), on obtient : 

t [2, 22](a) = - r 2 µ(2 2 )(1 -i µ( - 1 )): 

- · si v2(a)= l, ii reste le terme pour h= O contenant TJ( l , a2- 2), d'ou (II, 7): 

t[2, 22](a)= -2- 2 µ(22 )(1 - i µ( - 1)). 

Dans le cas a, i.e. µ (2) .;i: µ - • (2), on peut diagonaliser t ; dans T,, (2). Posons : 

t; = (1- i µ ( - 1))- 1 (2 - µ (4 )) - l (4 (1 - µ (2- 2
)) I (2, 22) + (l + i µ ( - 1)) t (2, l)]. 

Grace a la proposition 13, on verifie que t;t;=2y(2)µ (2)t;. Les formules ci-dessus 
permettent de calculer t; (a) pour v2 (a) = O ou 1. On obtient t' (o)=t (a) D ' -2 2 . one t2 - t2 . 

Comme T,,(2) est engendre par 1(2, l] et r;, on a J'egalite Tf,(2) = U (2). 

Dans le cas b, i.e. µ(2) = µ - 1 (2). t; est unipolent clans T,,(2). Posons : 

1; = 4(1 - iµ( - 1)) - 1 t [2, 221+iµ(-4)t[2, 1]. 

On verifie que t ; 1; = 2 y(2) µ (2))(r; + 1.), puis que t~ = t 2 • Alors T
11 

(2) = U (2). 

Soil 11~3,n impair. Soit F l'espace des fonctions I suro; telles que pouro eQX et cxezx . 
(i) l(a)=O, si v2 (a)<O; 

2 2 
· 

(ii) t(acx2 )=t(a); 

(iii) t(aa) = t(a), si v2 (a)=n-4; 

(iv) t(a) est constant pour p2 (a)~n-3. 

Soil F 1 l'es_pace engendrc par F, t2et 1° (n -3). On verifte facilement que t'espace EBU (e), 
2 ~e~n. est rnclus dans F1. En _comparant leurs dimensions, on obtient J'egalite: 

F 1 = ESU (e), 2~e~n. 

II faut monlrer que T 1,(11)=F1 • Calculons d 'abord t[11, 2" - 1]. On a (lemmes 26 et 27, i): 

I [n, 211-1] (0) = 2 - 2 y(2" - 1) µ(211 - 1) 

x [(l + i) Tl(µ - 1 X-2· •, a 21 
- ") + ( 1 -i) 11 (µ - 1 Xr, o 21 - ")). 
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Commc /1 est impair, y(2" 1 )=1, x. 2·- • = 1, d'ou (egalite 15): 

t [n, 2n - 1](a)= 2- 2 µ (2"- 1 )[(I + i µ ( - I)) Tl (X - 1, a 2 1 
-

11
) +(1 - i µ ( - 1 )) Tl (1, a 21 - 11

)), 

Posons: 

Alors: 

t(a)= { O 

l - iµ( - 1) si v2 (a)~n-l, 

-(1-i µ(-1)) si v2 (a)=11 - 2, 

µ( - l)x _ i(a)(l-iµ(-1)) si v2 (a)=n - 3, 

0, 

si V2(a)> n-4, OU V2(a)<O, 
- ·I si O ~ v2 (a)~n -4, 

done t E F, et t [n, 211
-

1
) E F 1 . La fonction c [11, 2"] est par construction combinaison lincaire 

de c[2, 22
] et des fonctions t[n , c], 2~v1 (c)~ 11 - l. Pour 11=3, cela demontre l'inclusion 

T 1,(n) c F 1 (prop. 12, 4). Pour 11 ~5, soit ce l(n), 1 ~v2 (c)~n-2. II reste a montrer que 
t [n, c] E F 1 • La fonction t [n , c] verifte en tout cas les conditions (i) et (ii) de la defmition de F. 
Si v2 (c) ~ n- 3, t [11 , c] est combinaison lineaire de fonctions : 

po~r Vf= l (lemme 26). Ces fonclions veriftent (iii) et (iv), done t[n, c]EF. Si V2(c)= n-2, 
d 'apres la definition de t[n, c] et Jes lemmes 26 et 27, ii , t [n, c] est combinaison lit~~aire des 
fonctions : 

GHT](µ -I X- n ac- 1). 

Or V2 (c) est impair , 11 (µ - Ix,)= /1 (µ-I X- c) = 3. Ces fonctions sont a support dans 2n- 5 z;, 
eiles verif1ent trivialemenl(iii) et (iv). Done L [n, c] E F. On a done l'inclusion T,, (n)c F 1• On 
obtient l'egalitc de ces espaces en comparant leurs dimensions. 

Soit main tenant 11~4, /1 pair. Soit F ' l'espacc des fonctions t sur o; lelles que pour a E O!; 
e t a. EZ; : 

(i) t(a)=O, si v2 (a)<O; 

(ii) t(acx2 )= 1(a); 

(i~i) t(acx)= t(a), si v2 (a) = n -5, cx E 1+4Z 2 ; 

(iv) t(acx)=t(a), si a = -2"- 4 X,0 ( - 1), cxE 1 + 4 Z 2 ; 

(v) t(acx)= t(a), si v2 (a) = n - 3; 

(vi) t(a) est constant pour v2 (a)~n-2. 

Soit F', l'espace engcndre par F' et t 2 . On verif1e encore que 

F; =$U (e), 
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et ii faut montrer que T1, (n)= F;. Soit CE I (n). La fonction t [n, c] verifae en tout cas (i) et (ii). 
Si I ~v2 (c)~11 -3, t[n, c] est combinaison lineaire de fonctions: 

GHTt(V;, ac- 1 ), 

pour vf = l (lemme 26). Ces fonctions veriftent Jes conditions (iii) a (vi), et t [n, c] E F '. Si 
v2 (c) = n-2, t [n, c] est combinaison lineaire des fonctions : 

( - 1 - 1) a1-+T1 µ x,., ac , 

(lemmes 26 et 27, ii). Or v2 (c) est pair, n (µ - 1 Xc)~2, n(µ - 1 X-c)~2. Ces fonctions veriftent 
les conditions (iii) a (vi), et t[n, c]EF'. Si v2 (c) = n - 1 : 

l [n, .2" - 1](a)= r 1 y(2"- 1 ) µ(2" - 1 ) 

x [(l + i) Tl(µ - 1 X- r-•, a 2 1 
-

11
) + (I - i) Tl(µ - t Xi·-•, a 21 

- ")) 

(I em mes 26 et 27, i) : 

t[n, 2"- 1)(a)=2- 2 y (2"- 1)µ(2 11
-

1) 

[(1 + i µ ( - 1)) Tl (X - z, a 2 1 
- ") +(1- i µ ( -1 )) ri (X,2 , a 21 

- ")] 

(egalite 15, et parite den). Done t [n, 211
-

1
) est a support dans 211

-
4 z; , et verifie (iii) , (v), (vi). 

Si v2 (a) = n-4, d 'apres II, 7: 

t [n, 2" - 1](a) = 2- s12 y (2"- 1
) µ (2"- 1 )(1-i µ ( - I ))X2 (a)( l + µ ( -1h- 1 (a)). 

Si aE-Xo(-1 )2"- 4 (1+4 Z 2 ), X- da)= -x0 (-l) = - µ( - 1), done L[n, 2,,- 1] (a)= O. 
Done L [n , 2"- 1

] verifie (iv ) et appartient a F'. Comme toujours, t [n, 2"] es t combina ison 

lineaire de t[2, 22
] et de fonct ions t [n , c], 2~ v2 (c)~n-1. On obtient Tµ(n) c F;, puis 

l'egalite. 

Cas 9. - On aµ = 1-1 1' 2 X~· Les calculs du cas 8, a, determinent T µ (n). On doit chercherles 

fonctions de l'espace EBU (e), 2~e ~n, decrit au 8, a, qui s'annulent sur ~ 0;2• Le nombre 
v2 (~) est pair car n(µ)~2. Je dis que t2 E~(2). En effet, soit a E~0; 2. Alors: 

(a, - 1)=(1;, -l)=x~(-l)=x0 (- l), 

(2, a)=(2, l;)=xJ2) = µ(2) 2112, 

µ(4)= r 1, 

et 12 (a) = O d'apres sa formule de definition. Pour n > 2, on determine facilement les autres 
fonclions de~ (11), en remarquant que si a E ~ 0!; 2

, a= 22 "' b, avec bE z;, bE Xo ( - 1) + 4 Z 2 
[car (b, - l)=xo ( - 1)]. 

Cas 10. - Pour 11 =ii= J, T,, (11) est engendre par t (3, 1), t (3, 2), t (3, 2J) (prop. 12,5). On a 
t[3, l)=y( - l)µ( - l)t1 (lemme26). Poura EO;: 

t[3,2](a)=2- 1 y(-2)µ( - 2)Tt(l , -a/ 2) 
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(lemmes 26 eL 27, iii), et y(-2) =y (-1 ), d 'ou : 

l 
T 1 y( - l)µ(-2) si l'z (a) ~ l , 

1[3,2](a)= - r 1y( - 1)µ (-2) si 1' 2 (a) = 0 , 

O • si r 2 (a)<0. 
,,:.. . 

D 'ot1: 

1[3,2] = r 1 y( - l)µ( -2)(r , -2y" [O]). 

Comme 11 (µ) = 3, o n a µ = x2 OU µ = X- 2 sur z;. En examinant les deux cas possibles, on 

verifie q UC : 

( 1 + i) TJ (µ - 1 x., a)+ ( I - i) TJ (µ - 1 X-,·• a) 

= ( 1 + i µ ( - 1)) TJ (X2 .., a)+ ( 1 - i ~L ( - 1)) TJ ll'. - 2 .., a), 

p~ur LOUS a, ceQ;. Alors (lemmes 26, 27, i): 

a. 

t[3,23](a) = L: 2- 2.y (2h+3 )µ(2h +3) 
/1 - C1 

x [(l-iµ(-l ))TJ(X2» ar"- 3 )+(1 + i µ(-l))TJ(X-2'> a2 - h- 3)]; 

si v2 (a)=0, Lous les termes s'annulent, r [3,23](a)=0; 

si t•2 (a) = 1, ii reste le terme en h =0 comenam TJ (X - 1, a 2- 3
), et les termes en h = 1 : 

r[3, 23](a)=T2 µ(23 )[(1 - i µ (-1 )) TJ (X - ,, a T 3
) 

+ µ(2)[(1 :._ ; µ ( -1)) Tl (X2 , a T 4 ) +(1 + iµ (- 1)) Tl (X- ~·a T 4
)]] 

. . 
=T 2 µ(2 3 )(1-iµ(- 1))µ(-l)x _ 1 (a) 

X (1 +X.2 (a)µ (2) r 112 
X (1 +X - I (a)µ ( -1 ))] 

(II , 7). Six 1 (a)= µ( .:... 1), on obtiem : . . ... ~ 

si X- 1 (a)= - µ( - 1), on obtiem: 

t [3, 23](a)= -2 - 2 µ(23 )(1- iµ( - l )). 

Dans le cas a, i. c. µ (2)7'= µ - 1 (2), on peut diagonaliser 't; dans T~; (3 ). Posons : 

t ' = 4~L- I (4){~1(2)-µ- 1 (2}) t(3, 23] 
2 (2 - µ (4))(1 - i µ( - 1)) 

+ 2iµ - 1( - 4)(µ(2)- µ - 1(2)) t[3,2]+ iµ - 1(-4) t[3, I]. 
(2 - µ(4)) . 2-µ(4) 
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Grace a la proposition 13, on verifie que 12 t2 = 2y(2)µ(2)t2. Les formules ci-dessus 
permcttent de calculcr t2(a) pour i ·2 (a)=O ou l. On obtiem 12(a)=t2 (a), done t2=t2 • 

Comme T
1
,(3) est engendre par t [J, 1], 1[3, 2] et r; , on obtienc l'egalite T

1
,(3)=U(3). 

Dans le cas b, i.e. µ(2)= ~t - 1 (2 ), t; est unipotenc dans T,,(3). Posons: 

4 i µ( - 2) 
1; = I . ( l). t [3,23]+2iµ(-2)t[ 3,2]+iµ ( - 1)1[3,l]. - + 1µ - . 

On veri lie que12t2= 2y(2)µ(2)(t i+t .), puis t2=t2 . Alors T 1,(J )=U(J). 

Soil II ~4. Si /1 es.t impair, on verifieque EE> u (e), 3 ~ e ~ n, CSL egal a l'espaceengendre par t2 

Cl l'espace F' decrit au cas 
0

8. Si /1 "est pair, ii esc cgal a l'espace engendrc par t2 ,:r0 [n-3] Cl 
l'espace F decril au cas 8. Les memes arguments que da ns le cas 8 demomrem J'egalite : 

3~e~n. 

[bien sllr, on a ici 11 (µ) = 3, comrairemen1 au cas 8. M ais, par rapport ace cas, on a echange 
les cas 11 pair et n impair, Cl les argumen1s restem valables]. 

Cas 11. - On dcdui1 Jes resulrnts de ceux du cas 10 de la meme fa<;on qu 'on a deduit Jes 
resultats du cas 9 de ccux du cas 8. D 

Vil. - Formule de passage dans le cas de la serie principale 

O n se place encore sur un corps local 0,,. . 
1. Soient p une representation admissible, unitaire, irreductible de Z"'-G , 1/1 son modele 

de Whittaker relatif au caractere ljl, v un element de o;, Pv = P®Xv· O n utilise les notations et 
definitions de IV. On suppose verilices les hypotheses sui_vantes: 

(HJ I. p,.(p) est irrMuctible. 

2. II existe un caractere µde o; tel que µ2 #1.l(resp. ~t2 = 1.I) et p .. (P)"'np[resp. 

p,. (p)"' o-•. l. 
On supposera que Iµ le = I· I ~,, avec r~O. La deuxiemc hypothese implique p-1t (µ, µ - •) 

[resp. p,...., a(µ , µ - 1 
), et µ i= 1.1 112 x .. ] [W], prop. 18. On a fixc en JV, 1, di verses mesures de 

Haar. Fixons Jes donnees suivantes : 

! 
I. un element W0 E if!', non nu); · 

(DJ 2. pour w u1 i;eo; (pJ- 0; 2
, un elemem W~ei/!",., non nul, invariam par O~ 

(sous p..). 

A ttent iv11 : comrairement ace q ue pourrait faire penser la notation, W~ n 'est pas le prod uit 
par x u det d ' un clement fixe wt. de if!'. 

y 

La don nee 2 determine des fonctions u (W ,., I;) pour tout W e ift · (lemme 5). 
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Soil T le modelc T 1,(ou T:,) de la represemation 1i:,,(ou cr,,) (VI, 1). On fixe un 
isomorphisme i, : T"(p)-+ T. Si} eY'(H), on pose: 

I [j] =[i" uj,.(W 0 
)] (J ). 

II existe un sea la ire A (v) # 0, ct, si s E Q;, (pv) - Q ;,2
, il exJSle un scalaire /.. (v, s) # 0, eels que 

pour 10utf ES"(H): · 

( R(g)J (x;) u(W~~) (~)dg=l..(v) t [j )(v), 
Jo'-.G 

I R (g)j (xJ u(W?,, !;) (g)dg=l..(v, s ) t [j ](vs), 
Jo;'-.G . 

(assertion 1 I). On definit les constames suivantes : 
(a) on munit H de la mesure de Haar dx autoduale pour ljJ et q. II existe une 

fonction c: o;-+ C telle que pour toucj eS"(H): 

I f(x)dx= r r R(g)J (xJdgc (l;) dl;. JH Jo, Jo,'-.G 
On pem supposer c localemem constante en definissant convenablemenr Jes mesures d~; 

(b) soient s e o;,, g e G, tel que g = ~11h , avec he 0 ~ - II cxiste une constance o (!;) telle que : 

(c) soi! sea;, (p,.) -0; 2
, on pose: 

(on momre que cenc integrale converge [G], p. 1, 36). 

· Rappelons que si µ ' est un caractere de o;,, on note L(µ ',s), e(~1', s), sa lonction L e1 son 

facteur e. 

PROPOSITl01' 15. - Soil i;eo;, {pJ-o;2
: 

(i) cov(s)#O; 
(ii) on a /'ega/i I e : 

A. {v, s)t..(v)- 1 = (1- 1/pl121; I µx,.( - 2)[c (s)o(s) co,,(s)r 1 e(µxv, 1/2) 

x L (µx"' l / 2)L(µ - 1 x,., 1/2)- 1
• 

La demonstration occupe le paragraphe suiva111 : 

2. Si i;eo;-0; 2
, on nme 111(1;) la mesure de z""-o~ . 
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L EMME 28. - Soient J: cre 0 x · "=', '14..1! ,, . 

(i) Oil a /es ega/ites: 

Supposons 1;$0;2
: 

(ii) 011 a /es egalites : 

x~ .. · = CXCX - Ix , ex, 
=-~ ~= 

Supposons i;eo; (p..) -Q1~ 2 : 

(iii) ii existe une constante b(l;cx 2 , !;) rel/e que: 

w~~' =b(sa.2 , S)P .. (e<- 1 )W~; 

(iv) pour tous W E1ft', geG, on a /'egalite: 

(v) 011 a l't!galitt!: 

445 

Demonstration. - Le (i) est immedial. Done p,. (<:x - I ) w~ est invariant par 0 !I' · L 'uni cite 
d 'un tel vecteur implique (iii ). Le (ii) resulte de (i) et d' un calcul de changement ~de variables 

dans les definitions de c (s ) er() (s). Posons Tl =!;cx2
• Pour (iv), soi ct.. e Q;, tel que w~ (A.) #0. 

Alors (lemme 5) : = 

Posons h'=cx- 1 h;;eO~cx'· Alors d)1 = 111(s )m(ri)- 1 d,
1
h': 

u(W ,., s)(~g)= 111(1;)111(11)- 1 W~ (~) - 1 
( ' W ,,(/..cxh'y)d,,'1', 

Jz ,o, -

=111(s)111 (11) - 1W ~(~) - 1 w :){/..et)u(W .. , ri)(g), 

ct (iv) resul re de (iii). Pour (v), soitj e.5''(H ),f'= r,v-(d(e<))f 01~ a: -

A.(v, !;)r(f')(vl;)= Ia.'-.a R (g)j'(xJu(W?.,l;)(y)dg 

=y(cx)x" (cx) l et l3
'
2 f R(g)j (etxJu(W ?,, l;)(g)dg 

o,'-.G 

= y(cx)x"(cx)lcxl 3
'
2 f R(cx - 1 9)f(x,

1
)u(W?,,1;)(g)dg, 

o ,'\.c; 
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d'apres (i). Posons h=c:t.- 1 gEO~"'.G. On a dg=111(11)m (E,) 
1 dh: 

= b(fl,E,)y(et)X"(c:t.}ltt l312 l R (h)J (x,1)u(W ?, 11)(h)dh, Jo,,G 
d'apres (iv), d'ou : 

A.(v, E,)t [j '](vE,)= b (11, E,)A.(v, ll)Y(CJ.)X,.(et)lcx.1 3
'
2 1[) ](v11). 

D 'amre pan (lemme 19) : 

I[} 1 (vE,) = p" (d (ex.)) t [j ](vE,) =y (ex.) I ex. Iµ (ex)-
1 I[} ](vT} ), 

d ' ou (v) par comparaison de ces egali1es. O 

L EMME 29. - (i) Soit W E if'. II existe une unique jo11ct ion F (W ,.) dejinie sw· 
H - { x; q (x) = 0} , /ocalement cons Ian I e, integrable sur 1 out compact de H, I elle que pour I out 

J EY (H), on air l'egalite: 

j,.(W)( j )(u;)= r j (y) F(WJ(y}dy; J., 
(ii) si E,e o; (p\'>'-0; 2, pour tous w E 'ff;', g E G, 011 a l'egalite: 

f (W ,. )(g- 1 x~ g)= e,.(E,) u (W ,., E,)(g), 

Ott e,.(/;)=(1 - J / p) 1 IVI112 y (v)o(E,) I 2C, ,- I w e(-2 VS ). 

Demons/ration. - C'est la proposition 16 de [W], sa~f que dans cette proposition, o n 

n 'avail pas precise la valeur dee"(~). Reprenons le raisonnement. ll suffit de considerer le 

cas W"=W~. SoitfeY(H }, posons l=j,, (W~X(Xv"det))(/)(w). Par definition : 

I = j' r"'· (w)R(g)f(x'1 )W~ (g)dg 
z'-...G 

P osons: 
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Par invariance de W~ sous 0 : 
' 

1=8(E,)y(v)lvl 312 
[ [ j~ (y)\jt(vq~ - · x;_!!,y))dy W~(an)dxadn. 
Jci,x x O, JH =-

En cousideram l'inu'.:grale sur Q, comme une limite d'imegralcs sur p- "'..,, 011 obc· . 1 u...1,, 1en1 . 

OU: 

I = 8(C,)y(v)Iv1 3
'
2 LJJy)F1 (y) dy, 

,. 

F.(y) = lim [ W~~)ljt(v q(!J - 1 x;I!,y)) d x adn. 
111 - y Jo,.x ><p •z, - · 

Par delinition de .f, : 

avec: 

. F(W~){J')=8(E,) y (v)lv l 3'2 [ F 1 (hyh - 1 )d-h. 
Jz'.o. ~ 

Pour y=x~, on obtiem: ' 

F (W~)(xJ = o (l;)y (v) Iv I 312 m(I;)F1 (x, ). 
. . . ' . ~ 

Calculons F 1 (xJ. On a : 

d 'ou: 

W~ lg!!)= \jt (an) w~ (g), 

q(!!-:-- 1 x; !!· xJ=4 nE,, 

r \jt(an -t2v~ n)dn = {p"' . si aE - 2vE,+pml_P, 
Jp-•z, 0, sinon, 

. . . 
= lim p,~ W~(-2vOmes(;-2vE,+p"'Zp) · 

m-ta: -- . . 

=W~(-2vlJ li:n p111(i-iip') - 1 p- "'· 12 ·~~ 1 - 1 • 
m -a.. 

- -
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et : 

D 'autre pan, par definition (lemme 5) : 

u(W~, C,)(l)= m(C,). 

En co~1paranc ces deux expressions, on obtienL la valeur de e,.(C,). 0 
On a defini une fonction de Bessel J (b, u) (VI, 1 ). 

L EMME 30. - Soit C,eQ; (p,.) - Q; i . Pour tout o:eo;, on a /'egalite: 

µx"(o:)lo:l - 1 '2 W~ ( - 2vl;o:)A.(v,f,) 

=(1 - l / p)2y(V)- l l4vll/21f,lc(C,) - I 0((,) - I µ(o:2)J(v!;o:2, V)A(V}. 

Demons1ra1io11 . - Soitj e.S"(H). Pour 11 eQ,,, posons: 

I (11) = j ,. (W0 
)( j )(tr!].). 

On a: 

I (11) = l ,.'41, (DJ f (y) F (W?,)(y) dy 
J11 

= l l r+· (!lJ R(g)f(xh)F(W?,)(g - 1 xbg) dgc(b)db Ju, Jo,".a 

OU: 

D 'autre pan : 

= l F 1 (b)ljJ(vrib)db, Jo, 

F 1 (b)=c(b) l R(g) j'(x1,)F(W?. )(g- 1 xhg)df!. 
Jo,".G 

l(ri) = A.(v)p,,(u: :nJt[j ](v)=(l-1/ p)A.(v) r t[f](b)ljJ(11b)J(b, v)db Jo, 
(lemme 19), 

OU: 
F 2 (b) = (I - 1/ p) Iv I A. (v) t [j ](vb )J (vb, v). 

En comparant ces deux expressions de I (11 ), on obtiem, par transformation de Fourier, 

F 1 =F2 sur o;. Pour b=f,o:2
, on a (lemme 29): 

F 1 (b) = c(b)e,.(b) ( R(g)j'(xh)u(W?,, b)(g) dg =c(b)e,.(b)A.(v, b) r[j ](vb). 
Jo,".G 
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En comparam avcc !'expression de F2 (b ), cc compte cenu du lait qu"on peuc trouvcr j tel que 
t(f](vb)#O, on obtiem : 

c (b) e" (b) A. (v, b )= ( 1- 1 Ip) Iv I A. (v )J (vb, v). 

II sufliL maincenanL d'utiliser lcs lormules du lemme 29 exprimam e,. (b), et du lemme 28 
exprimam A.(v, b), w e,etc., en fonction de A.(v,f,), w~. etc., pour obten ir la formule de 
l'cnonce. O 

L EMME 3 1. - Soit f, E o; (p,. ) - Q,~ 2. Lajo11ct ion C( H µ (a2 )J (v(,a2 ' v) est integrable sur Q P" 

011 a /'egalite : 

r µ(a2 ) J(vf,<X2
, V) d<X = (l -::c l/p) - 1lvl - J12f,l-l ' 2 y(v) µ -I X,.(vf, ) Jo, . 

xE(µx,., 112) L(µx, .• 1/2) L(µ - 1 x,., 112)- 1. 

Demonstration. - Par changemem de variable dans la definition de J, on a l'egalicc : 

D 'aprcs la dem onstration de [W], lemme 8, ceue lonction est imegrable sur 0
1
,. Soit I la 

valeur de son imegrale. Alors : 

Par definition du lacteur de Weil : 

r __ z ljl(va2u)dcx=l 2vu l- 1' 2 y(vu), 
JP • 

lim 
111- .1 

:Y (u) y (vu)= y (v) ;(,. (u ), 

d'ou: 

l =y(v)l2vl -
1

'
2 
,; Lz,x µx"(u) ljl(vf,u)lul 112 dxu 

=y (v)l2s l - 112 1v1 - · µ-• x,.(vs) L: r µx,.(u)lu1 1121jl(u)d\1. 
k<Z Jp'T: 

Par definicion des tonctions Let F. ([T], p. 322 et 346), on a l'cgalite : 

on en deduit l'egali1e de l'enonce. o 
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lntegrons l'egalite du lemme 30 sur Q ,,. Le rnembrc de d~oite dcvient (lemme 3 I) : 

(I -1 Ip) 12 E,1 112Iv1 - 112 µ - 1 x,.(vE,) c (E,)- 1 8 (E,) - 1 A. (v) f. (µx, .. J / 2) 

x L(µX"' I / 2) L (µ - 1 x,., I / 2)- 1. 

II est non nul. Le membre de gauche dev1en t : 

A.(v, E,) r µx ,.(cc) I ex I ::.. 112 W~(~~) do: =A(V. E, l 12 vE,1 - 112 µ - l x , ( - 2 vE,,)co\'(E,,). 
Jo,. 

En comparant ces deux expressions, on obtien1 la proposition 15. 

3. Soien1 p comme au 1, v, v' <leux elcmems de o; . Posons E,, = v' v- 1. On suppose veriliees 

!es hypocheses (HJ et (H,,·). 

LEMME 32. - (i) i)_.(p)-P.· (p); 

' (ii) E,eQ; (pJ,E,- 1e Q;(p •. ); 

([W], prop. 18,3, lemme 41. Voir auss1 les assernons 8 et 9). 0 

Fixons des donnees (DJ. 

LEMME 33. - SupposonsqueE,,=v' v- 1 ¢0;2
• Lajonction p,.~) w~ x(x.: o<lec) appartient £i 

'If' •. et est invariance (sous p.-) par o~ '· 
Demonstration. - Par construction, 1/!', .. = 111', ® x , . d'ou la premiere assernon . Pour 

yeG, h eO~- · : 

D 'apres le lemme 28, 1, i;- 1 h~E O.;, done : 

W~(gh ~)= W~(g~) = p"~) W~(g). 

Posons h= (b;-i ~}On a det h=a2 -h2 E,, - 1
, qui est une norme de QP(.,/~). done 

x~ (det h)= l. Aloes : 

[p.~) W~ x (X ~ odet)](gh)= [p,.~) W~ x (X~ udct)](g). 0 

Supposons que E,¢0;2
. On peut fixer des donnees (D.·) (i . e. W0 et des elements w~: ) en 

supposant que l'elemenl w0 est le meme dans les donnees (D") e t (D.·) et que : 

wr = Pv ~) W~ x (X~ 0 det). 

PROPOSITION 16. - Sous ces hypotheses, 011 a Ngalite : 

A.(v,E,,)l .. (v' )A.(v',l;- 1 ) - 1 A.(v)- 1=lsl - 1
'
2 µ - 1 (E,,) (E,, - 2v) e (µx •• 1/2) 

x L (µx., I / 2) L (µ - 1 Xv'> 1 / 2) e (µx..· , 1/2)- 1 L(µ - i x •. 1 / 2)- 1 L(µx..·, 1/2)-
1

• 
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Demonstration. - On applique la proposition 15 aux couples (v, E,), (v', E,, - 1
) et on fai t le 

rapport des egalitcs obtenues. Les termes c, 8 disparaissent grace au lemme 28, ii . Les termes 
co disparaissen t. En eff et : 

d'apres notre hypothese : 

Le lemme suivant nous sera utile au IX. 

L EMME 34. - Sous ces hypotheses, pour tous W eil'. et g ElG , 011 a l'egalite: 

m(E,, - 1 )u(W., E,,) (f, - 1 g)X<. (det g) = 111(E,,)u(Wv'> r,- 1)(g). 

Demonstration. - Soit A.eQ; tel que W~~):J~O. Alors (lemme 5): 

u (W,., s) (E,, - 1 g)=W~ ~)- 1 1"'.o, W,,~hc, - 1 y)d~ h . 

P osons h' =~ h s..=..: E z".o f,-1 · On a d)1 = 111(f,) 111 (f,- 1 
) -

1 .df,-1 h' : 

u (Wv, s)((,- 1 g)=W~~)- 1 111(1;)m(l; - 1 ) - 1 j W.~h' g)df.- 1 h ' , 
Jz"'.of,-1 --

111 (E, - i) u (W ., f, ) (E, - 1 g) 'X f, ( det g) 

=m(f,) we Q:)- 1 r w. ~ h' g) 'X.f, (det g) d;-• h' . 
- Jz"'-of,-1 --

Or X~ (det h' )= 1, done : 

WV~ h' g) 'X.f, (det g) = Wv· (~ h' g) x~ (AC,). -- --
De plus : 

d'ou: 

n1 (E, - 1
) LI (W., E,,) <Cg) 'X. f, (det g)=m (E, ) wr (Ac, - 1 

) -
1 

) Wv' ~ h' g) df, 1 h' 
Jz"'-Of,-1 -- . 

= m (f,) u (W •. , i;- 1
) (g). 0 
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Vlll. - Definition des termcs locaux 

Soient k un en lier impair, k ~ 3. x un caracterc de Dirichlet delini sur Z, Lei que x ( - I)= I . 

( 
1 )(l- 1)/2 

.On pose x_0 =x_ - .- . 

!. Soil <.p0 E S~IC~ 1(X2). On note M, J..P, etc., les nombres notes M (<.p11 ), A.,, (4>11), etc., au 111 , 
A, 1, Po la representation automorphe de ;;If A associee a <j>o , s !'ensemble des places v de Q 

cclles que Po. " ne soit pas de la serie principale irrcductible. Soil pun nombre premier. On va 
definir un ensemble w

1
,(q>

0
)cO; 10;2

, un emier ii,. ec, pour LOUL eE N, un ensemble 

U,,(e, qi0 ) de tonctions definies sur o;. 
2. On pose: 

w
1
, (1.pu)= { veO;, 10;2

: 3 j.,_ ~ I. 3 ./ES~ 2 (l\. X· q>,,). 3 11~ I tels que: 

(l) 1'1magc de II dans o; 10;.2 est V, (ii) a,,(./ )=1:0 J. 

On donnera plus Lard (prop. 19) quelques proprii:Lcs de ceL ensemble w1,(<p11 ). 

3. (a) Supposons p=I= 2. Pour 8 EC, on delini L les lonCLions c~ [8], ci, [8], c;, [8], 'c,, [o], 
/1 

c,, (o], 
c~, [8], -'c,, l8J. Ce sonc des fonctions sur 0;,, a valeurs complexes, a suppon dans "11. 1,. 

Si u EZ
1
,, i·,,(u)= O, on ales relations: 

"' L c~ [o] (up2 /r) X" = (l - (p, u),, Xu.,, (p) p- 1,2 X) (1-o x + xo. I' (p2) X2) - 1' 

Cl 

L ci, [8] (up2 1
') X1

' = (I - 82 X)- 1
, 

l1 = ll 

" L c;I [8] (up21' ) X''=(l-(p, u),, Xo.p (p) p- 112 8- J) (1 - ox )- 1
, 

/1 c.. O 

a. oc 

L 'c,, [oJ (up21') X1' = L sc,, [8] (up21') X1' = (1-8 X)-
1

, 

11 & (1 h = ll 

11c
1
, [8] (u) = O, 

Si u eZ,,, vr (u) = 1, on a les relations: 

Cl. 

L c~ [8] (up211
) X1

' = (1 -o x +X1r.11 (p
2

) X
2

) - I' 

/r = CI 

a. 

L c! (8] (up21' ) X" = 8 (1-82 X)- 1, 
/1 = 0 

Cl oc 

L c~ [8] (up2h) X1' = L c~1 [8] (up21') X1' = (1 - 8 X)-
1

, 

h = O h- 0 
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<X 

"~' 'c P [8] (up211) X,, = (8-(p, u)1, Xo. r (p) p - •12) (I - o X) - ', 

"c,, [o] (u)=8 (p-1) - •, 

,f. 

L scp [o] (up2'') x " = {2' 2 8 (t - 8 x)- 1 
1i - o 0, sinon. 

si (p, u) = -p •12 X (p - 1)"' 
/1 fl .11 u, 

Entin pour uEZ 011 a I· 1. · d . · v• a re c1uon e recurrence : 

"c" [8] (up2 )=8 ("c11 [8] (u) + 'c,, [8] (u)). 

(h) Supposonsp=2 PouroeC d 'f · 
II • [o] ·'. [

8
] .' · ' on e lllll les lonctions ci [8], c; [o] c" [8] c• [8] , [8] 

l .2 , t2 'a suppon dans z,. La fonction c*[o] . . ' i ' i 'Cz ' 
Si ueZ c (u) E { 0 l l • I . - . 2 est defirne commc dans le cas p=t=2. 

2• 2 , J , on a es relauons : 

<Xl 

l: c; [8](u 22h) x,, = 
/t =O 

(? - (2, u)2Xo,2(2)r 112 ) (1 - oX)- 1 , 

s1 v2(u)=O et (u, - lh=xo,2 ( - l), 

{l-8X)- 1 , sinon; 

°" 1 8 - 1(l-8X)- 1 si v2(u)=O, 

"~0 'c2 [8](u221')X11 = (1-8X)-
1 

si v2 (u)=l et (u,-l)z = -xo. 2 ( - 1), 

I (~ -(2, u )2 Xo. 2 (2) 2 - 112) (1 - 8 X )- 1, 

s1 v2(u) = l et (u, - l h=xo. 2 ( - 1); 

c;'[o](u)= { 
8

• 
0, 

si v2(u)=O et (u, -02=Xo.2(-l), 
sinon; 

0 si v2 (u)=O, 

"c2 [o](u)= t si v2(u)= l ·et (u,-l)i=-xo.2( - 1), 
28 - x0 • 2(2)(2, u)i r 112, . 

si v2(u)= l et (u, - lh = xo.2( - l); 

0 si v2(u) = O, (u, - lh = xo.2(-l) 

"' 
. et (2, u)i=2112Xo.2(r1) 8, 

L ci[o](u22h)Xh= 
11=0 

2112o(l-8X)- 1 si v2(u)= O, (u,-l)i=xo.2(-l) 

et (2, uh = - 2 112 x (2 - 1) 8 
0,2 ' 

smon; 
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5- 1 (1-ox)- 1 si V2(u)= O, 

00 

L: 'c2 [o](u 22h) xh = 

(l -o X)- 1 si v2(u)=l et (u, - l }i = -xo,2 (-l), 

21120(1-oX)- 1 si v2 (u) = 1 (u, - l h=xo.2(- l) 
et (2, u)i= - 2112 x0 , 2 (2 - 1)o, 

h~o 

0 si v2 (u)=1 (u , - l)2=Xo,2(-l) 

et (2, u)i = 2112 Xo,2(T1) o. 

En1in pour u e Z2 , on a les relations de recurrence : 

c'.j [o] (u 22
) = o (c'.j [o] (u)+c; [o] (u)) 

"c2 [o](u 22) = o ("c2 [o](u) + 'c2 [o](u )). 

(c) On peut definir naturellement sur o; 10;2 une (( valuatio n )) VP a valeurs dans Z/2 z. 
Si veo; ;0; 2 , e e Z, et si vp(v)=e mod 2, on definit la fonction y[e, v] sur a; par : 

y [e , v](u) = { 
1 SI u e v Q;2 Cl 

0, sin on; 

S1 de plus p=2, on dcli1rn: 

y' [e, v]=(l /2) (y [e, v]+ y [e, 5v]); 

et pour eE 7L, YH [e] et y0 [e] par : 

y
0 

[e](u) = { ~. 

y" [e](u)= { 
1 s1 r 2 (u )= e, 

0 , sino n; 

s1 r 2 (u)=e et (u.- l h = - x1 .. 2(- l ), 

$ 111011. 

4 . Delimssons mailllcnant les ensembles Up(e, <Pio). pour eeN. 

( 1) Si Ill > I A. I = 0 on nOle n le plus petil des nombres 111,, + 2 r,, (2 ), m,, + 2 r,, (2) + 1 tel 11= , _ ,, , ,, 

qu'il exis1e ve w
1
, (<p0 ) avec r,, (v) = n,, - 111,, mod 2. On pose: 

I 
¢ SI e<n1,, 

U"(e, <j>1,)= { y[e - 111
1
,-2r,, (2), v]; v e wp(<p~), L'p(v)=e-1111, mod 2 }, 

si e~ n 1,. 

Remarquons quc u ,, (e, <p,,) peUL etrc vide meme SI e~ n,,. 
"? (2) Si p /' 2, m,.~ 1, ~;. =10 Cl piS, on pose n,,=m,,. On choisi t P,,ec tel q ue 137,=A.;,. On 

del init : 

u,,(e. <j>,.}= I 
</> s• e< n, .. 

{ ("~ [P,J J SI e=np, 
{ y [e-111,, -1, v]; veo; 10; 2

, ~·,,(v)=e-m,, - 1 mod 2 ] 

SJ e > 11JI" 
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(3) S1p:F2.111
1
,=0, e1 Xe.. ,, est non ramihc, on pose ;:i,, =111,,=0, et 

{ c~[} .. P] J 

{ c;, [cr,,]} 

s1 e= O, 

st e= I , 

SI e~2. 

(4) S1 p:/= 2, 111 1, = 1. x ... 1, est non ram the, et p e S, on pose i1,. = 111 1, = I, 

l 
f2j s1 e=O, 

U 1, (<.'. <p, ,) = { c~, [A.;,JJ s1 e= 1, 

[ y [e - 2, v]; ve ro,, (<p11 ) , r,,(v)=:e mod 2 J SI e~2. 

(6) Si p# 2, 1111, = I, Xu. 1, est ramil!e, et p ES, on pose n1, = I Cl 

¢· SI e= O, 

{ "'c,.P .. ;.l : si e = 1, 

{ y [e - 2, v]; vew,,(<p,,), rP (v)=e mod 2} 

u' (,, <p .. )~ l 
si e~ 2. 

455 

(7) Sip=2, 1112~ l.~;:1= 0,e12 1/S,on posei12 =m2 +1. On choisit P2 eC eel que P~= t..;, on 
defmit : 

{ c~ lP2J} 
{y" [e - 112 - ll} 

. -
s1 e=n 2, 

si e = 112 +1, 

si e= 1l2 +2, 

{ y" [e - n2 - 11. y' [e - n2 -2, 11. y [e-n2 -3, 21. y [e-i12 -3, - 21}, 

si e~n1 +3 et e=n2 mod 2, 

{y" [e - '12 -11. y ' [e-il2 - 2, 21. y [e-/12 -3, 1], y[e -/12- 3, - l l}, 

si e~n1 +3 et e=n1 +1 mod 2. 
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(8) Si p = 2. 1111 = 0 et Xc1.1(u) = 1 pour uE 1+4 Z~, on pose 1i2 = 2 et: 

¢ si e<2, 

{ c; [ cx2], c; [ cx;J ) si e=2 Cl CX2 i' cxi' 
{ c; [cx2], c;' [cx2]} si e = 2 et CX2 =<Xi• 

(y0 [e - 3l) si e =3, 

{y' [e-4, - x0 •2 ( - 1 }], y [e-4, Xo.2 ( - I )], y(e - 4, 5xo.2 ( - 1 )J}, 

si e = 4. 

{y0 [e-3], y [e-5, - x0 •2 (- l)J } si e=5, 

{y' [e-4, - x0 .2 (- l )],y'[e- 5,2], 

y[e-4, Xiu ( - 1 )], y [e-4, 5x0 .2 (- l)J}, 

si e~ 6,epair, 

{ y0 (e- 3], y [e - 5, - x 1u ( - 1)], y [e - 6, 2], y [e-6, - 21} 

si e ~ 6, e impair. 

(9) Si p= 2, /Ill = 1, Xc1.2 (u)= I pour U E I + 4 Z2. et 2 e s, on pose n2 = 2 et : 

{
¢ si e< 2, 

Uz(e, <pu) = .{c2[A.i] } si e=2. 

Pour e~ 3, u 2 (e, <p11 ) est dCfmi comme dans le cas 8, a ceci pres qu 'on supprime la tonct ion 

y[e - 4,xo.2 (- 1)] (resp. y[e-4, 5x0 . 2 ( - l }]) si e es t pair et Xo. 2 (- 1) ¢ wp(<po) [resp . 

5x0 . 2 ( - l} fiffip('-Pu)]. _ 

(10) Si p= 2, m2 = 0 ec Xu.i est non crivial sur l + 4 Z2 , on pose 112 = 3 el : 

~ si e<3, 

{'c2 (cx2],'c2 (cxi],y"[e-3J} s1 e = 3 et cx2 # cxi, 

{ 'c2 [cx2], "c2 [cx2], y"[e- 3]} si e=3 et cx2 = cx'.z, 

{y0 [e - 3J} si e = 4, 

{y" [e-3], y' [e - 5, 1], y [e- 4, 2x0 .2 (-1)], y [e - 4, IO xo.2(- l)J}, 

si e~ 5, e impair, 
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{ y0 [e - 3], y[e - 5, -2x0 . 2 ( - 1)], y[e- 6, I], y [e- 6, - l l}, 

si e~ 5, e pair. 
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Pour e~4, U 1 (e, <p11 ) cst delmi comme dans le cas 10, a ceci pres qu'on supprime la lonccion 
y [e-4, 2 Xo. 2 ( - 1 )](resp. y [e -4, I 0 Xu.z ( - I)]) si e esc impair CL 2 Xi1.2 ( - I)¢ ffiP (<p

0 
)[resp. 

IOxu.2 (- 1) ¢ffi1,(4>u)]. 

P ar analogie, pour la place r reelle, on defmit une foncrion cR sur JR x : 

CL on pose UR(O, <p0 )={ en}. 

{ 

(k - 2)/4 
LI 

cu (u)= 
0 

. 
SI 

si u>O, 
11 < 0, 

5. On pose f-. = n i·. Soie11L b. une lonction de ~.., dans c (I, 4 ), Cl E un enticr divisible ,, 
par f... P osons e,,=r,,(E) pour lOUl nombre p remier p, et eu=O. SoitE_F.=(c.) un clement de 

n U,.(e,. <pcc) , le pro<lui1 etan t pris sur lO ULes Jes places L' <le Q. Si 11~ 1, zeC, lm z> O, on ,. . 

pose : 

a,,(~e. b_)=A(n"') [l c,.(n), 
,. 

cc. 

j (E.E, b_}(z)= L a,,(E.E> Al e2ni11z. 

11=1 

On nOLe U (E, (j>0 , b_) l'espace engendrc par !es lonctions j {E_c, ~) pour Ce En U,. (e,., t.p
0

). 

t' 

IX. - Le theoreme 

Soient k, X et Xu comme en VIII. 

I. Soiem Tun sous-espace irrcduc!ible de .~1111 , p la rep rcsemation de :ii'A dans T. On 
suppose que la composante rcelle PR est de la serie discrete de poids minimal k / 2. Si N esL un 
cncier divisible par 4, eel que X soil def111i modulo I';, on se propose de determiner l'espace 

Sk 2 (i\, _x, T)(lll , B, 4 ). Soiem V = ·r' (ijl, T)(IV, 4), V0 = V®x0 , pet Po Jes representations 

de .Yf/" dans V ec Vu, '-Po l'element de s~0~· 1 (_! 2
) associc a V0 . On defi.ni t les nombres M, 

A.1,, etc. comme en VIII. P our p premier, on pose ffi ,,{T )=Q: (pp) (IV, 4). On dcfmir 11,,, ct 
pour tout ee N, un ensemble de fonctions UP (e, T), de la men~e fa<,:on qu'en Vlll, a ceci pres 

qu'on remplace w11 (<p0 ) p ar w11 (T} dans chaque dcf111i tion. On pose N = D p';,_ Po ur une 
I JI 

f~nction b_ : N""-+ C et u~ emier E divisible par R, on defmic !'ensemble U (E, T, Al par 

analogie avec !'ensemble U (E, t.p0 , ~) de Vlll , 5. On pose : 

0 1::C {p)= { t eOx; t e Q; (Pv) pour toute place v }. 
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THtOREME 2. - l 0 ii existe N tel que sk,2 (l'\, X· T)i= { 0} si el seulement si, pour tout p, 

~(pp)=Xo.r (-1); 
2° supposons cette condition ri!rij1ee, ainsi que l'hypothese (H 2). JI existe une junction 

AT : N"' n 01~ (p)-+ C te//e que : 

(i) si I E N'0 n Q1~c(p), on a /'ega/it i! .: 

AT(t)2=L(p®x,, l/2)e(x~ 'x,. 1/2); 

(ii) pour toute.fonction A: N"c -+ C telle que A restreinte ci N"" n Q1~(p) soit ega/e d AT, 
pour tout entier N~ l , on a /'ega/ite: 

NIEll\. 

Soils , !'ensemble des places p OU Pp est supercuspidale. Si p ri s I• soilµ" le caraccere de o; 
eel que Pr soil isomorphe a ffµ, ou crµ, . T"=T1,, ou ~,. Si pES 1, on flxe un caractere µ"tel 

que µ" ( - l ) = ~ (p ") e1 soi I T P un modele de p ,, veriftanc les conditions de I' assertion 7, 
relatives aµ,,. O n fixe un modele TR de Pn. et divers isomorphism es comme en IV, 2, 3, 4 . 
Soiem tg !'element de TR de poids minima l (sous !'action de f' R), TR (0) la droice de TR 
engendrce par t~. Soic N = fl p"• un en tier divisible par 4. On a defmi un sous-espace T 1,(np) 

de T,, (V, 1). On pose 11R=O. On a a lors l'egali1e: 

Tk 2 (N, Xo)=<- 1 (® T,.(n,. )) 

(Ill , B, 4), et: 

Sk12(N, !• T)=s - 1 (Tk 2 (N, X0 )). 

Le lemme 15 implique l'assenion I du 1heoreme. 

2. On suppose desormais que pour tout p, ~(p")=Xo, p(-1) et que q>o verifie 

!'hypo these (H2). Si p ES 1 (p,, supercuspidale), on d it que p v est du cas 1, on defmit 
l'en tiern"et lesensembles U"(e)commeen V, 4. Sip¢S1 ,onadefmiau Vllecas(l a 11) 
dans lequel se crouve la representation p", ainsi que l'entier n1, el les ensembles U" (e). Le 

paragraphe VI 11 no us fournit une aucre classification, un en tier n "' et des 

ensembles UP (e, T). 

L EMME 35. - Les deux dej111ilions de la classiftcation et de /'en tier np coi"ncident. Pour tout 
entier e, ii existe une bijectio11 de u,,(e, T ) SUI" u,, (e). 

Demonstration. - Un instant de rcOexion et les formules d u Ill, A, 3, momrem qu'il suffH 
de traiter la classification. No tons ii. i = l, ... , 11 , Jes cas deftnis a u VIII, et i11 les cas defmis 

ci-dessus (peS 1) et au Vl( p~S,): 

I " Supposons p ,, supercuspidC:tle, done du cas 111 • Alers ([W], prop. 18), Po. 1, est 
supcrcuspidale o u speciale. Si Po." est supercuspidale, ii est clair que m,,~ 1 (lemme 2) et 

~~=0, done Po.,, est du cas 11. Si Po.p"'cr(µ 1 , µ2 ), µ 1µ 2 ' = 1.1"' on a vu dans la 

demonstration de la proposi tion 7 que, sous l'hypothese ~(pp)= Xo. P ( - 1), on a 

µ
1 
( - 1) = µ

2 
(-1)= - 1. En paniculier n(µ 1 )>0, n(µ 2 ) > 0, done mP~ 1 et ~~=0 (Ill , A, 3), 

et Po.vest du cas 11; 
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2° si Pv n '~sl pas supercuspidale, la proposition 18 de [W] ct les lormules du m A -
momrem fac1lemem que les classir1calions co"incidem. o ' ' j 

au~n hxe une ~'.j~ccion s~ : U,,(e, T)-+ U 1,(e). preservan1 l'ordre darn; lequel on a ecrii 
Ill e1 VI lcs clements de ces ensembles. On demande a ussi q ue CE u (e T) et .e ( ) · • d .n. x _ v , s 1, c a1en l 

meme support ans 'WIµ· Dans le cas o u P,"'ii: , avec n(x µ. )= i1 (X - ' )- 0 . 
m 0 t 

" 
1 

/ ~. o." P o. 1, µ ,, - , on c1 
= , e on 11xe cr = x µ - ( ) / _ ( ) ( ( ./ .' v o, P P P , a.p - ,xo. P P µ" P) III, A, 1). Ale rs, dans un sens evident, 

.1" p1eserve Jes valeurs propres des o perateurs de Hecke (convenablement normalises). 

, C~mme µ /IX1~. ~' ( - I ) = 1, on peuc cboisir un caractcre ~l ' de Q" tel que µ'2 = µ x- 1 o 
defm t da I d "ff ' 1

' 
1
' ,, " o v· n 

1 ns cs 1 erencscas unefonction C 1,sur Q1~. Elle est a support dans z . Pour ~eZ 
h E N, on pose : " "' 

- cas l; 

Cl'(a) = µ ;,(a); 

cas 2 (a) si 11(µ,,xo. ,,) =0, 

l µ,,x<;: ~, (p")µ" (a)(p", a)i;(µ - 1 Xr•• 1/2) si vp(a)= O, 

C (ap110)- p- 1 - 1 ( ")( 11 -,, - ,, µpxo.,, P P ,p)y(.-p)µ,,(a)(p" + 1,a)E(µ - 1xP-'• t / 2} 

s1 1•
1
,(a)= 1, 

Oll II = n,,. Rappelons q u 'on a choisi une racine P,, de 1..;, pour dd 1nir l'clemcnt de u (n T )· 
(b) Si 11(µ - I X ) = 0. /J ' , 

JJ "·,, • 

cas 3 : 
C (a)= f.l-r,l"l . 

I' Pp , 

Cp(ap21,)= {(1 +(fl, a)µ,,(p)p -
1
'
2)µ1, X1~. ~,(p1') si 1•1,(a)= O, 

(1 µ ( 2) - 1) - 1 '') . - ,, P P µ ,.Xo. rP s1 "'r(a)= 1; 

cas 4 : 

21,2 (I - I /p ) µ,, X1~ ~ (p") 

si r,, (a)=O et (p, a)P= -µ(p)p' ' 2, 

0 si r,,(a)=O et (p, a),,=µ(p)p' 2, 

(1-p-2 ) µ1,x,~ 1,.(p'') si t·
1
, (a ) = l ; 

cas 5 : 

si l'
1
, (a) = I; 

- cas 6: 

µpX1~ 1p(p1' ) si L'1,(a)=0, 

0 si c,, (a) = l el (p, a)
1
,=µ(p)p'·z, 

21,2(1 + 11 p)-, µ,, x.~. '"( p"+,) 

si l',, (a ) = 1 et (p, a),,= - µ(p)p'' 2; 
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cas 7: (a) s111(µ1x1 •. 2l= O, 

µ1 x.,~'i (21')µ2 (a)(2", a)y2 (a.a(µ 2 X2'))E(µ - 1 X2·. 1/ 2), 

si r 2 (a) = O, 

~2 1 µ2 X1~ 12 (2") µ2 (a)(2" + 1, a) Y2 (a· a (~1 1 X2 .. 1 )) 

xi:;(~1 - 1 x.2 ... , 1/2) si t' 2 (a) = l , 

OU /1 =111 : 

(b) Si l1(P 2 1 X11.2 )= 0, 

- cas 8: 

. c, (a 2")~ l 
- cas 9 : 

- cas 10 : 

- cas 11 : 

P2 x,;_ i (2''t I)( I - (2, aht2 (2) r 1,2) I 

s1 1•2 (a)=0 e1 (a, -lh= X11.2 ( - l), 

SI 1'2 (a)=O e1 (a, - lh = -x.11. 2 ( - 1 ), OU l'2 (a) = 1; 

23 2 3- i P2 x,;_ 12 (2''+ 1) 

si r 2 (a)=0, (a, - l h = x.11. 2 ( - 1) et (2,a)i = -µ 2(2)21
'
2, 

0 si r 2 (a)=_0, (a, - l h=x.11. 2 (- 1), (2,a)z=µ 2 (2)2112
, 

~1 2 x1~ \(21') si v2 (a) = 0 et (a, - 1h=-X.1u (-I), 

ou si r 2 (a)= l; 

-1 (2h- l+r,(11I ) µ1 Xo. 2 

si L'2 (a)=O, OU si L'2 (a)=I Cl (a , - l h= - x1 •. 2( - I), 

µ1x1;.'i(2'd')(l - (2, a)µ2 (2)2-: ' ' 2)- 1 

si u2(a) = l eL (a, - l h= Xo.2(- l); 

- 1 (2/1- l+r,(11J ) 
~L2 Xu. 2 

si r 2 (a)=O ou si r 2 (a) = l et (a, - lh =-x.0.2(- l), 

C2(a22'') = 0 si r2(a) = l , (a , - l h=xo. 2 (-1), (2, a)z=µ2(2)2 1'2, 

23
•
2 r 1 µz x1;. '2(2"+1

) 

s1 1»(a)= l , (a, -lh=x.11. 2 (-1) e1 (2, a)z=-~12 (2)2 1 12 • 

LEMME 36. - (i) Pour IOUS £1 , r:t.EZP, a#O, r:t.#0, 0 11 a /'egalite: 

c p (a a.2) = µ,, x1;_ 1p (a.) c,, (a ); 
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(ii) pour IOI/{ aeO~ (p,,)nZ,., c,, (a)#O; 

(iii) pour row; eEN, ceU,, (e, T), ii existe une con.Hanle b re/le que: 

s~ (c) = b(c. C"). 

En particu/ier, si U ,, (O, T)#{ 0 }, el ceU,,(O, T ), s~(c)=c. Cw C'est un simple calcul. D 

3. Fixons ip e V, ip,.t:O, tel que e (ip)= ® W, (IV, 3). Soil ve{)lx Lei que l'cspace des ljtv­

iemes coeffrciencs de Fourier de T soit non nul. Commc PR esc de la serie discreLe de poids 
minimal k/2, on a v> O ([W], lemme 12). Quitte ~1 multiplier v par un earn.~, on suppose 
veN'°, v~ l. On a l'egalite T,(p) = T ([W], prop. 26, 27, iv, cc ch.). On hxe divers 
isomorphismes comme en IV, 2, 3, 4. 

Pour toute place t', on pose : 

d, (v) = L(p,._ ,., 1/2)- 1 • 

Sig EGA, on vcrihe que cl, (v) 11 (W ,._, )(g) = I pour prcsque LOUl r. 11 exisce un scalaire b (v) #0 
tel que pour 1ou1 g e GA : 

r cp,.(ag)d' a=b(v) TI d, (v) u(W ... ,.)(g) 
Jux '.Ax = ' 

([W], prop. 12). Pour to ut p, ii existe un scalaire A.,,(v) tel que pour tout t
1
,eT ,.(p

1
,): 

r,,(l) = AP(v) i"_ 1,(tP)(v) 

(assenion 11 ). Pour toute p lace r et tou 1 i; E {)!; (p,._ ,.) - {)!; 2, on hxc un etemcnc non n u1 W~. , 
de i/I, .. ,. invariam par 0 ,., (sous p, .. ,.). Cela ddmic unc ' fonction u(W ... 

1
, I;) sur G, 

(lemme 5). 

Soienc v'eN, v'~ I . v"" !'unique eleme111 de Nscnv'Q" 2
, UEN tel que v' =v"" 112 , 

l;= v'scv- 1
• Supposons que pour toutc placer, l;eO;(p"_,.). Soit L' une place tellc que 

i; e 0," 2
, u, e 0,x tel que 11~ =I;, U ,.= ( u,. I)· On vC:rifle que : 

u,. - I 

0 ;. r = U ,- 1 D 1 U 1 • 

II existc un scalaire m, (i;) tel que pour LOlll <l> e L 1 (D, "'-G,.): 

111, (S) f Cl> (U, y)dg= f. CJ>(g)dg. 
Jo .. , '.G, D, '.G, 

Pour gEG,, on pose: 

u(W, .. ,, l;)(g}=m, (S) u(W,., , )(U, g). 

Ceue fonc1ion est invariantc a gauche par O~. , .. Si inaimcnam l;ttQ; 2, on a deja defini 
u(W, .. ,, i;). On note m, (i;) la mcsurc de Z, "'-o~. ,.. Pour 1outc place t', on choisic une 
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constance d,.(v, s) telle que d, (v, s) u(W ... 1. , s)(l)= I po ur presquc Lout r. 11 existc une 

constanle b(v, S) Lelle que pour lOUl gEGA: 

[ <p"(hg)d~h=b(v, s) Ti d, (v, s) u(W"· '' s)(g) 
Jo~. ozA '-o~.A ,. 

([W], prop. 12). Pour lOlll p, ii cxiste une constante A.,, (v, s) cellc que pour COU l j ES" (H /I) : 

Posons: 

et pour cout p : 

On pose: 

B(v)=b (v ) TIB .. (v), B (v, s)=b(v, s) TI B, (v, !;). 

On verra au cours de la demonstra1ion de Ia proposition suivame que ces produics 

convergent. Rappelons qu'on a defmi une fonccion cR(Vlll , 4). 

PROPOSITI01' 17. - Fixons v comme ci-dessus. Soien t E = TI p'' i111 e111 ier dit'isible par 1', 
pour tout p, cPEUP(e1,, T) : 

F =s- 1 "r- 1 (t~®(® s~r(c11))); 
I' 

1° soit v'EN, v' ~l. S'i/ existe une placer relle que v'l/(r (p, ), a"-(F)=O; 

2° il existe w1e co11sta11te o#O rel/e que: 

(i) a,.(F) = oB(v) TI c,.(v); 
l ' 

(ii) pour tour v' = v"'" u2 , avec u EN, v••c E ~"', tel que pour route place '" v' E Q ," (p,.), on a 

/'egalite: 

a,,. (F) = oB(v, f;) n c,.(v'), 
,. 

Olf s=v'"'v - 1
• 

Demonstration. - On pose t=s(F)= -r- 1 (t~®(®f;(cp))). Le 1 csl immedial : si 
p 

v' it o;. (p,.), p,. n 'admet pas d e modele de Wbictaker relatif au caraccere \jl:·. A fortiori 
l'espace des ljl'''-iemes coefficients de F ourier de T esL nul , ec o n applique le lemme 3. 
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Comme t E T = T .. (p), ii exiscejES""'. (HA) celJe que t=j,.(<p)(j) (IV, 3). On peut supposer 

J = ®J,., t(t) = ® (i ... ,. 0 j ... ,. (W ..)) (J;.)(I V, assertion 5). D 'apres [W], corollaire a11 lemme 24, 
I" I 

el nos definitio ns, on a J'egalite : 

(16) W(v, I, l)=b(v) TI [ r+· (l)R(g)j,.(x;) d .. (v)u(~, .. ,. )(y)dg 
,. Jo, '-a, 

= b(v) TI d, (v) j"·, (W,.)(j,.)(1 ). 
I' 

Si r = pes1 fm ie: 

j ... "(W 1,)(j")(l ) = A.1, (v)(i ... ,, oj,._ 1, (W ,,)) (J")(v) =A." (v) s; (c p) (v>°. 

Soil 0
1
, une consiame telle quc : 

(lemme 36 ). Al ors : 

Si vest reelle, la lonction 01-+j,._ ,.(W,.)(J;.)(cr) (pour cr e SR) es1 un clement du mode!e de 

Whitta ker de PR relalil a "'R· C'est !'element de poids minimal. Done ([W], lemme 12), ii 
exisie une cons can te 011 relle q ue pour cou 1 a. E IR : : 

En paniculier : 

Alors: 

w (v, t , 1 )= b(v) OR e- 2 ~" Iv 1k2
- klt

4 x dR (v) CR (v) n opdp (v) A.p (v) c p(v)cp (v). 
p 

Comme le produic (16) converge, que o"= l et c"(v)= l po ur presq~e LOUl p, on obcie11 1 : 

w (v. I. I) = e- 2
"" Iv 1~2 - k)l

4 <fl o,.) b (v )(fl B,. (v))(TI c,. {v)), 
l' t• l' 

chaque produic eian[ con vergent. P osons : 

o =Iv lk2 - k'14 fl o,-. 

La formule ci-dessus et le lemme J monirem que : 

a ,.(F)=oB(v)fl c,.(v). 
,. 
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Considerons (ii). On a J'cgaliLe : 

W(v', 1, l)=W(v'u- 2
, t , d(u)) = W(vE,, I, d(u)). 

D 'apres [W], corollaire au lemme 24 : 

W(vE,, I, d(u))=b(v, E,) n d,.(v, E,) 1,, 

Oll : 

I,.= ( r+·(d,. (u))R(g)J,.(xJ u(W,.,,., E, )(g)dg. Jo¥, ".G, 

Si i · = p esc fmie : 

1,,=A.,, (v, E,) [i,., v nj,., r(W,,)] (r+· (dp(u))j11 )(vE,) 

=Ap(v, E,) P11(dp(u))[i,., p oj\'. /l(W,,)(J,,)](vE,) 

=A.v (v, E,) pl'(d"(u))[s~:(cp)](vE,) 

=Aµ (v, E,)y,,(u)I u Irµ ; 1 (u) s; (c,.)(vE, u2
), 

d 'apres J'assenion 7. Done : 

IP=A.,.(v, E,})i"(u) I u L, ~t; 1 (u)8,,c"(vE, u2 )C,, (vE, u2
). 

D'aprcs Jc lemme 36, i, et l 'ega lic~ vC, u2 = v', on obtient : 

1 "=01,y,.(u)lid,.x,~. 1P(u)A.1,(v, C,) C"(vE,) cp(v' ). 

Sir est la place rcclle, on a E,>0 car v'EO,~(p,.). Soient u,. e~~ tel queu~=E,, et 

U, = (:::· -~}On a: 

l ,.= m,.(E,) ( l'••(d,.(u))R(g)J,.(xJ u(Wv. 1.)(U, g)dg Jo .. ".G, 

= f o, ".G, r+· (d,. (u)) R(U ; 1 g) },. (xJ u(W , .. ,.)(g) dg 

= ( r+· (d,. (u)) R (g) },. (u, x;) u(W '" , )(g) dg, Jo, ".G, · 

car U, x, u,- 1 = u .. x;. Done: 

1, = I u, 1- 3
'
2 

( l'11i· (d,. (uu, )) R (g) J, (x;) u(W '" r)(g) dg Jo, ".G, 

=I u,. 1- 312 j,., ,. (W, HJ; )(d, (1111 , ll 

=on I uvl - 3
'
2 I uuvlk12 exp(-2rrv u2 u~). 
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IR=BR Iv l~2 - k>14 e- hv' I u IRIE, In 114 cR(v'). 

Alors, en remarquant que Yn (u) = xo. li(u) = I, car 11>0: 

w (v, {, l)=e- ln\'' Iv l~l - k)/4 (n o,.)(n .Y .. (u) I u I. Xt~. 1,. (u)) x b (v, E,)([J B, (v, E,))(n c, (v')). 
,. r ,. ,. 

Comme uEOx : 

nr .. (u)lul. x;;: ' .. (u)=l. 

D'apres la tlehnition de o et le lemme 3, la lorrnule ci-dessus momre que : 

a, .. (F) = oB(v, E,)[J c, (v'). O 
I' 

4. Soieni Ox (p) !'ensemble des VE4Y eels que l'espacc des ljt''-iemes coelhcienes de Fourier 
de 1 soil non nul, S2 )'ensemble des places lmies p celles que p" soit du cas 1, I et /10" les 
applicaiions naLUrelles : 

t: ox (p) ..... TI o;, (p,.Jto;,2 
p ES1 

1,oc: o,~ (r> ..... TI o= <iJ"J10;,2
• 

p•S, 

D'aprcs le lemme 6, est surjective. On pell! choisir un ensemble 

~={v;; i=I ... r}cQx (p)n Nsc, tel que 11!!. soi1 bijeccive. P our tout i= I .. . r, IJxons des 

racines carrees : 

Pour chaque i = 1. .. r, on peut efleclller Jes constructions du J, pour v = v,. Suit 

t eNscnQ1~ (p), i e{ 1. .. r} eel que /(v;)=/1oc (t}, ~= tv;- 1 • Posons: 

AT(t)=B(v,, E,) B(v;)- 1 L(P®Xv,. l /2) 112 f-(X1~ 1 Xv,, 1/2)112 . 

' 
Remarquons que par construction et le lemme 36, ii, B(v;):;60. La lormule ci-dessus defmit 

une fonction A'f : Nsc ("\ o,~ (p) ~ C. 

AssERTIOl\. - La jonction AT L!erifte /'assert ion 2, ii, du theoreme 2. 

Demons/ration . - Soit Aune fonction comme dans ce theoreme. Soiem E = TI p"• un en tier 
divisible par N, pour tout p, c"EU"(e,,, T), 

F =.s '.,•- 1 (t~® (®s~; (cp))). ,, 
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Posons £e =(c, ) En U, (e, , T) (Vlll ). Je dis que F est proponionnelle a j lfE, Al (V il! ). II 

suffH de comparer leurs coefftciems de Fourier. Soit n EN, 11 ~ l. S'il existe une place L' telle 

que 111i O; (p ,.), en cette place c, (n)=O (VIII , 4), et a,,(~. Al=O. De meme a,,(Fl=O 

(prop. 17,1). Supposons que nE 0 1:., (p). Remarquons que pour p e S2, le support de cP est de 
la forme 11pz;2, pour un 1lp E iQ; (VIII, 4). Soit i tel que I (v;) soil egal a l'image de (11p)pES2 

dans TI iQP(pp)/iQ;2
, et o la constante dont.l'existence est affirmee par la proposition 17 

peS2 

appliquee av;. S'il existe p e S2 tel que n ~ 1lp z;2
, on a cp(n)= O, done a,, (£E, A)=O. De m~mc 

a,,(F)= O d'apres Ia proposition 17, ii. Supposons que pour tout p e S2 , n e 11,, z; 2
• Alors 

/(v;)=/1oc (n"'). Par construction: 

a,,(£E• Al =B(v;, tf"vi 1
) B(v,)- 1 L(p®Xv,• 1/ 2)112 e(X.0 1 'X.v,• 1/ 2)112 TI cv(n). 

v 

D 'apres la propos1uon 17, 2, 11 : 

a,,(Fl = oB(v,, 11"' v;- 1) I Jc, (11). 

Done : 

a,,(£E• ~)=0- 1 B(v;)- 1 L(P®Xv,• 1/2)112 s(x.01 Xv,• 1/ 2)112 a 11 (F), 

d'ou l'egalitc : 

Soit ]\ = n p"'E N. D 'apres Jes proposiuons 6, 1 I I 14, on a l'cgalitc : 

T,,(nrl= $U p(e,,), 

[en ellet, s1 Pµ est supercuspidale, l'hypothese (H2) 1mplique l'hypothese (H ') de la 
proposition 7]. Done : 

T 42 (l\. x,,,) = Ef>t - 1 (T11 (0)® (®sJUr(e1,, T)l), f\ I Eli\., 
E P 

Sk 2 (1\., X:• T)= Ef>s- 1 ut ~ 1 (TR (O)®(®s~~U 1,(e1,, T))), 
E p 

el d 'apres le resultaL ci-desSUS : 

s- 1 
ot-

1 (TR(O)® (®s; u ,,(ep, T))) = u (E, T , Al· 0 
I' 

5. PROPOSITIOl\ 18. - Soil I E Nsc n 01~(p). On a /'eyalile: 
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Celle proposiuon acheve la demonsLra11011 du theoreme 2. 

Demonstration. - Soit i e { 1 ... r} tel que l(v;)=l1oc(t), posons V=V;, s=tv- 1
. 

Supposons b(v, s)=O. Alors, par defmition AT(t)=O. Supposons L(p®x,,, 1/2)#0. 
Alors T,(p )=F { 0} ([W], th. 1) et, com.me t e Q1~ (p), T, (p)=T (IV, assertion 8, et theoreme 
de multiplicite 1 ). L 'espace des "1'-iemes coefficients de Fourier de T, (p ), done de T, est non 
nul ([W], th. 1). Alors b(v, s):foO ([W], IV, 2). Contradiction, done L(p@x,,, 1/2)=0. 

Supposons b(v, s) :;tO. Alors L(p®x.,, l/2):;t0 ([W], prop. 26, 27; ii, th. 1 ), et l'espace des 
"1'-iemes coefficients de Fourier de Test non nul ([W], IV, 2). On se propose d'appliquer la 
proposition 17 aux deux couples (v, t) et (t, v). On fixe cpeV, cp:;tO, avec e(<p)=®Wv (le 

v 

meme cp pour Jes deux couples). Si vest une place de iQ ets ¢0 ; 2
, on fixe deux elements we. 

0
, 

f,- ' 
resp: W vf,, 0 , non nuls de 11' v, v• resp. "II' vf.., v• invariants par O f., 0 , resp. O i;-•, 0 • Remarquons 
que v¢ S2 par defmition de v. En particulier p

0 
n'est pas supercuspidale. De plus v n'est pas 

reelle. On suppose comme au VII, 3, que : · · 

i;-• - f, W vf,, v-Pv. v~) W v, v X ('X.f,, v 0 det). 

Remarquons q ue si p est premier et s E Q; 2, on a en fai t s E Z; 1 car v et vs son t sans facteur 
earre. 

Soil p E S2 • On peut trouver un entier eP et cP EU P (eP, T) tel que cv(v):;tO (VIII, 4). Alors 
cp(vs):FO. Eneffet comme peS2 , on a se0;2

, done sez;2
, et cP est invariant par z;2

. Si 
piS2 , il est clair sur les formules du VIII, 4, qu'on peut trouver un entier eP (egal a 0 pour 

presque tout p), et un element cPeU P(e", T) tel que cp(v):;tO, cp(vs):FO. Soit: 

F=s- 1 oi: - 1 (t~®(® s';(cp))). 
p 

D'apres la proposition 17 appliquee successivemeut a nos deux couples, il existe deux 
constantes o, o':;t O, telles que: 

av(F)=oB(v) TI cv(v), 
v 

avf, (F) =o' B(vs) TI cv(vs), 
v 

Aucun des termes intervenant dans ces expressions n'est nul. Alors : 

On en deduit : 

Pour toute place v, posons : 
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Posons : 

(on verra au lemme 38 que ce dernier produit converge). Alors : 

(17) 
v 

On va analyser I et Iv. 

LEMME 37. - Pour toute place v de Q et tout geGv, on a l'egalite: 

mv(s-1) u(W v, o• s)(E,- 1 9h;. o(detg)=mv(s) u (W v;, "' s-1 )(g). 

Demonstration. - Sis¢ Q : 2, vest fmieet v¢. S2. En particulier, Pv n'est pas supercuspidale 

et on applique le lemme 34. Si seio;2, soient uveo: tel que u~ =s: 

Par defmition : 

u · = (Uv 1 ) 
v UV -1 ' ( 

- 1 

U' = UV 
v - 1 u. 

u(W •. v• s)(l;- 1 g)=mv(s) u(W v, v)(U.l;-
1 

g), 

u(W ·~· v• s - 1 )(g) =m.(s- 1) u(W v~. vHU~g). 

L EMME 38. - On a l'egalite: 

l = L(p®Xvi;• 1/2) L(p®Xv• 1/ 2)- 1
. 

Demonstration. - TI existe une constante o#O telle que : 

r cp(E_g)t(-n) dn=o n w v(g). 
Jov. v 

Pour s e C, Re s assez grand : 

r cpv(~g) l al·-112dxa=oO r wv.vC~u)lal~- 112d~a 
Jo"'-A" - v Jo.~ -

=oL(p®Xv• sHJ[L(Pv,v• s)-
1 L.x Wv. v(gg)lal~- 112 d~aJ. 

Pour presque tout v, le terme local du produit infmi est egal a 1, ce produit se prolonge 
ana lytiquemeotau moins jusqu'au voisinage des= 1/2. Pours= l /2, on obtient, d'apres nos 

definitions : 
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done b(v)=oL(p®xv, 1/2). De meme b(vs) = oL(p®xvi;• 1/ 2). 

On a l'egalite 0 -~O ~ - 1 So1"t u 1 d 0 II '" il d · ;-• - ~ ~-~- . v ne p ace e '-I'. est 1ac e e voir que pour tout 

ct> E L1(Zv"'O;-•, 0 ) : 

r cl>(h)d; -•,o h = mv(s- 1)mv(s)- 1 l cl>(l;h.S.-=.!Jd v h. 
Jz,'\.o;-• • z' o - - ;. 

' .. ~ ~.It 

Comme !es mesures d;-'. . et d;. v defmissent des mesures globales, le produit : 

m = n m.(s - 1) mv(s)-l 
v 

est convergent. Alors : 

On a l'egalite : 

'Pv;(,~h i;- 1 g)=cpv(£hs- 1 g)x;(detg)x~(deth). 

Si h E O;, A• <let~ est, .en toute place v, une norme de ]'extension Qv(.A), done X; (det h)= 1. 
De plus <f'v est rnvanant a gauche par S, . Done : 

r cpv~(hg)d;-·h=ml cp.(hLg)d, h x (detg). 
Jo;-• ozA "°•-• A o z '\.o - ' ; • ~· ~.OA ~.A 

D 'apres nos definitions, cette egalite devient : 

b(vl;, S- 1 HO dv(vl;, S- 1
) u(W v;, v• s-J )(g)] =b(v, !;)[ n d.(v, ~) 

v v 

Done (lemme 37) : 

b(v, s)b(vl;, ~ - l)- 1 = n dv(vs, i;- 1)d.(v, s)- 1, 

v 

ce prod~it etant convergent. On a calcule tousles termes intervenant dans la definition de I 
On obuent l'egalite de l'enonce. o · 

L EMME 39. - Soit v une place de Q telle que seo:2 • On a l'egalite: 

I .,= IS I;;- 112 
X;, v (2ho, 1v (!;) e(x0:1

v x.~, 1 /2) e (xO"}u Xv, 1 /2)- 1 • 

Demonstration. - Com.me X;. v= 1, cette egalite se reduit a : 

I.= Isl ; 1'2 xo, 1v(~). 

De plus dv(v)=d.(vl;), done, par definition: 

I" = I s I; 114 I s -1 I ~14, 
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si v est reelle, 

si v = p est fmie. 

Si vest reelle, J'egalite a demontrer est immediate (Xo. R (~) = 1 car ~>0). Supposons v=p. 
Soient u Pe Q; tel que u; =~.et f e Y (Hp). Par le meme argument que dans la demonstration 
de la proposition 17 (calcul de IR), on montre que : 

r R(g)f(x~)u(Wv, P' ~)(g)dg = I upl - 312yp(up)- 1 Xv(up)jv, p(W p)[r+v(d(up))f](l). 
Jo,_,"-G, 

Soit J la valeur commune des deux membres. Par defmition de A.P(v) : 

J = I UP I - 312 y P (up)- 1 Xv (up) AP (v) iv, P oi v, p(W P)[r +v(d (u p)) f] (v) 

= I u p 1- 312 y p(up)- 1 x)up) Ap(v) pp (d (u p))[iv, p 0 i v, p (W p) (f)](v) 

= I UP 1- 1
/
2 Xv(u p) µ; 1 (up) A.p(v) [iv, P oj v, P(W p) (f)] (vu; ), 

(assertion 7). Mais, par defmition de Jet A.p(v, s ): 

J = A.p(v, ~)[iv. P ojv, p(W p)(f)](vs ). 

Comme v~= v u;, on obtient : 

A.P(v, ~)=A.p(v)luPl - 1 12 µ; 1 Xv(up). 

De meme: 

d'ou: 

Or ~ez;2, done (lemme 36, i) : 

En regroupant ces deux egalites, on obtient la formuJe cherchee. D 

Soit pun nombre premier tel que s ¢ Q ; 2 (si vest reelle, on a v > 0, vs> 0, done ~ e Q ; 2
). 

Par definition de v, pfiS2. done Pp-riµ,. OU pp-crµ,· Pour a eo; (pp) nZP, posons : 

JP(a)=µp(a)Cp(a) - 2 E(µpxa, 1/ 2)L(µpX, 0 , 1/ 2)L(µ; 1x 0 , 1/ 2) - 1 L(p0 , p, 1/ 2). 

LEMME 40. - Soit p tel que S ¢ Q ; 2 : 

(i) ii existe une constante Op#O telle que pour tout aeo; (pp) avec vp(a) e {O, 1}, on a 
l'egalite : 
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(ii) on a /'egalite : 

(iii) on a l'egalite : 

Ip= I I; I; 112 x~. p (2 v h o.1p ( /;) E (x0, 1p Xv~· 1 / 2) E (x0, 1p Xv, 1 / 2) - 1. 

Demonstration. - On est dans la situation mi on peut appliquer la proposition 16 au 
calc~l de A.p(v, s )A.p(v) - 1 A.P(vl;)A.p(vs , s - 1)- 1 . La definition de IP conduit a l'egalite (ii). 
Le (1) et Jes formules du II, 7, donnent alors (iii). Demontrons (i). On abandonne !es 
indices p. TI s'agit d 'un calcuJ cas par cas. Dans Jes cas 2, 3, 5, 7, 8, 10, on a 
Pa""1t(µXa• µ - 1 X0 ), done: 

L(p0 , 1 / 2)=L(µX, 0 , 1/ 2)L(µ - 1x
0

, 1/ 2), 

J(a)=µ(a)C(a) - 2s (µx 0 , l / 2)L(µx
0

, 1/ 2)2. 

Cas 2. Le caractere µ 2 est ramifie, done n(µx
0
)> 0 et L(µx

0
, 1/ 2)=1. Posons 

n=np= n(µ) = n (x0 ) : 

(a) Supposons n(µX,0 )=0; 

si vp(a)=O, Xn est non ramif.te. On ales egalites: 

C(a ) - 2=µ - 2(a)E(µ- 1 xp•• 1/ 2)- 2, 

E (µxn , I / 2) = x 0 (pn) E (µ, 1 / 2), 

s (xo Xa• 1/ 2) = xa(p")E(Xo. 1/ 2), 

E(Xo. 1 / 2)=E(Xo µµ - I, 1 /2) = µx o (p - ")E (µ - 1 , I /2) = µxo (p - " ) µ( -1) E(µ, 1/ 2)- 1, 

µ(a) = x0 (a) - 1• 

On obtient : 

J (a )=Oo Xo (a ) s (xo Xa• 1/ 2), 
OU: 

Oo=µxo(P")µ( - l) E(µ, 1/ 2)2E(µ - 1 Xp•• 1/ 2)- 2 • 

Si vp(a)=l; on ecrit a = (ap - 1)p, avec Xap-• non rarnifie. On a: 

C(a)- 2 = µxo(p)(p, - l ) µ - 2(a) s (µ - 1xp'" • 1/ 2)- 2 , 

s (µX a• l /2 )=xap-• (p")s(µxP' 1/ 2), 

s (Xo Xa• 1 / 2) = Xar-• ( p") s (Xo x,,. 1 / 2), 

E(Xo Xp• 1/2)=µxo(P- 11 )E(µ - 1 xP ' 1/ 2) =µxo(P - ")µ( - l)(p, - l) E(µxp• 1/ 2) - 1 , 

µ(ap -1 )=xo(ap-1) - ' . 

On obtient : 

J(a) = o1 x0 (a)E(XoXa• 1/ 2), 
OU : 

JOURNAL DE MATH~MATIQUES PURES ET APPLIQUEEs 

\ 



472 J.-L. WALDSPURGER 

- 11 reste a montrer que o0 =ot> i .e.: 

Grace aux formules du II, 7, cette egalite devient : 

Si nest impair, X~· = 'X.p , 'X. p• .. = 1, l'egalite ci-dessus est triviale. Si nest pair, on a n ~ 2, i.e. 
n(µ)~2, et on applique le lemme 1, 3 : 

e(µxP ' 1/ 2)=xp(-a(µ)p - ")e(µ, 1/ 2), 

d'ou: 

E(µ'X.P' 1/ 2)2= £(µ, 1/ 2)2. 

(b) Snpposons n (µ - 1 Xo) = O. On a Jes egalites: 

d'ou: 

avec: 

C(a)-2 = µ - 1 Xo ( p•,(al), 

e(µx.0 , 1/ 2)=e(µx.01 x0 x 0 , 1/ 2) = µx01 (p- ")e(Xo'X.a• 1/ 2), 

µ(ap - •,(•l) = xo (ap-•,(al), 

J (a) = ox0 (a) e (Xo 'X.a , 1/ 2), 

Cas 3. - Si vp (a) = O, µ, x0 , µx. 0 sont non ramifies. On a: 

c (a)- 2 = (1 + µXa(P) P- 112)- 2 = (l - µ( p2) P- 1 )-2 (1 - µxa (p) p - 112)2 

= (l - µ(p2)p- 1)-2 L(µxa, 1/ 2)- 2, 

E (µX, 0 , 1/2)= E(Xo X,0 , 1/ 2) = 1, 

µ (a) = x0 (a)= 1; 

si vp(a)= l, on a n(µx 0 )=l et: 

C(a)-2= (l - µ(p2)p - 1)- 2, 

L(µ.x. 0 , 1/2)=1, 

e(µxa , l /2) =e (µxo 1 XoXa, 1/ 2)=µ - t Xo(P) E(XoXa, 1/ 2), 

µ(ap - 1 )=Xo (ap- 1 ). 

D ans Jes deux cas : 

J(a) =oxo(a)s(xoXa• 1/2), 

avec: 
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Cas 5. - lei µl z,x = xo ll,x = xplz:. Si vp(a)=O, on a n(µx
0
)=l, et: 

C(a) = L(µx.
0

, I /2)~· 1 ,' . 

E(µxu, l / 2) =e(µxo 1 XoXa• 1/ 2)=µ - 1 xo( P)e·(XoX:a, t /2}, r,• ·, 

µ(a)=x0 (a). 

Si .vP(a)= 1, µx. 0 est non ramif.te: 

C(a) - 2 = µ- l Xo ( P2
) (1 - µx aC P) P- 112)2 = µ - 1 Xo (p2) L (µxa , 1 /2) ~ 2 , 

e (µxu , 1/2);=:E(X0 X.0 , 1/2)= 1, 

µ(ap - 1 )=xo (l!P- 1 ). 

Da°'s les deux cas : 

J(a):doxa(a)&(Xo'X.a, 1/ 2),· 
ou o =µ - 1 x0 (p). 

473 

' . 

C!!s 7. - Le caractere µ2 est ramif.te, done n (µ)~4, n(µx.0)~4, et L(µx.
0

, 1/ 2) = 1. Posons 
n=n2= n(µ) : 

(a) Supposons n(µx.0 )=0; •·. 

- si v2 (a )= O, on a n (x0)~2, on peut utiliser le lemme 1, 3: . 

=µ - 2(a)(a.a(µx.2. ) , - l) e(µx.2., 1/2)2, 

e(µx 0 , 1 /2)=x0 (-a(µ)2 11 ) &(µ , 1/ 2), 

E(XoXa, l / 2) = x 0 ( - a(x0 )2")E(X.0 , 1/2), 

e(Xo. l / 2)=µx0 (2- ") µ(-l) e(µ, 1/ 2)- 1, 

µ(a) = xo (a)-1 . 

Comme Xolz,x =µ - 1 lz,x ,_on a a(x0 )= - a(µ), d'ou: 

J (a)=OoXo(a)e(Xo'X.a , 1/ 2), 
avec: 

- si v2 (a)= l , on ecrit a=(ai- i )2, avec n(x.2- . ) ~2. Alors : 

C(a)- 2 = µx0 (2)(a.a(µx 2 . .. ) , - t) e (µx. 2 •• ., 1/ 2)2 , 

&(µx. , 1/2) = xza( - a (µx.2) 2") e (µx. 2 , I /2), 

s(xo Xa, l/2)=xza( -a(xo 'X.2) 2") s(xo Xz, 1 /2), 

s(xo Xz, 1/ 2) = µxo (2 - ") µx2 ( -1) s (µxz, 112)- 1 = µx0 (r") µ( - 1) s (µx.
2

, I ; 2)- 1 , 

µ (a2-1)=xo(a2 - 1)- 1. 

On obtient: 

J {a) = 01 Xo(a)E (Xo Xa, 1/ 2), 
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avec : 

II reste a .montrer que o0=o1, i.e.: 

(a(µx, 2.), - l )e(µ, 1/ 2)2e(µx. 2., 1/2)2 =(a(µx, 2 •• • ), - l)e(µx. 2 , l/2)2e(µx2 .. '• 1/ 2)2
. 

Si nest impair, n ;;;; 5, done la partie entiere de (n+l)/2 est ;;;; 3, i.e. ;;;; 11(x2)· Alors 
a(µx, 2)=a(µ), et la formu1e est immediate. Sin est pair et n~ 6, on a de meme a(µx.2) =a(µ) , 
et, d'apres le lemme 1, 3, e (µx,2, 1 / 2)2 =e(µ, 1/ 2)2

, d'ou l'egalite ei-dessus. Supposons n = 4. 
P our UEZ2. x2(1+4u) = \j!(u r 1). On en deduit: 

a(µx. 2 )=a(µ)+2, 

(a(µx, 2), -1)= - (a(µ), -1). 

Le lemme 1, 2, montre que: 

e(µ, 1/ 2)=µ(-a(µ)2 - 4 ) \j/(-r4 a(µ)), 

e(µx,2 , 1/ 2)= µx.2 (-[a(µ)+ 2)2- 4
) ijJ (- [a(µ)+ 2] 2-4

), 

. d'ou: 
e(µx.2 , 1/2)4 =e(µ, 1/2)4 µ(1+2a(µ) - 1

)
4 \j/(-r 3

)
4

. 

Or (1 +2a(µ) - 1)4 e l +24 Z2 , done: 

µ (1+2a(µ) - 1)4 = 1. 

De plus ijl( -2- 3 )4 = ijJ ( - 2- 1 )= -1, d'ou : 

e (µx,2 , 112)4 = - e (µ, 1 / 2)4
. 

On en deduit l'egalite a demontrer. -

(b) Si n(µ - 1 Xo)=O, le calcul est analogue a ce1ui du cas 2, b. 

Cas 8. - Si v2 (a) = O, et (a, - l )=xo (- 1), µx.0 est non ramifle. Alors : 

C(a)- 2 =xo µ - 1(22)(1-µxa(2)r 112)2 =x.0·µ - 1 (22) L(µX a• 1/ 2)- 2, 

e(µx, 0 , 1/2)=e(x0x •• 1/2)= 1, 

µ(a) = xo(a); 

si v2 (a)=0, et (a, - 1)= - x,0(-1), ou si v2 (a)=1, on a n(µx, 0 )= 2+v2 (a). Alors: 

C(a) = 1, 

L(µx. 0 , 1/ 2) = 1, 

e(µx., 1/ 2)=e(µx01 XoXa• 1/ 2) = µ - 1 x.0(22+•,<0 >)e(x0Xa• 1/ 2), 

µ (a2 -•1(a))=x0 (a2 ~•.<0>). , : 

Dans les deux cas : 
J(a)=oX.0(a)e(x0 Xa• 1/ 2), 
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avee: 
o=xo µ -1(22). 

Cas 10. - Si v2 (a) = O, ou v2(a)= 1 et (a, -1)= - x.0( - 1), XoX. est . ran:ii~e -_et 
n(xox.)=3 - v2(a). On a : 

C(a)- 2 = Xo µ - 1 (2-2+2•,(d)), 

L(µx, 0 , 1/ 2) = 1, 

e(µx •• 1/ 2) = µ- 1x,0(23-•,(•l)e(xo Xa• 1/ 2), 

µ(a 2 - •,(•l) =xo (a 2 -•,(•>); 

si v2 (a)= l et (a, -l)= x.0 (-1), XoXa est non ramifie. On a: 

C(a)- .z =xo µ - 1 (22)(1-µx.. (2) r 112).z = xo µ - 1 (22) L(µXa• 1/ 2)- 2, 

e(µx •• 1/ 2)=E(XoXa• 1/2)= 1, 

µ (ar1)=x0(a2- 1). 

Dans Jes deux cas : 

J (a) = ox0(a)E{x0x •• 1/ 2), 
avee: 

o = Xo µ- 1 (2). 

Cas 4, 6, 9, 11. - lei p0 ~cr(µx.0 , µ - 1 x.). done: 

L(p0 , 1/ 2)= L (µx., 1/2), 

J (a)= µ (a)C(a)- 2 e (µx •• 1/2)L(µx., l / 2)2L(µ - 1 x •• 1/ 2)- 1. 

Je dis que pour ae 0; (pp) n ZP, cette expression a meme valeur que !'expression de.J (a) 
dans les eas resp. 3, 5, 8, 10. Notons C(a), C' (a), les fonetions C du eas resp. 4, 6, 9, 11, et du 
cas resp. 3, 5, 8, 10. 11 s'agit de montrer que : 

C(a)- iL(µ-1xa, 1/ 2) - 1=C' (a)- 2. 

Si µ- 1 Xu est ramifie, L (µ - l Xa , 1/ 2) = 1, et on verille sur Jes formules de definition que 
C(a) = C'(a). Si µ - 1x.0 est non ramif1e, on a µ - 1x

0
(p)=-p112 [en effet, µ2= l·I et 

µx, 0 '1: 1-1 112 puisque aeo; (pp)]. Alors: , 

L(µ - 1 x., 1/ 2) = (1 - µ - 1 Xa( p) p - 112 ) - 1 = 2- 1. 

On verifie sur les formules que C (a) =21
'
2 C' (a). D 'ou l'egalite desiree. Le ealcul dans !es cas 

4, 6, 9, 11, est done le meme que celui des eas 3, 5, 8, 10. 0 

Les lemmes 38, 39, 40, et l 'egalite 17, montrent que: . 
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Comme s. veQX, le produit infini est egal a 1. Comme vs=t, on obtient l'egalite de la 

proposition 18. O 
6. On revient au probleme du I. Soient cp0 es·;,·~ 1 ~ 2 ), V 0 le sous-espace irreductible de 

d 0 {x2) associe a % • V=V0 ®x01
, Po et p Jes representations de J'f A clans V0 et V. 

LEMME 41. - Soit N un entier tel que 4 1 N,~ est defmi modulo N. On a l'egalite: 

Sk12 (N, x_, cp0 )= l.:Sk12(N, x_, T v(p)), 

Somme SUI' /es V E ii) x tels que ; 

(i) v > O; 

(ii) T v{p)i= {O}; 
(iii) pour tout p, SQ.(Pv(pP))=xo, p(-1). 

Demonstration. - Soit Tun sous-espace irreductible de si/00 tel que -1'' (\jt , T)=V et 

s·k12(N, ..! , T)i= { 0}. Soit veQ x tel que l'espace des \jtv-iemes coefficients de F~urier de T 
soit non nu!. Alors ..Y (\jtV, T )i= { 0} ([W], p rop . 26), et "f/' (\jtv, T)= V®Xv ([W], V, 4), done 

T=TvCp) ([W], prop. 27, iv, et theoreme de multiplicite 1). Comme Sk12 (N,_!, T) i= { O} , 

on a: 
1° Pv(PR) est de la serie discrete de poids minimal k/2, done v>O ([W], prop. 20); 

2~ pour tout p, !:Q.(Pv(Pv)) =xo. p(-:-1_) (th. 2, 1). 

Reciproquement 11 '(\jt , T v(p)) = V pour tout veil) x tel que T v(P)i= { 0 } ([W], prop. 29). 
Le lemme resulte alors du corrollaire a la proposition 4. O 

PROPOSITION 2 (Flicker). - Il existe N tel que S k/z (N, X, cp0) =F { 0} si et seulemen t si 

/'hypo these (H 1) est verifiee. 

Demonstration. - Soit S !'ensemble des places v telles que Po,• n'est pas de la serie 
principale irreductible. Sip¢ S, ii existe un caractere µPde Q; tel que Po, P"' n (µ1. P' µ1, P), ou 

µi , v=µpXo.v• µ2,v= µ ;1xo.v· On a µ1 ,p( - 1)= µ2, p( - l)= µrxo.v(- l ), et 

pP-7t(µP, µ; 1). S'il existe N tel que Sk12 (N,!,<J>o)=F{0}, ii existe veQx tel que 

!.Q.(p,.(pp)) =Xo. P(- 1) pour tout p (lemme 41). Pour p¢S: 

(I) (pv(pv)) = xv. p(-l)e (Pv, P' 1/ 2) 

(assertion 10). Or Pv, p"'7t (µp Xv, P' µ; 1 Xv, p) et e (Pv, P ' 1/2)= µP Xv, P ( -1 )([JL], p. 105). On 
en deduit Xo,p(- l)= µv( - 1), done µi. v(- 1) = µ2,r(- l) = l. 

Supposons que pour tout p tj; S, µ1, p( - 1) = µ 2, v(-1)=1. Soient µ; , P' µ;, P des caracteres Jrt 

de Q; tels que µ;~ p = µ1 , P' µ;~ p = µ2, p• Notons GA le groupe metaplectique revetement de 

degre 2 de GA, if A son algebre de H ecke. Tl existe un sous-espace T irreductible de l'espace 
des formes automorphes paraboliques sur le groupe G,., de caractere central x0 , tel que pour 

tout p tj; S, 1i:P...., 1i: (µ;, P' µ;, p), oti 1i: =@it. est la representation de if A dans T ([F), th. 5, 3 ). 
v 

Rappelons que pour pi=2, le groupe Kv= GL2(Z p) est scinde dans GP, ce qui permet de 

I 'identifier a un sous-groupe de GP. 
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LEMME 42. - II existe un en Lier N divisible par 4, tel que ~soit defini modulo N, et _fe T , 

_f i=O, tels que: 

(i) si p'f-N, pour tout keKP, 1i:p(k).!_=_f; 

(ii) sip IN, pi=2, pour tout k = (a b)eK P(vp(N)), 1i: (k) t=xo (d) t; c d p - ,p -

(iii) pour tous ae I +4 Z2, b E Z2, CE NZ2, d E z2 ' 0 11 a les egalites.: 

- (1 b) - (1 0) 
1t2 0 1 .!_=1ti c 1 .!= _!, 

(iv) pour tout e E IR: 

Demonstra_:ion. - Les assertions (i) et (iv) sont immediates : pour presque tout p, 1i:P est de 
classe un, et 1tR est de la serie discrete de poids k / 2 ([F], 5, 3). Choisissons pour toute place p 

un modele de Whittaker T Pde 1i:P relatif a \jtP [GPS], et considerons l'espace des fonctions 

aH .!v(g), pour .!_ Pe Ip· Par des argum~nts standards, cet espace contient l'espace de 

Schwar tz ,SP(Q; ). Soit Ip ET p tel que .!p(g)=car(Z; .. a). En rempla<;ant a u besoin iv par : 

on peut supposer que tv est invariante par 1i: (b) et 1t (a) pour be Z a e Z x Si de Z xz on a 
- p - p = p> p. p ' 

I'egalite : 

etz(d)appartient a u centredeGA.Alors1i: (
1 0 )r ="'o (d)t . PosonsU =Zx si p Q d -P "- , p - P p p ' 

p=/. 2, U 2 = 1+4Z1 . L 'ensemble: 

est un groupe abelien, contenant : 

comme sous-groupe d'indice fmi. D 'apres les proprietes de t ii est clair par induction qu'il 
- P' 

existe un caractere TJ de z; tel que TJ 2 =x~ izx et : 
' p • 
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Remplac;:ons J_P par cette integrate. Alors pour tous b e'l.P, a e UP, d ez ; : 

· JI existe veo; tel que ri =xo,pXviz,>< . On peut supposer vP(v);;:aO. En remplac;:ant_fp par 

itp~) LP, on peut supposer Tl = xo,p1z,x. Comme np est admissible, ii existe un entier np tel 

~ue J_P soit inv~riant par 1CP ( ! ~)pour tout c tel que vP(c)~ nP. E_n choisissant N divisible 

p_ar p"•, .!_P verif1e la condition (ii) ou (iii) de l 'enonce. D 

. . LEMME 43. - Soient i et N verifiant les conditions du lemme precedent, t la restriction de i a 
,. ·SA c GA. Alors t#O, et ted~12 (N, X0 ). 

Demonstration. - Comme _!#0, ii existe geGA tel que _f(g)#O. Comme 

~ x = 0 x (IR~ x TIP z; ), ii existe aeQ x tel que a- 1 detg=(dv), OU dRE IR~' dpE z ; pour 

. ~~ut p. So~ent u= )d;, g' !'element de GA de composa nte reelle ( ~ ~).de composante en 

p1 (~ . ~P). fl existe ~eSA tel que g =g_erg'. Or.!.. est invariante a gauche par get se 

transforme sous g' par un scalaire non nul (lemme 42, et g~ est dans le centre de G R). Done 
~ 

· _!(er)#O, et t#O. Tl est clair que ted 0 . Considerons Jes conditions (i) a (v) defrnissant 
· d~12 (N, x0 ) . 11 est clair que t les verilie, sauf peut-etre (iii). En p=2, on a 
P2(d(a.))t = y2(a.)x0 , 2(a.)- 1 t, pour a.e 1 + 4 Z2 (lemme42,iii), et ii faut voir que eette 

'"relation est vraie pour tout a.ez;. Comme ZU1+4Z2= { ±1}, ii s'agit de prouver 
· regalite : 

. .. ·· .. 

. Ori: a d2 ( - 1 )=z2 ( -1 ), e_t pour tout v, z.( -1) est central dans S •. Pour er eSA : 
. ' 

p2 (d2 ( - l))t(er) = L(er z2 (-1))= t(z2 (-l)er) 

= t([z( -1), ( - 1, - l)z]( fl z.(-1)) cr) 
v,.2 

= c - 1, - 1 )2 t c cr ( TI z ~ c - 1))) = - pc TI z" c - t) > t ( cr ), 
v+2 o~2 

par-ir!-variance de t sous S0 . Pour p # 2 : 

pp(zp(- 1)) t = xo. p( - 1) L 
-- ·et : 

Mais: 

TI Xo. p(-l)=xo. 2 (-lho. R ( - 1), 
pi1'2 
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Xo. R( - l)= xR( - 1)( - 1 )<k-1i12 =( - 1)<t- •i12, 

eihf1=e'"' 1 (- l)(t- 1112= _:y
2 
(- l)( - l)<t-1112, 

p ( fl z v ( - 1)) t = - y 2 ( - 1) Xo, 2 ( - 1) t, 
v,.1 

LEMME 44. - Soit f=s- 1 (t). Alors / e Sk12 (N, X• Cf>o). 
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Demonstration. - Soit S' un ensemblefmi de places eontena nt S, tel quepour pfiS',J_ soit 

invariant par KP. Soit p ri S'. Comme 7CP-1t(µ~ . P' µ;, P), un ealcul elassique montre que : 

• ( ( 2 - p 2: np u 
ueZ,Jp'Z, - 0 

On a Jes egalitcs : 

Posons: 

~))!+ 2: (p, u)p 1tp(up-
1 (~ 0P))i 

ue(Z,/pZ,) >< 

- (1 0) +np 
0 

p2 J..=p(µ1 ,p(p)+µ2,p(p))J_. 

( ~ ~)Ip = [zp(p), (p. - 1)/.]dp(p), 

(~ :2 )Ip = [zp(p), ( p. - l),.]dp(p- 1). 

t'= 2: 1ip(~dp (p))l + 2: (p, - J)p1ip(~.e-=_~J1+1ip(dp(p- 1 ))i. 
uEZ,l p'l, ue(Z,lp7,) x 

Alors: 

(p, - 1)p 1i1,(zp(p)).!_'=p(µi. P(p)+µ2, p(p))_! . 

Soit cr e SA· Les elements Zv(P) commutent a er. Par le meme argument qu'au lemme 43 : 

np(zp(p))_!.'(cr)= (-1, p)pn( fl z. (p- 1)).f'(er). 
v .. p 

Soit EE{± i} tel que pee+4Z2. Alors z2(p- 1)=z2(e)z2(ep- 1), et Ep- 1E1+4Z2. 
D'apres le lemme 42, et puisque zR ( p- 1

) est central : 

1i (fl z. ( p - 1)) !'=(fl Xo. v ( P - 1)) Xo. 2 (E) 1i2 (z2 ( e)) .!':= Xo. P (Pho. 2(E) 1i2 (z2 (E)) J..'. 
•·+p • r,.p 

Par a illeurs, µ1. ,,( p)+µ2 • p(p )=A.P=A.P (q>0 ) (Ill, A, ~). On obtient : 

Xo. p( Pho. z (E)_((cr z2 (E))=pA.PJ_(a). 

Pour cr e SA,_!( er) = t (er),_!' ( cr) = T PL (cr). Done : 

T P t ( cr z2 (E)) = p Xo. P ( p - 1 h o. 2 (E) A.,. t (er). 
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Mais t e ~12 (N, X0 ), done t PL e d~12 ( , x 0 ), done : 

P2 (z 2 ( e)) t P t = y 2 ( c) Xo. 2 ( e) t P t . 

Par reciprocile, Y2 (e) =:Y2 ( p) = y /I ( p )- J' et fmalemenl : 

TP t(cr)=PXo. ,,(p- 1 )yp(p)A.P t(cr). 

D 'aprcs le lemme 4, f e Sk12(N, 1· <p0 ). D 

Done Sk12(N, x,. 'Po)#{O}, ce qui demontre la proposition 2. D 

PROPOSITION 19 . ..:.. Supposons l'hypothese (Hl) verifiee. Alors pour tout p: 
(i) w,,(q>0 )#Q>; 

(ii) si p¢.S, w,,(<p0 )=0; 10;2
; 

• (iii) sipo_,,,.,,, cr(µ1 .p• µz_P)etµ1.p(-1)=µ 2 _,.( - 1)=1 ,wP (q>0 )=Q;/o;2 -{v},ouvesL 
tel que µ 1. P XO. ~=xv I. 1~12; 

(iv) si Po. ,."' a (µ1 , P, µ~. ,.) et µ •. " ( - 1) = µ2 , P ( - 1 )= - I , ro,. (<p0 ) = { v}, ou v est dejini 
com me au (iii). 

Demonstration. - Comme Sk11 (N, !• q> 0 )# { 0} {prop. 2), le (i) est evidenl par definition. 

D 'apres le lemme 41 , ii existe Vo E ax tel que Tv. (p )# { 0 } et ~ (P •• (p,.))=xo. p ( -1 ). Les 
lemmes 6 el 41 montrenl alors que : 

o;, (Pv.( p1,))crop('Po)c ~ o; (P., (p,,)), 

union prise sur Jes v 1 e Q;, Leis que ~ (P., (p ,.)) =Xu. ,. ( - 1 ). I I sumt de demon trer q ue pour 
lout v I verif1ant cette egalite, o; (Pv, (p ,.)) est l'ensem ble defmi dans l'enonce. Pour tout p tel 

quc Po. ,,.-n(µ1 _,., µ i.,.) ou cr(µt.p • µ2 _,,), posons µ,.=µ 1,;xo.1
,.. Soit v1eo;, comme ci­

dessus. 

Si pr/S, Pp"'n(µp, µ; 1), el f\., (P.,.)"'nµ, ([W], prop. 18). Alors o;, (Pv, (pp)) =o; 10;2 

(assertion 8 et [W], prop. 18). 

Si Pp"'cr(xvl .1 112, x,.1. 1- •12), avec x,.( -l)=xo. 11 (-1), on a Pv,,p"'cr(x.w,1 ·1 112, 
Xw, I . 1- •12). Alors : 

(assertion ·10), done : 

- { Xv( - 1) 
~(Pv,(P,.)) = - x.v( - 1) 

- I X2 - -([JL], prop. 3,6). Comme ~ (p,.1 (p11)) =xo. p( - l ), on a vv1 ¢.IQ,. . Alors Pv, (p,.)-cr
1
,,, et 

a; (Pv, (p 1,)) =0;, 10; 2
-{ v} ([WJ, prop. 18, ct assertion 8). 

Si P11 "' 0'(Xv 1. 1112, x,.1 . 1- 112), avec Xv(-1)= - xu. ,.( - 1 ), on a de mcme VV1 eo;2
, 

Pv, (p ,.) est supercuspidale et 0; (p,.
1 
(p P)) = { v } . D 
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LEMME 45. - Soient V1' V2 deux elements de ox tels que T •. (p )# { 0 }, T,.,(p )# { 0 }. Si 

T,., (p) # Tv, (p ), /es ensembles 01~ (Pv, (p )) et 01~ (Pv, (p)) sont disjoints. 

Demonstration. - S'ils ne sonl pas disjoints, soit LI apparlenanl a leur intersection. Pour 
i= l ou 2, et toute place v, ·Y'(\jl, T.,(p))=V, uEJQ,~ (Pv,(P,.)), done Pv1 (p,.)~p,,(p,.) 
(assertion 8). Done p,.,(pJ~p.,(p,. ), et T. , (p)=Tv, (P) d'apres le theoreme de multiplicile 

un. D 

Soit LEN"". S'il exisle veQx, td que v > O, T,.(p)# { 0 },w (Pv(Pp)) =Xo. r( - 1) pour tout p, 

et L eQ1:cCPv (p)), on pose A (t) = AT (t), ou T = T ,, (p )(th. 2). Ce nombreest bien deflni d 'apres 

le lemme ci-dessus. Sinon on choisit une racine carree arbitraire A (t) de 

L (p®x,, 1 / 2) £ (Xo 1 x,, 1 / 2). On a ainsi defmi une fonction A: Nsc-+ C. 

THEOREME 1. - Soit <j>u E s~·~ 1 (x_2
}. Supposons que q>0 verijie /es hypotheses (H J) et(H2). La 

foncLion A dejinie ci-dessus cerijie /es proprietes : 

(i) pour tout t E N"" : 

(ii) pour rout en tier N ~ 1 : 

somme SUI' /es en tiers E tels que NIE I N. 

(Voir l, Ill , Aet VIII pour Jes notations.) Dans la suite, on pourra noter~~ .. la fonction A 
ci-dessus. 

Demonstration. - Le (i) esl clair d 'apres les defmitions et le Lheoreme 2,2, i. Soil v E 4:Y, tel 

q ue v> 0, T v(P) # { 0 }, w (p" (p ))=Xo. P ( -1) pour lout p. Pour un nombre premier p, on a : 

a; (Pv(P,.)}cwp(<i>ol, 

d 'apres les lemmcs 6 el 41, i.e. : 

avec lcs notations du lheoreme 2. Pour toul ee N, on a done : 

U 11(e, T v(P))cU
1
, (e, cp0 ). 

Comme A(L )= A..- (t) pour t e 0 1:'.,(p"(p)) [avec T = T ,. (p)], on a )'inclusion: 

U (E, T v(P), A)c U (E, <jlo, A) 

pour toul E~ 1, et : 

Sk12 ( , x_, T ,.(p))c Et> U(E, q>0 , ~J 
EIN 
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d'aprcs le theoreme 2,2, ii. Done (lemme 4 I) : 

Reeiproquement, soil E = n p'· ~ l, _0: = (c,.)E TI U,. (e,., IPo)- Supposons I(&:.. A)#-0. Il 
v 

existe un entie r n tel que a,,(/)#-0. Posons v = nsc. On a v > O. Comme a,,(f)=f:.0, A(v)=f:.0, 

done L(p®x .. l /2)=f:. Oet T v(P)=f:. { 0} ([W], th. 1). Soitp un nombrepremier . On acp(n)#-0, 

done nErop(cp0 ). D 'apres Jc lemme 41, ii existe v 'EG:Y tel que ~(p •. (Pp)) = Xo. ,,( - 1), et 

n EO; (Pv· (p,,)). Comme VE n Qx 2
, VEO; (p •. (pp)), done p,, (p,,)~ Pv· (Pp) (assertion 8). Alors 

~ (p,, (p")) = xu. ,,( - 1), e t v verifie les conditions du lemme 41. De plus 
11 E o; (Pv (pp))=cop(T . (p )) pour tout p. Si IPo n'est pas du cas i", up (e,,, <Po)= up (ep, T v(P )) 

par defmition . Si cp0 est du cas I, necessairement c"=car(11 Z;2
), puisque cP(n) i=O, done 

cP : U"(e", T ,. (p))puisquen Ew"(T"(p)). En toutcasc,, EU"(e", T.(p)). Done(th. 2,2, ii): 

f(!;_E, A) ESk/2(N , '"f..• Tv(P}), 

et, d'apres le lemme 4 1 

7. E n fa it, on peut conjecturer les assertions suivantcs (1) : 

QtJF.STION 1. - Soient v une place de Q, /; EQ: - G:P;2, p une representation admissible 
irrc!ductible de :If v dans un espace V de dimension injinie, de caractere central trivial. A/ors V 

possede W1 element 11011 nu/ invariant par o~. I si et seulement si : 

E(P®X;; , l / 2) = Xc, ( - 1)E(p, 1/2). 

Si p n 'est pas supercuspidale, cette assertion est faeilemenl demontrable. 

QUESTION 2 . . - Soient T 1, T 2, deux sous-espaces irreductibles de d 00, p1 et p2 /es 

representations de .it',. dans T 1 et T 2 • Supposons que pour toute place LI, ro (p 1. ,.) = !Q_ (P2• J, et 
que pour presque toute place u, P1 . r~P2.,.. A/ors T1 = T 2. 

La conjecture 2 resulte de la conjecture I et des assertions 8, 9, 10. Si la conjecture 2 est 

vraie, ii n 'y a plus q u' un seul sous-espace irreductible de .ii00 intervenant dans la 

decompositio n du lemme 41, ct le theoreme 1 se confond avec le theoreme 2. 

8. CoROLLAJRE 1. - Soil Nun en tier divisible par 4. Si le conducteur de X 11'est pas divisible 
par 16, 011 suppose que N n'est pas divisible par 8. On d alvrs la decomposition : 

- I I 
sk, 2 (N, x) = E9 u (E, <Po. ~""'), 

- 'l'u· E 

somme SLll tl!S 1P0 E s:ew1(x 2 ) i;erijiant l'hypothese (Hl ) et SUI" /es entiers E~ l tels que 
N(<?o)IEIN. -

(1) Ces assertions sont main tenant demontrees. 
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Demonstration. - On utilise la proposition 1 et le theoreme l. Le seul point a voir est q ue si 

CfJu E s~e~ I (~. 2 ) est tel q ue sk/2 (N' x_, IPo) #- { 0 }, al ors IPo vcrifie (H2). Si le conducteur de x. est 
divisible par 16, c'est evident. Sinon, par hypo these n2 (N) = 2. !I existe v tel q ue 

Sk
12

(N, x, T v(P))=O (lemme 41), ou pest associee a IPo· La propositio n 7, i, montre que 
Pv(P

2
) n-;-est pas supercuspidale, done Po. 2 ne !'est pas non plus, et cp0 veriftc (H2). O 

COROLLAIRE 2. - Soient lj)o ES~·~ I <x 2 ) verificml /'hypothese(Hl ), N ~ 1, f E sk/2 (N, x. 4>o). 
nJ, n2 Ef\lsc. On suppose que 111 / 11 2 E0;2 pour tout pl N. A/ors on a l'eya/ite: -

Demonstration. - Supposons que cp0 verif1e (H2), posons ~=A op .. . Soient E un entier, 

N (cpo) IE I N,~); E n u,. (e,., IPo). supposons f = f (0:., A). Alors : 
,. 

a.,(/)= A (n~) n c,. (n I ), 
,. 

,. 

Sip I N,11 1 / 112 E0; 2. Commen 1 et n2 sont sans facteurcarrc, 11 1 / 11 2 EZ; 2: Alors par defmition 

cfl(n 1)=c,,(n2 ) . Si p'\-N, ii est clair que IPo est du cas 3, et e1,=0, c" =c~p,"], Alors 
c (n )=c (11 )=I Si vest reelle c (n )=n<k-llt4 c (11 )= n<k - 2

>t
4 d 'ou · pl pl· >•I 1 •v2 2 • · 

a (}")A (n"" ) n'k - 2>t4 =a (}")A (11'°) ntk - 2 >14 
11, _ 2 2 llz _ 1 1 · 

Par linearite, cette relation est vraie pour tout I E sk/ 2 (N, x_, IPo)- En l'elevanl au earre : 

(18) a,,, U")2 L (Po®Xo 1 X,,, , 1/ 2) E(X1;
1 x,,, , 1/2)i:(x1;

1 x_.,, 1/2)-
1
nr-

1 

=an, (f) 2 L (Po ®Xo I x,,,, 1/2) n~12 - I. 

Si vest reelle, ou si v IN, x 11,. r = x,,,, ,, car 11, /n2 E 0;2
, et i: (XO.: x,,,,,, 1 / 2) =E (x1-;: 

1
,, x .. ,. "' J / 2). 

Si p}'N, Xo. ,, est non ramifJe, et p=f:.2. Pour i = l, 2, on a: 

(Il , 7), en tout cas : 

Alors: 
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Le deuxieme produit peut etre pris sur toutes les places de F car si v IN OU si v est reelle, 
ll2 / n1 EO,~l. et le terme en v de ce produit est egal ii un. Par reciprocitc, ii disparait. Le 

premier produit est egal a !_(n2 / n 1 ). La formule (18) est celle de l'enonce. En analysanL la 
demonstra tion du Lh . 2, on se convainc que l'hypotbese (H2) n 'est utilisee que pour comparer 
des coefficients <le Fourier a111 , a,,

1
, quand 111 et n2 ne sont pas dans lameme classc modulo 0;2

. 

lei par hypothese 11 1 / 11 2 E0; 2 et l'hypo tbese (H2) est superOue. D 

9. PROPOSITION 20. - Soient V un sous-espace irreductible de .9'10 , p la representation de 
JI{' A dans v. Supposons que lu composun/e reel/e PR est de la serie discrete. A/ors ii existe v E i!Y~ 

Lei que L(P®Xv• 1/2};60. 

Demonstration. - Soient k tel que PR est de poids k - 1, S !'ensemble:: des p laces v telles que 
p, ne soit pas de la serie principale irreductible, S 1 !'ensemble des places p telles que 
p P ~rr (µ r , µ; 1 

), avec µ r ( - 1) = - l. Corn me S ;e (/)(la place reelle appartient a S), il existe un 
caractere X de Ox°"Ax tel que X,.( -1 )=- l pour vES 1 , X,.(- 1)= 1pour1¢S u S 1 • 

Choisissons un tel caractere x et supposons d'abord que XR ( - 1)= I. Soit <p0 ES~""' 1 (x_2 ) 

1''1' " ' [ ' (-l)ck-IJ/z] E 1· 1 . . 2 I e ement assoc1e a p®xo ou !o = X - .- . n app 1quant a propos1t1on et e 

lemme 4 1 au couple <p0 , X• il existe v E Q • tel que T" (p) ;6 { 0}. Done L (p@x,., 1/2)#0 ([W], 
th . 1 ). II est clair que la restriction XR ( - 1) = 1 n 'a ete faite que parce qu'on a consi<lere tout 
au long de !'article des formes modulaires holomorphes de poids demi-entier. On peut 

'dcmontrer des analogues du lemme 41 et de la proposi tion 2 pour un caractere X tel que 

X ( - I)= - 1 et les formes modulaires anti-holomorphes de poids demi-entier. Alors la 
restriction XR(- 1)=1 est superflue dans le raisonnement ci-dessus. D 
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