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Premiere partie 1. Groupes réductifs

Soit k& un corps algébriguement clos BtC & un sous-corps. Pour l'instant, est un corps quel-
conque, mais plus tard, il sera toujours local non archimédien a corps résiduel il Soigroupe
algébrique défini suf’ (un F-groupe). SiN, N’ C G sont deuxF'-sous-groupes unipotents (resp.
normaux) connexes fermés, ala¥s- N’ I'est aussi (voir [9] Ch. 2.2.7). Donc, il existe ur-sous-
groupe unipotent (resp. résoluble) normal connexe fermé maxim@! ;dgest le radical unipotent
R,(G) (resp.radical R(G)) de G. On aR,(G) = R(G),. Si R,(G) (resp.R(G)) est trivial on
appelleG réductif (resp.semi-simple).

Proposition 0.1. SiG est unF'-groupe algébrique réductif, aloB(G) = Z(G)?, i.e. lacomposante
connexe de I'élément neutre du centre@eEn particulier, Z(G)° est unF-groupe aussi.

Démonstration.Voir [4] Prop. 11.21 et Thm. 18.2. O

Maintenant soitz le groupe ded'-points d’'un F’-groupe algébrique réduct. En général, on
écrit unF'-groupe algébrigque en caracteres gras et son groupE-geits en caractéres normaux.

Exemple 0.2. Le groupe additif G, = k et le groupe multiplicatift G,, = k* sont les premiers
exemples de groupes algébriques, ils peuvent tous les deux étre défiRis sur

Soit M,,«,, I'ensemble des matrices x n surk. On appelle le sous-ensemble ouv&sl.,, =
{M € M, «,, : det(M) # 0} avec multiplication des matrices pour opération de groupgrdepe
linéaire général. |l peut toujours étre défini sur, et son groupe des-points est noté&L,, (F).

Si un groupe algébriqués est affine comme variété, alors on I'appelle groupe algébrique li-
néaire. Tout sous-groupe fermé dgL,, est linéaire. Les groupes de matrices classi@gles, O,,,
SO,,, etSp,,, sont les exemples principaux.

Si A est unek-algébre de dimension, le groupe des automorphismasit(A) peut s’identifier
comme un sous-groupe fermé @d.,, en choisissant une base podir En particulier, siV est un
espace vectoriel sur de dimensiom, on appelleGL(V) = Aut(V), qui est isomorphe comme
groupe algébrique &L,,.

On va s’intéresser principalement aux groupes linéaires généraux G, = GL,(F'), donc
en développant toute la théorie générale pour un groupe réductif quelconque on va traduire tous les

résultats pour leé7,,.
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1. SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

1.1. Caractéres rationaux. Soit G un F'-groupe algébrique. On appelle le groupe des morphismes
de groupes algébriqueX (G) = Hom(G, G,,), le groupe decaractéres rationaux de G et son
sous-groupe dé&'-morphismesX (G)r le groupe dearactéres F'-rationaux.

Définition 1.1. On appelleG diagonalisable si X (G) engendre:|G] commek-module. Si de plus
X (G)r engendrek[G] (ou de maniére équivalent&(G)r engendreF'[G]) alors on appelleG
F'-déployé.

Définition 1.2. On définit untore (algébrique) de G comme sous-groupe algébrigkdsomorphe a
G, X - -+ X Gy, On définit untore de G comme sous-groupg C G tel queT ® k est un tore dé&.
Alors, T estF-déployé sien fail” ~ F* x --- x F*.

Proposition 1.3. SoitG un F-groupe algébrique. Alors, les conditions suivantes sont équivalents :
a) G est diagonalisable (resg-déployé),
b) G estisomorphe (resgr-isomorphe) a un sous-groupe fermé d’'un tore,
¢) X(G) estun groupe abélien de rang fini (resp(G) = X (G)r).

De plus,G est connexe et diagonalisable si et seuleme@t est isomorphe a un tore si et seulement
si X(G) est libre.

Démonstration.Voir [4] 88, [7] 816, et [9] Ch. 3.2. O

1.2. Sous-groupes de BorelOn définit tous les sous-groupes d’'un groupe algébrique réddctif

gui nous intéressent (surtout les tores et les sous-groupes paraboliques et de Levi) a l'aide de la
géomeétrie. Pour le group&L,, on trouve les définitions invariantes, en termes des drapeaux, qui
peuvent s’appliquer au grougeL,,(F'). Les mémes sortes des définitions existent pour les autres
groupes classigues, mais on ne les détaille pas.

Définition 1.4. On définit unsous-groupe de Borel de G comme sous-groupe résoluble connexe
fermé maximal deG. Tous les sous-groupes de Borel @esont conjugués. On appelle un sous-
groupe fermé dé€x parabolique s'il contient un sous-groupe de Borel.

Théoréme 1.5.SoitG un F-groupe algébrique réductif. Alors, on a les propriétés suivantes :
a) tous lesF-sous-groupe de Borel d& sont conjugués sut,
b) tous lesF'-tores maximaux d€ sont conjugués suf,

c) si P et P’ sont deuxF'-sous-groupes paraboliques conjugués(@ealors ils sont conjugués
surG.

Démonstration.Voir [4] Thm. 20.9. O

On fixe un (-)sous-groupe de Bord C G et un tore §-déployé) maximall' dans le centre
deB. Soit P un (F-)sous-groupe parabolique qui conti@itet N = R, (P) son radical unipotent.
Il existe un unique k-)sous-groupe réductif conned C P tel queT C Z(M) (en fait, T =
Zc(M) par [4] Prop. 20.4) ; c’est Ieous-groupe de Levi du sous-groupe paraboliqi On sait que
P normaliseN etM N N est trivial donc il y a une décomposition (semi-directe) de 2w MN.
Deux tels sous-groupes de Levi sont conjugués par un élémeéit deir [7] §30.

En gros, cela est la situation générale qui comprendHeysus-groupes paraboliques, réductifs,
et unipotents d€x. Le sous-groupe de LeWI détermine le sous-groupes parabolidest comme
réciproque, on a la suivante :
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Proposition 1.6. SoitN un sous-groupe unipotent fermé @eetP = Ng(IN). On suppose quiN
est contenu dans un sous-groupe de Bore(et queR,(P) C N. Alors, P est un sous-groupe
parabolique deG avecN = R, (P).

Démonstration.Voir [7] Prop. 20.3. O

Exemple 1.7.Soit G = G,, = GL,,. Le F-sous-groupe de Borel standdBlC G est le groupe

des matrices triangulaires supérieures, son for@éployé maximall' est le groupe des matrices
diagonaux, et son radical unipotddt= R, (B) est le groupe des matrices triangulaires supérieures
ayantl sur la diagonale. Les sous-groupes paraboliques standard sont numérotés par les partitions
ordonneées de, i.e. les vecteurs = (n1,...,n,) € Z!, tels quen; + - - - + n, = n. Une partition3

den coupe I'ensemblél, ..., n} enblocs{Iy,..., I}, ou

Il:{1,...,n1},...,Ir:{n1+--~—|—nr,1—|—1,...,n}.

On appellen: une sous-partition dg, et on écritee < (3, si tout bloc den est contenu dans une bloc
deg.

Soits = (n4,...,n,) une partition der, alors le sous-groupe parabolique standard correspondant
P est le groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs; le sous-groupe de Levi correspon-
dantMp = G, x --- x Gy, plongée dan€s, comme sous-groupe des matrices diagonales par
blocs ; et le radical unipotent correspond® est le groupe des matrices triangulaires supérieures
ayant des matrices identité sur la diagonale,

g1 * * g1 1,, = *
9r 9r lnr

respectivement, oy; € G,,, etls, estla matrice identité dars,,;. Sia < 3, alorsM,, est un sous
groupe de Levi déis etP, C Pg.

Pour avoir une description plus invariante, en identifiéfli,,(F') ~ GL(V) pour un espace
vectoriel V' de dimensiom surk, on définit undrapeau dansV par une suite strictement croissante
de sous-espaces

W={Wy,C-CW}

ou Wy n’est pas trivial elV,, = V. Alors, tout sous-groupe paraboligileC GL(V) est le stabilisa-
teur d’un drapeau darig, i.e.pW; = W; pour toutp € P et0 < i < r. Evidemment, un sous-groupe
de Borel deGL(V) est le stabilisateur d’un drapeau complet, i.e. un drapeau de longuaeur— 1.
On voit que toutes ces définitions peuvent étre données@bu(E).

Définition 1.8. SoitG = G,, = GL,(F) ~ GL(V') pour unF-espace vectoriél" de dimensiom.
On définit un sous-groupe paraboligitede G par le stabilisateur d’'un drapedlly C --- C W, }
deV,i.e. P estl'ensemble deg € G tels quegW; = W; pour0 < i < r, et un sous-groupe de Borel
de G par le stabilisateur d'un drapeau complet. Il existe un sous-groupe distiiguéP qui agit
trivialement sur tous les espacis. 1 /W, ; c’est le radical unipotent d&. On a la décomposition
de Levi,P = MN,ouM = Hg’;ol GL(W;4+1/W;). On identifie le sous-groupe de Borel stand&rd
avec le groupe des matrices triangulaires supérieures.

1.3. Décomposition de Bruhat. Soit G un groupe algébrigue réductif @ un tore maximal dé&.
On définit legroupe de Weyl de G relatif T,

W =W(G,T) = N¢(T)/Za(T).
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Tous les tores maximaux d& sont conjugués, donc les groupes de Weyl relatifs aux tores maximaux
sont isomorphes (voir [4] Ch. 1V.11.19). On a au&gi(T) = Ng(T)" doncWW est un groupe fini.
On choisit toujours les représentantsiti¢ G, T') dansN¢g(T) C G quand ils sont utiles.

Théoreme 1.9Décomposition de Bruhat)SoitB un sous-groupe de Borel contenditalors, on a
la décomposition disjointe
G= ][] BuwB
weW(G,T)
Démonstration.\Voir [4] 1V.14.12. O

2. ALGEBRES DELIE ET RACINES

Une autre perspective sur les groupes réductifs, et désormais linéaires, est celle de la théorie des
groupes de Lie.

2.1. Racines. Soit T un tore défini suk et soitr : T — GL(V') une représentation dE dans un
espace vectoridl” de dimension finie suk. CommeT est abélien et par le lemme de Shur, toute
représentation irréductible d est de degré un, i.e. un caractére rationnel, donc

V= P Va

aeX(T)
ou V,, estl’espace propre de «,
Va={veV:ir{t)hv=alt)y, VteT}.
Les caractéres € X (T) tels queV,, soit non-trivial sont appelés lgwids de T dansV. Evidement,
il N’y en a qu’'un nombre fini.

Maintenant, siT est un tore maximal dé, alorsT agit surG par conjugaison]nt : T —
Aut(G), ollnt(t)g = tgt~L. Donc, le différentieti(Int) = Ad : T — GL(g) est une représentation
de T dans l'algébre de Lig de G. On appelle I'ensemble des poids non-nuls correspondants
®(G, T) lesracines de G relatives &I'. On a la décomposition

s=9" @[] ga-
acd

D’apres [4] 1V.14.8, siG est réductif el un tore maximal, 'ensemble des racine&a, T') forme
un systeme abstrait réduit de racines de I'espace vectoriel = X(T/R(G)) ®z R avecW (G, T)
son groupe de Weyl dans le sens de [5] Chp. VI, 81 ou [7] App. On résume ces définitions ci-dessus.
Il'y a une notion bien défini d’'uné’-racine, qui est exprimée dans [4] Chp. V, §21.

2.2. Systemes abstraits de racinesSoit V' un espace vectoriel réel de dimension finid/gt sa
duale réelle. Soit € V. On appelles, € GL(V') uneréflexion autour dev Si s,(v) = —v et sis,
fixe un sous-espacd C V de codimension un. Donc, on a

sp(w) =w — (w, v, weV,

ouv* € V* anoyauH et(v,v*) = 2. Si® est un ensemble fini qui engendrealors il existe au plus
une seule réflexion autour degui stabilised.
Finalement, uystéme abstrait de racines  deV est un ensemble dé qui satisfait :

a) ¢ est fini, engendr®’, et ne contient pas de zéro.
b) Pour toutr € @ il existe une réflexion,, qui stabilise®, donc elle est unique.
c) Sia, B € ¢, alors(3, a*) € Z.



Les éléments dé sont lesracines de' V. Si encored satisfait
d) Sia,0 € et = ca, alorsec = +1.

on I'appelleréduit. On appelle le group® (®) C GL(V') engendré par les réflexions poura € ®
le groupe de Weyl de @ ; c’est un groupe fini. Fixe un € V* tel que(a, \) # 0 pour touta € P,
alors on définit un sous-ensemble dasnes positives

¢t ={a € d:(a,\) >0}
En posantb— = —®™, on a la décomposition disjointe = &+ U &~. On définit unebase A de ®
par
i) A estune base de I'espakg et
ii) toute racine dan®™ est une combinaison linéaipe .\ noc OlUn, € Z,
ou de maniéere équivalente,
i) a € @+ eta n'est pas la somme de deux élémentsbde

On appelle les éléments d® les racines simples et on noteS = {s, : @ € A} I'ensemble des
réflexions simples.

Il faut rappeler que pour I'ensemble de racidg€=, T) d’'un groupe réductif relatives a son tore
maximal, le choix d'un sous-groupe de Bolel= TU fait définir I'ensemble des racines positives
para € ®(G,T)" sig, C u, olu est 'algebre de Lie d&J.

Proposition 2.1. Si® est un systeme abstrait réduit tfeet W = W (&) son groupe de Weyl, alors

a) S engendrdd comme groupe,
b) @ = e wA.
Remarque.2

Exemple 2.3.SoitG = GL,, etg = gl,, ~ M,,,, son algebre de Lie. Pourc T, I'action deAd(t)
surg est aussi par conjugaison

Ad(t)g=tgt™', teTcCg, geag.
Les matricese;; qui sont nulles sauf u dans la place, j forment une base dg. Pourt =
diag(t1,...,t,) € ToOna

Ad(t)eij = titj_leij.

Evidement, les caractéres— titj‘l pourl < i, j < nsontlesracines dé& relatives &I'. En prenant
toujours le sous-groupe de Borel standard, on trouve

o = {e;—ej:i#j}
(1) ot = {e;—ej:i<j}
A = {ej—ei41:1<n},

oue; € X(T) est la projection défini pag;(diag(t1,...,t,)) = t;. Le groupe de WeylWV =
W(G,T) = Ng(T)/Zg(T) est isomorphe &, le groupe de permutations de,...,n}, et on
choisit les représentants canoniquesie W dansG par la représentation réguliére dg, i.e. les
matrices standard de permutation. On a l'actioMdeur ® par

2) (wa)(t) = a(w™ ), a€d tecT,

On utilise les mémes ensembles de racines, compris correctement, pour le grétpeidesG,,.
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2.3. Sous-groupes de Levi standard Pour un sous-ensembie C A, on pose
Wo = (84 : @ € O), $g = spany (©) N P,

To = (Naco ker(a))0> Me = Za(Te),

On voit quePa = G etTx est le tore maximal dang(G), et aussi quel’y = BetTy =T.

Proposition 2.4. Le sous groupe de Levi standaidg est un groupe réductif connexe avec tore
maximalT et sous-groupe de Borel standaBy = B N Mg et

a) ®(Me,T) = Po et W(Meo,T) = W,
b) en choisissant le BordBg, @5 = &1 N P avec base correspondaéy,
¢) Po = Mo Ng est un sous-groupe parabolique @econtenantB,

d) si P est un sous-groupe parabolique decontenantB, alors P = Pg pour un unigue sous-
ensembl® C A.

Démonstration.Voir [9] Ch. 8.4. O

On appelle lesPy les sous-groupes paraboliques standard les Mg les sous-groupes de Levi stan-
dard. On appelleM un sous-groupe de Levi de G S'il est un conjugué d'un sous-groupe de Levi
standard.

Exemple 2.5. PourG,, = GL,(F), on a déja décrit tous les sous-groupes paraboliques standard

a l'aide des partitions en exemple 1.7. Maintenant, on traduit ces descriptions en termes des racines
simples (décrites en exemple 2.3)@g. Pour simplifier un peu, on note = ¢; —e; 1 € A. D’abord,

si® = {¢} C A, alors

To = ker(ei)o = {diag(tl, . ,tn) el :t;,= ti+1},

donc dans ce cas g est le sous-groupe de Levi qui correspond a la partition. ., 2,...,1), ou
bien sdr, |e2 et dans la position.

En générale, soit = (n1,...,n,) une partition den quelconque et soit = {by,...,b.—1}
I'ensemble de sommes partielles dgsi.e.b; = > "_; n;. Soit[n] = {1,...,n — 1}. Finalement,
on pose

O ={e € A:ien| b}
Alors, on voit facilement qué’s , = P, Mg, = Mg, etTo, = Tp.

3. CARACTERE MODULE

Définition 3.1. Soit P = M N un sous-groupe parabolique @e On définit lecaractére module de

P,ép: P — R par

3) op(p) = op(mn) = |det Adn(m)|p, p=mn € P,

oun est I'algebre de Lie d&/ et Ad,, : M — GL(n) est la représentation adjointe 8ié dansn.
Soit® C A, Po = MgNg le sous-groupe parabolique correspondanipgtson caractére mo-

dule. Poura € @ soitm(a) = dim(g,). Sur le tore maximal dé’ on a bien une formule pour

op

o "

Proposition 3.2. Soit® C ©’' C A, alorson a



a) dp, estl'unique caractere dé trivial sur Ng tel que
5P® ‘T@ = H ‘am(a)’F’
acdt

b) dps|p, = 0P,
Démonstration.Voir [6] 1.6. O
Exemple 3.3.SoitG = G,, et B = T'U son sous-groupe de Borel standard. Alors,

5(t) = Il Mol 2,

out = diag(ti,...,t,) € T. En particulier, on voit quég| () soit trivial.
3.1. Mesure de Haar.

Définition 3.4. SoitG un groupe localement compatt,un espace vectoriel complexe (&° (G, V)
I'espace des fonctions : G — V localement constantes, i.e. pour tgut G il existe un sous-groupe
ouvertK, C G tel quef(gk) = f(g) pour toutk € K,, et de support compact. Quahd= C on
écrit simplementC2°(G). On appelleC>°(G, V) Iespace de Schwartz-Bruhat de G & valeurs dan¥’
eton le noteS(G, V).

Si f € S(G,V), alors il existe un sous-groupe compact ouvért G tel quef(gk) = f(g) pour
toutg € G etk € K. Alors, on peut écrire

s@Gv)=J s@nk,
KcG

oUS(G, V)X estle sous-espace dgs S(G, V) tel quef(gk) = f(g) pour toutg € G etk € K et
ou I'union est prise sur tous les sous-groupes compacts ouvert<5. Cela entraine que

S(G,V)=S8(G)a V.
On dispose des opérateurs de translation a gauche et a droite dans |88patg,

Lg(f)(x) = flgz), Re(f)(x) = fzg), g,z €.

Une autre facon de définir le caractére module est le suivantuSwie mesure de Haar a gauche
deG, et soit/V un sous-groupe fermé de avec mesure de Haaty. On définit lecaractére module
topologique de N, mody : Ng(N) — R?, par le module topologique de I'endomorphisine(r),

i.e. pourn € Ng(N),
[ s duy(a) = mody(n) [ (o) dun(o)
N N
pour f € S(N).

Proposition 3.5. SiG est unimodulaire eP = M N est un sous-groupe parabolique, alarsdy :
Ng(N) = P — R} estun caractére continue et

(4) op = modJ_Vl .

Deuxiéme partie2. Représentations admissibles

Le cadre naturel pour I'étude des représentations des groupes réductifs sur un corps local est I'étude
des représentations des groupes plus généraux, dans le langage de{@ipleses. Url-groupeG
est, par définition, un groupe topologique totalement discontinu localement compact.



4. PROPRIETES GENERALES

Définition 4.1. Soit V' un espace vectoriel complexe, pas nécessairement de dimension finie, et
m : G — GL(V) un homomorphisme continu de groupe, alors le coypld’) est appelé une
représentation deG. L'espacel est naturellement u@-module et est appeléespace de la représen-
tation w. Comme d’habitude, on écrit peu soigneusemeatla fois pour ’lhomomorphisme et pour
I'espace de la représentation correspondant.

Une représentatiofir, V') de G est appeldisse si pour toutv € V, le stabilisateur de dansG,

stabg(v) = {g € G : 7(g)v = v},

est un sous-groupe ouvert de Si (7, V') et (7/, V') sont deux représentations lisses(dealors on
dénote par

Homg(m, ') = {f € Homc(V, V') : f((g)v) = 7'(g9)f(v), Vv €V, g € G}

I'espace despérateurs d’entrelacement de w dansz’. On dit quer et ' sont isomorphes s'il existe
un opérateur d’entrelacement bijectif dedansn’. On poseRep G la catégorie des représentations
lisses dg avec opérateurs d’entrelacement comme morphismes.

Si(m,V) € RepG etW C V estun sous-espace, alors on I'appéllénvariant s'il est un sous=-
module, i.e. sit(g)w € W pour toutw € W etg € G. Un sous-espac@-invariantiV’ C V' définit
une sous-représentation (m|w, W) € Rep G et une représentation dgotient (7, V/W) € Rep G
ouT est la composé avec la projection canonifiue- V/W. SiW” c W’ C V sont deux sous-
espaces--invariants, alors on appell@us-quotient de = une représentation de la formi&’ /1"
On appelle(w, V) € RepG irréductible si V' est irréductible commé& -module, i.e. si ses seuls
sous-espaces-invariants son?” et {0}. On notelrr G 'ensemble des classes d’'isomorphisme des
représentations irréductibles e On appellgw, V') € Rep G delongueur finie si elle a un nombre
fini de sous-quotients irréductibles et semisimple si elle est une somme direct de ses sous-quotients
irréductibles.

On appelle(w, V') € Rep G admissible Si pour tout sous-groupe compact ouvertc G, le sous
espace des invariants daviar K,

VE={veV nklv=v,Vk €K},
est de dimension finie. Elles sont jolies en le sens suivant..

Proposition 4.2. Soit (w,V) € RepG et K C G un sous-groupe compact ouvert. Alorsest
admissible si et seulementrsix est semisimple avec tout facteur irréductible de dimension finie et
une multiplicité finie de toute classe d’'isomorphisme.

Démonstration.Voir [6] §2.1.4. O
Théoréme 4.3(Jacquet) Si(w, V) € Irr G, alors elle est admissible.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2 §3.25 pouGL,,(F). O

4.1. Caractéere central. On demande la propriété d’admissibilité d’une part pour avoir toujours le
lemme de Shur.

Lemme 4.4(Shur) Soit G un [-groupe et(r,V) € Irr G admissible. AlorsHomg (7, ) est de
dimension un.

Corollaire 4.5. SiG est uni-groupe abélien, alorér, V') € Irr G est admissible et de dimension un.
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Définition 4.6. On définit uncaractére (complexe) de G comme un homomorphisme continu:
G — C*. Le caractérg de G est appelémitaire Si |x(g)| = 1 pour toutg € G. Si (7, V) € Rep G,
alors on définity, V) par

(xm)(g9) = x(g) - 7(g),
pour toutg € G.

Définition 4.7. Si (w, V) € Irr (G), alors le centreZ (G) de G agit surV toujours par un caractére
wyr, appelé lecaractere central de 7, i.e.

m(2)v = wr(z)v

pour toutz € Z(G) etv € V. On notelrr“G le sous-ensemble der G de représentations a un
caracteére central unitaire.

4.2. Représentations unitaires.

Définition 4.8. Si (m, V) € Rep G, on 'appelleunitaire S'il existe un produit scalair&-invariante
(, ) dansV, i.e. une forme bilinéaire hermitienne définie positive telle que

(m(g)v, m(g)w) = (v,w), geG v,weV.
Evidemment, tout sous-quotient deest aussi unitaire.
En fait, toute représentation unitaire admissible est semisimple.

Proposition 4.9. Soit(w, V) € Rep G unitaire admissible etV C V' un sous-espacg-invariant. Si
onposeV+ = {v eV : (v,w) =0vw € W}, alorsW+ est aussG-invariant etV = W ¢ W+.

Corollaire 4.10. Si(7,V) € Rep G unitaire admissible, alors est semisimple, ou bien sdr, toute
composante irréductible est aussi unitaire.

Démonstration.\Voir [6] §2.1.14. O
Remarquet.11 Soit(7r, V') € Irr G unitaire admissible. On voit que poure Z(G),

(m(2)v, m(2)w) = we(2)wr(2)(v,w) = (v,w), v,weV
etdonc(w, V) € Ir“G.

4.3. Contragrédiente. Soit (7,V) € Rep G. On posel’* = Homc(V, C) I'espace dual, etV son
partie lisse, i.e. le sous-espace des vecteurs invariants par un sous-groupe oGvédndgefinitr*
commer*(g) = ‘n(g~!) surv*, i.e.

(v, 7 (g)v*) = (n(g™Nv,v*), veV, v eV,

eton poser” = 7*|yv. Alors, on appellér", V") € Rep G la représentation deontragrédiente de
(m, V).

Proposition 4.12. Si(m, V') € Rep G est admissible, alors
a) 7 est admissible.
b) (7V)V ~ 7.
c) « estirréductible si et seulementssi I'est aussi.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2.15. O
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4.4. Représentations de quasi-carré-intégrable.
Définition 4.13. Soit(m, V) € Rep G etv € V, vV € VV. On appelleglément de matrice de une
fonctione, ,v : G — C définie parc, ,v (g) = (r(g~*)v,v") pour toutg € G.

Définition 4.14. Si (w, V') € Irr G, alors on I'appelle dearré-intégrable si w € Irr"G et pour tout
veVetv eVV,ona

/ couv (9)? dpi(g) < oo.
G/Z(G)

Lemme 4.15.Si (7, V) € Irr G, alors il existe un caracterg : G — R* tel quexn € Irr"G.

Définition 4.16. Soit(w, V') € Rep G. On I'appelle dequasi-carré-intégrable si il existe un caractére
x : G — C* tel queyr est de carré-intégrable.

Une sorte de réciproque de la remarque 4.11 qui concerne les représentations unitaires existe pour
les représentations de quasi-carré-intégrable.

Proposition 4.17. Si (7, V') € Irr G est admissible et de carré-intégrable, alors elle est unitaire.

Démonstration.On prendv” € V'V non nul et on définit
)= [ coprlg)u 9 dulg) vweV,
G/Z(G)

Lintégrale converge grace a l'inégalité de Schwartz et définit évidemment une produit s¢alaire
invariante. O

Remarquet. 18 En combinant la remarque 4.11 et la proposition 4.17 on arrive au résultat suivant.
Si(m, V) € Irr G est admissible et de quasi-carré-intégrable, atogslrr" G si et seulement si est
une représentation unitaire.

4.5. Produits tensoriels. SoientG; desi-groupes efr;, V;) € Rep G; pourl < ¢ < r. Soit
G=G1xxGp, T=mQ -Qmr, € V=V V.
On définit la représentation de produit tensofielV') € Rep G par
m(g)v = 7(g1, -, gr)(®V;) = @mi(gi)vi,
oug = (g1,--.,9r) EGetv=@v; € V.
Proposition 4.19. Si tous lesr; sont admissibles, alors
a) w est admissible.

b) Sitous lesr; sontirréductibles, alors I'est aussi.

c) Inversement, st € Irr G est admissible, alors il existe € Irr G; admissibles et uniques (a
isomorphisme prés) telles que~ ;.

Démonstration.\Voir [3] §2.16. O
4.6. Induction et réduction parabolique. Pour la suite, soifz le groupe deg'-points d’un groupe

algébrique réductif défini suF'. Soit P = M N un sous-groupe parabolique. @i, W) € Rep M,
alors, on éteng a P en mettantV dans son noyau.
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Induction. Soit (p, W) € Rep M. D’abord, on définit 'espacé (G, p) des fonctionsf : G — W
qui vérifient

a) f(mng) = (6113/2p)(m)f(g) pour toutm € M,n € N, g € G.

b) Il existe un sous-groupe compact ouudit C G tel quef(gg’) = f(g) pour touty’ € Ny.

En suite, on définit laeprésentation induite normalisée (i§;p, L(G, p)) € Rep G par translation a
droite surL(G, p),

(i$0)(9)f = Ryf, g €G, feL(G,p).

Réduction.Soit (7, V') € Rep G. D’abord, on définit le sous-espatéN) C V/
V(N) =spanc{m(n)v —v:n e N, v eV},

et on posé/y = V/V(N). On remarque qu& (gNg—!) = 7(g)V(IN) pour toutg € G. CommeM
normaliselV, I'espaceV/ (V) est invariant pour I'action d&/. On définit lareprésentation réduite nor-
malisée ou foncteur de Jacquet normalisé, (r§;m, Viv) € Rep M, par I'action naturelle (normalisée)
sur le quotient,

(x§m)(m) (v + V(N)) = 652 (m) m(m)v + V(N), meM, veV.
Propriétés.
Proposition 4.20. Soit(w, V) € Rep G, P = M N un sous-groupe parabolique standard @e et
(p,W) € Rep M. On ales propriétés suivantes :
a) Les foncteurs
i% :RepM — Rep G, rgj : Rep G — Rep M,
sont exacts.
b) Le foncteur, est adjoint & gauche &/, i.e.
HomM(rﬁ,w, p) = Homg(, i%p);
c’est la “réciprocité de Frobenius”.

c) SiL. C M C G estencore un sous-groupe de Levi standard, alors ces foncteurs sont transitifs,
ie.

iﬁ[ oi =i¢ rMor§ = rf.

d) Sip et sont admissibles (resp. et de longueur finie), al@i:& etr]%w le sont aussi.

e) Sip est unitaire, alord§,p I'est aussi.

f) Ces foncteurs sont compatibles avec le caractéere central, i.e.
WiG , = Wolz(G)y WG rlz(G) = W

Démonstration.Voir [2] §1.9, 2.3, et [6] 83.1.4. La derniére partie est évidente si on calcule
i§1(2)f(2) = f(22) = f(zx) = 35 (2)p(m) f(2) = wp(2) f (),

i (2) (0 + VIV) = 652 (2)m(2)0 + V(N) = wa(2) (0 + V(N)),
pour toutz € Z(G), f € L(G, p), z € G, etv € V, commedp est trivial surZ(G). O
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4.7. Représentations cuspidales.

Définition 4.21. On appelle(w, V) € Rep G quasi-cuspidale si r{;m = 0 pour tout sous-groupe de
Levi M, (M # G) et cuspidale si de plus elle est admissible. S@ft(G) 'ensemble des classes
d’'isomorphisme des représentations cuspidales irréductibles.

Exemple 4.22.Toute représentation admissible irréductible d’un tore est cuspidale.

Il'y a quelques autres conditions équivalentes pour caractériser une représentation cuspidale dues
a Jacquet.
Théoréme 4.23.Soit(m, V) € Irr G admissible. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) m est cuspidale.

b) 7 est cuspidale.

c) Pour toutv € V etv” € V'V I'élément de matrice, ,,v est de support compact s@/Z(G).

d) Un seul éléement de matrieg ,v est de support compact sat/Z(G).

e) Pour tout sous-groupe de LeW de G, (M # G) et toute(p, W) € Rep M admissible;r
n’est pas une sous-représentationitig.

Pour les trois premiéres conditions, il ne faut pas supposermgseit irréductible.
Démonstration.\Voir [6] §5.3. O

Remarqued.24 Si (w,V) € Irr (G) est cuspidale, alors est bien sOr de quasi-carré-intégrable,
et donc le résultat de la remarque 4.18 peut s’appliquey ize. = est unitaire si et seulement si
m € Irr"G.

Théoréme 4.25.Soit(w, V) € Irr G admissible. Alors, il existe un sous-groupe de LeviC G et
une(p, W) € € (M) telle quer est un sous-représentation ¢ p.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2 83.25 poulG = GL,,(F). O

L'action du groupe de WeylSi M est un sous-groupe de Levi standard@eon notel¥;; son
groupe de Weyl)) = W et on considere toujours qu&,; C W. Pour unw € W, on choisit
un représentant € Ng(Z) et on définit 'applicationw : G — G parw(g) = wgw . Si M est
un sous-groupe de Levi standard@ealorsZ;(7') C M, donc pour toutw € Wy, € Wg, on a
we M.
Définition 4.26. Soit M et M’ deux sous-groupes de Levi deet on pose
W(M,M')={weW:w(M)=M}.

On appelleM et M’ associés, et on écrithM ~ M', siW (M, M) # (). Toutw € W (M, M") définit
un foncteurw : Rep M — Rep M’ par

wp(m') = p(w~
On appeller € Rep M etp’ € Rep M’ aussiassociées, et on écritp ~ o', si p’ ~ wp pour un certain
w e W(M, M.
Exemple 4.27.Pour le group& L, (F') ou F est un corps local non archimédiengst 5’ sont deux
partitions den, alorsM = Mg et M’ = Mg sont associés si et seulemengsit 3’ sont identiques a
une permutation prés. L'ensemble de telles permutations est identifig@4 M') /W), De méme,
les représentations=p; ® - @ p, € €(M) etp’ = pjy ® --- ® pl. € €(M’) sont associées si est
seulement sfp1, ..., pr) €t(p}, ..., p,) sontidentiques & permutation pres.

Ylw), m' e M.
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Par le théoréme 4.25, toute € Irr G est une sous-représentation d'Uifgp. En fait, le sous-
groupe de LeviM! et la représentation € € (M) sont essentiellement uniques & association prés.

Théoréme 4.28.Soit M et M’ deux sous-groupes de Levi@ep € € (M), etp’ € €(M’). Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M ~ M etp~p.

b) Homg (i{;p, i p") # 0.

c) i§;p etif, p’ ontun sous-quotient en commun.
Démonstration.Voir [2] Thm. 2.9. O
Le sous groupe parabolique “renversé”.

Remarquet.29 On se rappelle qué agit sur les racine® de G relatives &’ par I'équation 2. Si
M = Mg etM' = Mg pour®,©’ C A, alors

W(M,M") ={weW:wo =0}
Définition 4.30. Siw € W, on définit saongueur,

((w)=#{acd :wlacd}.
Proposition 4.31.SoitM = Mg etM’ = Meg: sous-groupes de Levi standard@epour®,©’ C A
non vides. Alors,

a) tout classe déV /1, contient un unique élément caractérisé par les conditions suivantes
équivalentes :

i) w est'élément de moins grande longueur darid,,,

i) w C dT;

b) tout double class&/,,/\W /Wy, contient un unique élément caractérisé par les conditions
suivantes équivalentes :

i) w estI'élément de moins grande longueur d&Wig; wWy,,

i) w estI'élément de moins grande longueur d&Wig; w et danswWy,,

iy w0’ c &t et wO C OF.

Démonstration.Voir [6] Lem. 1.1.2 et Prop. 1.1.3. O

Cette proposition veut dire gu’il y a des représentants canoniques de I'ensemble dedk)d$5es
et des double classég),\W /W, dansiV,

W/Wyl = {weW:we c ot}
War\W/Wy] = {weW:w'0 c d' etwd C &1},

On posewy, s I'€lément de plus grande longueur dams,, w, = wy ¢, €twy— = wewe pr. AlOrs,
wy— estI'élément de plus grande longueur d8®s17,,], voir [6] Prop. 1.1.4. Il est caractérisé par

(5) wy-0 C®T et wy (ANO)C P,

En fait, on aw,,~© C A etonnote®~ = wy,-O© et M~ = Mg-.Onawy,- € W(M,M™). Si
M est un sous-groupe de Levi standard, on app#le son sous-groupe de Lewnversé. Pour le
groupeG = G,, le nom “renversé” est justifié.
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Proposition 4.32.Si5 = (n1,...,n,), anrsMﬁ‘ = Mg-,0u3" = (n,,...,n1). Plus précisément,
Wy agit sur un élément d&/; en renversant ses blocs dans la diagonale.
Démonstration.Soit 5 = (n1,...,n,) etw € W I'élément qui a comme représentant

1,,

1.,

Alors, on a évidemmenb Mg ! = Mg doncw € W (Mg, Mg ). Il suffit de montrer quev satisfait
I'équation 5. ‘
Comme en I'exemple 2.5, si on pokg= 0 eth; = 23:1 n; pourl <7 < r, alors,
A\@g:{ebi—ebi+1:1§i<r},

ou O3 est I'ensemble de racines qui correspond au sous-groupe de Levi stadga@bmmew €
W (Mg, Mg) on awOg = ©g C A. On voit aussi que pour todt < i < r, l'action dew ™! sur
M par conjugaison, donc I'action de sur ®, correspond a la permutation

b; = br_iq1
bi+1 — b1 +1,

et en particulier, comm&._; ;1 > b,—;—1 + 1, 0onaw(A \ O3) C &~. O

Troisieme partie 3. Théorie de représentation deGL,, (F)

Soit F' un corps local non archimédied) son anneau d’entiersy une uniformisante, e le
nombre d’éléments de son corps résiduel. &bt G,, = GL,(F). Soit3 = (n1,...,n,) une
partition den et Mg le sous-groupe de Levi d&,, correspondant.

Définition 4.33. Soientp; € Rep Gy,,. On définit
pLx X pr =i (p1 © - ®p,) € RepG.
Comme l'induction est transitive (par la proposition 4.20 c), cette “multiplication” est associative.

Des précisions.Comme toute représentation irréductible lisse-dest admissible par théoreme 4.3,
par la proposition 4.19, le foncteur de produit tensoriel

® : HReme —  Rep Mg
(p1,--spr) = ©pi
induit une bijection
(6) ® : HIrr Gy, — Irr Mg.
On va utiliser cette “décomposition” en écrivant les fonctéﬁ;ﬁs et rﬁj}ﬁ “en coordonneées”.

Proposition 4.34. Soita < 3 deux partitions. SB = (n4, ..., n,), on décompose = (a1, ..., a,),
ou «y; est une partition dey;, en partitions induisent par les blocs dei.e. M, = [[ M,,. Soient
pi € Rep M,,, etm; € Rep G, pourl < ¢ < r. Alors,

G’!Li
M

M .Gn, M
IMZ (®pi) = @1y " Pis I'Mi (®m) = ®r 1, i

Démonstration.Voir [10] 81.5 et [2] §1.9. O
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Support cuspidal Par proposition 4.34y = ®p; € Rep Mz est cuspidale si et seulement si tous les
p; sont cuspidales, d'ou, par proposition 4.19, on a une bijection

®: [[€(Gn,) — € (Mp).
On poses’ = |J,, € (Gr).

Définition 4.35. Soit 7 € Irr G. Par le théoreme 4.25, il existe une partition= (n1,...,n,)
etunep = ®p; € €(Mp) telle quer est une sous-représentation gex --- x p,. Le multien-
semble{p, ..., p,} de¥ est déterminé par ; c’est lesupport cuspidal de 7 et on écritsupp(m) =
{p1,...,pr}, cf. [10] §1.10. Dans cette situation, on appelle souveptle sous-groupe de Levie
plus profond” qui correspond &.

5. LA CLASSIFICATION DE ZELEVINSKY
5.1. Segments.On définit le caractére : G,, — R’ par

v(g) = |det(g)|r, g€G.

Le théoréeme suivant due a Bernstein et Zelevinsky donne des situations ou 'induite d’'une représen-
tation cuspidale irréductible est encore irréductible.

Théoreme 5.1.Soientp; € €(Gy,). Sip; # vp; pour tous indices et j, alorsp; x --- x p, est
irréductible.

Démonstration.\Voir [2] §4.2. d

Définition 5.2. On définit unsegment par un sous-ensembl® C ¢ de la forme
A={puvp,....vFp=p}CE,

ouk € N, p € ¢, eton écritA = [p, p']. On note” 'ensemble des segments de

SiA = [p,p] € .7, alors par [10] 82.10p x vp x --- x p' @ une unique sous-représentation
irréductible ; on la notéA). Sip € €(G,,) etp’ = V¥ 1p, alors(A) € Tir G, oun = km. Si
8 = (m,m,...,m) estune partition de, alors a I'aide de la réciprocité de Frobenius, on a

(7) r%;((A)):p@Vp@...@pl,

et en fait, cette propriété peut caractérigdn. Plus généralement on connait tous les foncteurs de
Jacquet déA).

Proposition 5.3. Soitp € €(G.,) etp’ = v¥~1p, donc(A) € Trr G, olin = km. Alors,

Gn N 0 sim /{/l
s ) = o1 0 (o) o
Démonstration.\Voir [10] §3.4. O

Exemple 5.4.Soitp € Irr Gy, i.e.p : G; = F* — C* est un caractére dé*. Sip’ = 1" !peton
poser = ([p, p']) € Irr G,,, alorsw est un caractere d&, et

(g) ="V 2(g)p(detg), g€ Gn,
en particulier, sv("~1)/2 est unitaire alors I'est aussi.
Proposition 5.5. SoitA € .. Alors, (A) € Irr“ G, si et seulement gh estcentré, i.e.
A= {l/f(kfl)/ng, . ,I/(kfl)ﬂpo} C ¥,
oU py € € (G,) est unitaire et = n.
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Démonstration.C’est essentiellement a dire que les foncteurs d’induction et de Jacquet sont compa-
tibles avec le caractére central. On pése= G, Z = Z(G), = = (A) € Irr G, et M = Mg ou
B=(m,...,m)etkm=n.

<) Onpose = v~k D2p0 @ ... @ vk=D/2py € €(M), olipy € €(G,) st unitaire. On voit
facilement quev,|z est un caractére unitaire qui, par la proposition 4.20f, est égagﬁla Comme
w estune sous-représentationiﬁﬁo, son caractere central est également unitaire.

=) En utilisant le lemme 4.15, et la proposition 4.20f,

G (AY = D/ 5 o g D248 0 e (M)
pour une certaingy € € (G,,) unitaire ets € R. Alors,w, = Wrg1<A>|Z est un caractére unitaire si

et seulement si = 0. O

Multisegments.On définit unmultisegment de ¢ par un multiensembléA,, ..., A,) de segments,
et on note?’ 'ensemble des multisegments de

Définition 5.6. SoientA; = [p1, p}], A2 = [p2, pb] € . On dit queA; et A, sontliés siA; ¢ Ao,
Ao ¢ A1, et A; U Ay est aussi un segment. On dit gie précéde Ao, et on écritA; < Ao, S'ils
sont liés ey = v¥p; pourk € Z., .

Théoréme 5.7.SoientAq, ..., A, € .. Alors (A1) x --- x (A,) estirréductible si et seulement si
A; etAj ne sont pas liés pour touset ;.

Démonstration.Voir [10] 84.3. O

5.2. Classification des représentations irréductiblesA I'aide des représentationg\), on a la
classification suivante der G,,.

Théoreme 5.8(Classification de Bernstein et Zelevinsky§oientAq, ..., A, € %. On dit que le

multisegmentAq,. .., A,) satisfait la condition £) si pour tousi < j onaA; £ A;
a) Sile multisegmen(A, ..., A,) satisfait la condition), alors (A1) x - - - x (A,) aune unique
sous-représentation irréductible ; on lanatay, ..., A,).
b) Les représentation&\, ..., A,) et(A], ..., Al) sontisomorphes si et seulement si les mul-
tisegmentgAy,..., A,) et(Al,...,Al) sontidentiques (a une permutation pres).
c) Tout représentation lisse irréductible dg, estisomorphe a un@\y, ..., A,).
Démonstration.Voir [10] §6. O
Remarqué.9. Soit (A4, ..., A,) un multisegment qui vérifient la conditiq) avecA; = [p;, p}].

Par la proposition 4.20 bc et la proposition 4.34, le facteur cuspidale irréductible “évident”
PLR - Rp® - ®p @ ®pl. € C(M),

est un sous-quotient dt%i,(Al, ...,A;), ou M est le sous-groupe de Levi “le plus profond” corres-
pondant.

On peut énoncer ce théoreme sous une forme différente en utilisant les notations suivantes. Pour
touta € ¢ non-vide on peut choisir un ordfé\, ..., A,) sura qui satisfait la conditiorix). Par le
théoréme 5.8 b, lareprésentatiaky, . .., A,) ne dépend que de multisegmenion la note(a). Pour
le multiensemble vidé € & on définit()) comme la représentation triviale du groupe = {1}.
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Théoréeme 5.10.Si on posdrr = |, Irr G,,, alors 'application
0 — Irr
a — (a)

est une bijection.

5.3. Involution de Bernstein et Zelevinsky. SiA = [p, p'] € ., alors par [10] 82.1y x vp X - - - X

p' a une unique quotient irréductible ; on I'appell§ A). C’est aussi la unique sous-représentation
dep x v=lpx - x p. Soitp € €(G,,) etp’ = v*~1p, donc comme avanb(A) € Irr G,,, ol

n = km. Soit3 = (m,m, ..., m) une partition de:, alors on a

(8) v, (D{A) =p @vpe...p,
et cette propriété peut caractérigefA).

Exemple 5.11.0n prendv de dimension un et on pogk = [v~(»~1/2 1 (»=1/2) et = (A). Par
exemple 5.47 € Irr G,, est la représentation triviale. La représentation est la représentation de
Steinberg pouty,,.

Propriétés de I'involution et la dualitéSoit Z(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des
représentations lisses de longueur finie d’un groupe réddgtifest un groupe abélien libre de base
Irr G.
Sif = (n,...,n,) estune partition de et \/ = My est le sous-groupe de Levi dg, corres-
pondant, on identifie
RB(M) = RB(Gn)) @ @R (Gy, ).
a l'aide de I'équation 6. Par la proposition 4.20 d, les foncteurs d'induction et de Jacquet définissent
foncteurs
i, Z(M) - Z(G) et 1§ : Z(G) — Z(M).
De plus, si on pose
% =P #Gn),
neN
la multiplication de la définition 4.33 induit une structure d’algebreguiZelevinsky montre dans
[10] 87.5 qu'en fait :

Théoréme 5.12.L’algébre Z est un groupe abélien libre de base &%), oOUA € .7

En conséquence, on peut étendre uniqguemean un endomorphisme
D:Z— %.

Théoréme 5.13.Soit M un sous-groupe de Levi standard @g. On a les propriétés suivantes :
a) L'endomorphisme : # — % induit pour toutn € N les endormorphismes
D¢, : Z(Gy) — Z(Gr),

et donc 'endomorphisme
Dy Z (M) — Z(M)
en commutant avec le produit tensoriel.

b) C’est une involution, i.eD? est I'application d’identité.
¢) iy o Dyr = Dg,, 0i$p.

Gn

G _
d) ry/ o Dg, = wy- o Dy ory.
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e) Sim € ¢, alors Dm = m.
f) Sim € Irr (G,,), alors Dr I'est aussi.

g) SiA estl'ensemble standard de racines positives simplgs,dealors, a une signe prés, on a
la formule

0 :Gyn _ .Gn
-DGn = Z (_1)# lM@ © rM@’
ecA
et en particulier,Dg,, préserve les caractéres centraux.

Démonstration.Voir [1] Thms. 1.7, 2.3 et Cor. 3.9; [8] lll.3.1 et IV.5; et [10] §9.12. d

Ce qui est plus profond, c’est la “conjecture de dualité” de Bernstein et Zelevinsky ([10] §9.17),
i.e. queD préserve les représentations irréductibles. Une généralisation de cette dualité est démontré
dans [1] et [8] pour un groupe réductif quelconque.

6. THEOREME DEBERNSTEIN

Le théoréme suivant est annonceé dans [10] §8.9.3 et attribué a Bernstein, mais la démonstration est
omise et ne fut jamais publiée. Ce texte a pour but de donner une démonstration du théoreme dans
I'esprit de Bernstein et Zelevinsky.

Théoreme 6.1(Théoreme de Bernstein)Jne représentation irréductible d&,, est de quasi-carre-
intégrable si et seulement si elle est isomorphe(@\) pour un certain segmerk € ..

On démontre le théoréme en quelques étapes. D'abord, en utilisant le lemme 4.15, la proposition
5.5, et le théoréme 5.13 on se raméne au cas des représentations de carré-intégrables et des segments
centré.

Premiérement: on introduit le critere de Casselman pour qu’'une représentation soit de carré-
intégrable. Le fait que toute représentatibdA) avecA centré soit de carré-intégrable est
une conséquence simple du critére.

Deuxiemement: en utilisant la dualité, on montre un critére dual pour que l'involution d’'une
représentation soit de carré-intégrable.

Troisiemement: a I'aide du critére dual et la classification de Bernstein et Zelevinsky, la réci-
proque du théoréme se raméne a un probléme purement combinatoire sur les multisegments.

6.1. Le critére de Casselman.

Exposants.En gros, la notion d’exposant d’une représentafioni’) € Rep G est la généralisation
de celle du caractere central de

Définition 6.2. Soit Z = Z(G), (7,V) € RepG, ety : G — C* un caractere dé&'. On définit le
espace propre a nilpotent prés de x

Vi={veV:IneZ", (n(z) — x(2))"v=0,VzeZ}.

Proposition 6.3. Si(m, V') € Rep G est admissible, alors

a) on a la décompositiol’ = P V,,

b) siV est de longueur finie alors il n’existe qu'un nombre finihdeel queV, # 0.
Démonstration.Voir [6] 2.1.9. O

Définition 6.4. Si (7,V) € RepG est de longueur fini, on appelle tout caractgte de Z un
exposant de  Si V,, # 0.
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Remarqués.5. Siw est de longueur finie, alors ses exposants sont les caractéres centraux de tous ses
sous-quotients irréductibles. Normalement, on parle de I'expgsdhtn foncteurs de Jacquet de
i.e. siM est un sous-groupe de Levi, c’'est un caraciereZ (M) — C* de la forme

X = Wo = 0|20,

pour un certain sous-quotient irréductiltede r{;7. Comme les foncteurs de Jacquet préserve les
représentations de longueur finie, il 'y a qu’un nombre fini de tels exposants.

Critére de Casselman et la premiére utilisation.

Définition 6.6. Soit A 'ensemble de racines simples du groupe rédietiélatives au tore maximale
T.SiM = Mg est un sous-groupe de Levi standard#lpour® C A, on pose

Ty ={teTy:|alt)r <1, Vae ANO}.
On dispose aussi de
T=={teT:|lalt)|lr=1,Vaec A} =T(0)Z(G).

Exemple 6.7. Pour le groupés = G, on a une description explicite pour les ensemblgs Soit
M = Mg = Mg pour© C Aetf = (n,...,n,) une partition de: (voir exemple 2.5). D’abord,
TM:{(tl;...;tT) € Gp:ity,...,t EF},

ou
(tl;---;t/r) = diag(tl,. R A T .,t,-,...,tr) € Ty,
N — N——

ni Ny

et comme toutex € A ~ [ agit “entre les blocs”,
T]\_/[ = {(tl; .. .;tr) e T UF(tl) > > UF(tT)}.
De méme = est I'ensemble des éléments ayant tous la méme valuation.

Théoréme 6.8(Critére de Casselmanyirn € Irr“G, alorsw est de carré-intégrable si et seulement
si pour tout sous-groupe de Levi standard stand&fdie G et pour tout exposant derfﬂr, ona

9) Ix(t)| <1, VteT, ~T".
Démonstration.Voir [6] Thm. 6.5.1. O

Remarqués.9. Par le théoréme 4.25, sdif’ un sous-groupe de Levi standard tel quest une sous-
représentation irréductible cl%[,p oup € €(M’). Si un sous-groupe de Levi de G ne contient
aucune associé &', alorsr¥r = 0 par le théoréme 4.28. Salt/ C L un sous-groupe de Levi
standard associé&’. Comme le foncteur de Jacquet est transitive (la proposition 4.20¢estiun
exposant de§,, alorsx|z(r) est un exposant del’ . Donc, il suffit de vérifier le critére pour les
sous-groupes de Lewil associés a/’.

N.B. Désormais, on considére toutec Irr G comme sous-représentation i%,%,,o ou M’ est un
sous-groupe de Levi standard@eetp € €' (M').

Le critére ci-dessus est valide pour un groupe réductif quelconque défifi 8aur le groupé&r,,
on peut I'énoncer en termes combinatoires. D’abord, on donne plus de notations.

Lemme 6.10. Soitw € Irr G,,. Alors, il existe urs € R tel que
T =17,

ourw® € Irr*G,,.
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Démonstration.C’est une réformulation simple du lemme 4.15. O

Définition 6.11. Soitw € Irr G ety = w, un exposant dB]\G/[ﬂ'. SoitM = Mgou S = (ni,...,n,)
et

o~ ®---Qo, €€(M), avec o;=rv%0 € €(Gyp,).
Pourl < i < r on posep, = n;s; et on appelle le vectey = (p;) le vecteur de x. On pose
Pl =211 pi

On remarque que pour totie T);, on a

—log, Ix(t)] = —log, (Vo] ®---@vTay)(ty;...3ty)
(10) = —log, H lv¥ioi(t:)| = Znisi vp(t;) = Zpi vr(ti),
1=1 i=1 i=1

et en particulier, que si € Irr G, alors
(11) meln"G < |p|=0,
pour tout exposant dleﬁﬂr pour tout sous-groupe de Le¥ deG. On a immédiatement :

Théoreme 6.12(Critere combinatoire de Casselman p6y). Sin € Irr*G,,, alors est de carré-
intégrable si et seulement si pour tout sous-groupe de Levi- M’ le vecteursp de tout exposant
der§,m vérifient

,
sz’ai > 0,
i=1

pour toute suite décroissante non constante Z.

Démonstration.ll y a une bijection entre les suit¢sy(t;)) pourt € T, ~. T et les suites décrois-
sante non constante. O

Exemple 6.13.Soitm = D(A) € IrG,, oUA € . est centré. Comm@/’ = Mp, avecf =
(m,...,m), le seul sous-groupe de Lewi/ ~ M’, c’est lu-méme, et de plus, son foncteur de
Jacquet est irréductible par I'équation 8. Donc le seul exposant a vecteur

p=(k=-1)/2,....=(k=1)/2),

qui vérifie manifestement le critére combinatoire. On en a déduit que toute représentation de la forme
D(A) est de quasi-carré-intégrable.

6.2. Le critere de Casselman dual.On pourrait démontrer le critére dual suivant pour un groupe
réductif quelconque, mais pour l'instant, on est content de le donner pour le Grpup

Théoréme 6.14(Critére de Casselman dualpir € Irr“G, alors D7 est de carré-intégrable si et
seulement si pour tout sous-groupe de Levi standdrel M/, tout exposant de rJ\G/ﬂr vérifie

() > 1, VteTy;~T

i.e. sip est le vecteur dg,

,
sz’ai <0,
i=1

pour toute suite décroissante non constante Z.
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Démonstration.Pourt € Ty, on a

(G D)) = wa- (Day-x§-m)(1)
= (Dy- r%_w)(w]&l_ twy-)
= (x§-m),
out™ = w;;_ tw,s-. Les égalités ci-dessus sont justifiées par le théoréme 5.13 d, a, et e, respective-
ment, et comme%,w est cuspidale. Si- = (¢7;...;t, ), alors par la proposition 4.32 et I'équation

10, la suite{vr(t;)) est croissante non constante. Finalement, il suffit de remarquer que
a) 7 € Irr“G si et seulement g7 € Irr“ G ; c’est le théoreme 5.13 fg,

b) (a;) — (—a;) est une bijection entre suites décroissantes non constantes et suites croissantes
non constantes. O

6.3. Traduction en termes combinatoires. Pour démontrer la réciproque du théoréme de Bernstein,
i.e. que toute représentation de carré-intégrable est isomorphe@{dxepour unA € . centré,
on suit la suite suivante d’équivalences : on supposemadrrG,

m estde carré-intégrable = 7~ Dg(A)

Dqm est de carré-intégrable=> Dgm ~ Dg(A) = m~ (A)

T % (A) = Dgm n'est pas de carré-intégrable

o~ (Ay,...,A;)our >2 = mne satisfait pas le critére dual.
La premiére équivalence est une conséquence du théoreme 5.13 bfg, i.e. il y a une bijection entre les
m € Ir"G et lesDgm € Irr*G. La troisiéme équivalence est une conséquence de la classification
de Bernstein et Zelevinsky et le critére de Casselman dual, i.e. les théorémes 5.8 et 6.14. Alors, la
réciproque du théoreme de Bernstein est équivalente au suivant :

Théoréme 6.15.Soitw € Irr“G. Sim ~ (Aq,...,A,) our > 2, alors il existe un sous-groupe de
LeviM ~ M’', un exposank der§,m, etunt € T, ~ T~ tel que|x(t)| < 1.

On le démontre & I'aide du lemme évident suivant :

Lemme 6.16. Soitw € Irr G, M un sous-groupe de Levi standard @¢ y un exposant defﬂr, et
p = (p1,...,pr) SON vecteur. Alors, s'il existe un< j < r tel que

J
i=1

alors, il existe urt € Ty, ~ T~ tel que|x(t)|r < 1.

Démonstration.L'élémentt = (¢;;...;t,) € Ty donné par
{ w pourl <i<j
t; = . ,
1 sinon
satisfaitt € T),, . '~ et marche pour le lemme. a

L'approche naturelle est de essayer I'exposant “évident” de la remarque 5.9, dont I'existence est
garantie. En fait, ca marche.

Définition 6.17. Soit A = {p,...,v* " 1p} € .7 et p le vecteur de I'unique exposant “le plus
profond” de(A) € Irr G'; on I'appelle levecteur de A. On pose

l(p) =k, m(p)=|pl|/t(p)
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Proposition 6.18. SoientA; € . avecp,; pourl < ¢ < r leurs vecteurs. Il existe un ordre
(Aq,...,A,) telquem(p;) > --- > m(p,) et qui satisfait la conditiorfx).
Démonstration.Soit (A4, ..., A,) un ordre qui satisfait la conditiofx). On suppose que pour un
certainl <i<r,ona
m(p;) < m(pir1),
mais comme; £ A;41,
soit: A; etA; 1 ne sont pas liés et donc on peut échanyeet A; 1 en préservant la condition

(%);ou
soit: A1 < Ay, qui estimpossible. O
Démonstration du théoreme 6.1SoientA; € . avecp, pourl < i < r leurs vecteurs. Soit
(Aq,...,A;) un multisegment qui vérifie la condition de la proposition 6.18/le sous-groupe de
Levi “le plus profond” correspondant. On suppose que 2 et quer = (A4,...,A,) € Irr*G. On
remarque que par I'exemple 58,= (p,, ..., p,) estle vecteur d’'un exposant d%ﬂr et donc, par

I'équation 11, on a

lp| = Z Pl = Zm(pi)e(pi) =0.
i=1 i=1

Mais comme,

m(py) = -+ = m(p,),
on a forcementn(p;) > 0. Donc le choix dej = ¢(p,) marche pour le lemme 6.16. Finalement
n'est pas de carré-intégrable. O
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7. NOTATIONS

Un corps algébriquement clos. (1)

Un sous-corps di, normalement local non archimédien, son an-
neau d'entiers, une uniformisante, le nombre d’élément de son
corps résiduel. (1) , (14)

Le radical, radical unipotent d’un grouge. (1)

Un F-groupe algébrique réductif, son groupeidgoints. (1)
Le centre d’'un groupés. (1)

Le groupe de caractereB{)rationaux deG (2)

Sous-groupe de Borel standard @e un tore maximal danB.
(2)

Un sous-groupe parabolique contendit son sous-groupe de
Levi, son radical unipotent. (2)

Une partition den, 5 = (n1,...,n,). (3)

Le groupe de Weyl du groupé relative au toreT’, d’'un sous-
groupe de Levi. (4), (12)

L'ensemble des racines d& relatives &T', ou bien, un systeme
abstrait de racines, les racines positives, négatives, et une base de
racines simples. (5)

Le caractere module d’'un sous-groupe paraboligué)
Une mesure de Haar de. (7)

Le module topologique d’'un sous-groupe feriié(7)
L'espace de Schwartz-Bruhat d& (7)

Une représentation complexe d'un groupe, son contragrédiente.
8),(9)

L'espace des opérateurs d’entrelacement dansz’. (8)
La catégorie de représentations lisses:d¢3)

L'ensemble des classes d’'isomorphisme des représentations irré-
ductible de(z, ceux a caractére central unitaire. (8) , (9)

Le caractére central d’'une représentatioa Irr (G). (9)
Un élément de matrice d’urfer, V) € Rep G (10)

Le foncteurs d'induction parabolique et de Jacquet normalisés.
(11)



L'ensemble des classes d'isomorphisme des représentations cus-
pidales irréductiblesg’ = U,,%(G,,). (12) , (15)

Le sous-groupe de Levi “renversé” et I'élément du groupe de
Weyl correspondant. (13)

La représentatioif/, (p @ p'). (14)
Le caractéredet | » deG,,. (15)

Un segment d&, la unique sous-représentation irréductible de
pXvpX...xp siA=]|pp]. (15)

L'ensemble de segments et multisegment&d¢l5)

L'involution de Bernstein et Zelevinsky. (17)

Le groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations
lisses de longueur finie d’'un groupe réductif # = ©,%(G,,).

17)

L'espace propre a nilpotent pres d’'un caracterél8)

Sous-ensembles dg,. (19)

Le vecteur d'un exposant. (20)



