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Première partie 1. Groupes réductifs

Soit k un corps algébriquement clos etF ⊂ k un sous-corps. Pour l’instant,F est un corps quel-
conque, mais plus tard, il sera toujours local non archimédien à corps résiduel fini. SoitG un groupe
algébrique défini surF (un F -groupe). SiN,N ′ ⊂ G sont deuxF -sous-groupes unipotents (resp.
normaux) connexes fermés, alorsN · N ′ l’est aussi (voir [9] Ch. 2.2.7). Donc, il existe unF -sous-
groupe unipotent (resp. résoluble) normal connexe fermé maximal deG ; c’est leradical unipotent
Ru(G) (resp.radical R(G)) deG. On aRu(G) = R(G)u. Si Ru(G) (resp.R(G)) est trivial on
appelleG réductif (resp.semi-simple).

Proposition 0.1. SiG est unF -groupe algébrique réductif, alorsR(G) = Z(G)0, i.e. la composante
connexe de l’élément neutre du centre deG. En particulier,Z(G)0 est unF -groupe aussi.

Démonstration.Voir [4] Prop. 11.21 et Thm. 18.2. �

Maintenant soitG le groupe desF -points d’unF -groupe algébrique réductifG. En général, on
écrit unF -groupe algébrique en caractères gras et son groupe desF -points en caractères normaux.

Exemple 0.2. Le groupe additif Ga = k et le groupe multiplicatif Gm = k× sont les premiers
exemples de groupes algébriques, ils peuvent tous les deux être définis surF .

Soit Mn×n l’ensemble des matricesn × n sur k. On appelle le sous-ensemble ouvert,GLn =
{M ∈ Mn×n : det(M) 6= 0} avec multiplication des matrices pour opération de groupe, legroupe
linéaire général. Il peut toujours être défini surF , et son groupe desF -points est notéGLn(F ).

Si un groupe algébriqueG est affine comme variété, alors on l’appelle ungroupe algébrique li-
néaire. Tout sous-groupe fermé deGLn est linéaire. Les groupes de matrices classiquesSLn, On,
SOn, etSp2n sont les exemples principaux.

Si A est unek-algèbre de dimensionn, le groupe des automorphismesAut(A) peut s’identifier
comme un sous-groupe fermé deGLn en choisissant une base pourA. En particulier, siV est un
espace vectoriel surk de dimensionn, on appelleGL(V ) = Aut(V ), qui est isomorphe comme
groupe algébrique àGLn.

On va s’intéresser principalement aux groupes linéaires générauxG = Gn = GLn(F ), donc
en développant toute la théorie générale pour un groupe réductif quelconque on va traduire tous les
résultats pour lesGn.
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1. SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

1.1. Caractères rationaux. SoitG un F -groupe algébrique. On appelle le groupe des morphismes
de groupes algébriques,X(G) = Hom(G,Gm), le groupe decaractères rationaux de G et son
sous-groupe deF -morphismesX(G)F le groupe decaractères F -rationaux.

Définition 1.1. On appelleG diagonalisable si X(G) engendrek[G] commek-module. Si de plus
X(G)F engendrek[G] (ou de manière équivalente,X(G)F engendreF [G]) alors on appelleG
F -déployé.

Définition 1.2. On définit untore (algébrique) deG comme sous-groupe algébriquek-isomorphe à
Gm× · · · ×Gm. On définit untore deG comme sous-groupeT ⊂ G tel queT ⊗ k est un tore deG.
Alors, T estF -déployé si en faitT ' F× × · · · × F×.

Proposition 1.3. SoitG unF -groupe algébrique. Alors, les conditions suivantes sont équivalents :

a) G est diagonalisable (resp.F -déployé),

b) G est isomorphe (resp.F -isomorphe) à un sous-groupe fermé d’un tore,

c) X(G) est un groupe abélien de rang fini (resp.X(G) = X(G)F ).

De plus,G est connexe et diagonalisable si et seulement siG est isomorphe à un tore si et seulement
si X(G) est libre.

Démonstration.Voir [4] §8, [7] §16, et [9] Ch. 3.2. �

1.2. Sous-groupes de Borel.On définit tous les sous-groupes d’un groupe algébrique réductifG
qui nous intéressent (surtout les tores et les sous-groupes paraboliques et de Levi) à l’aide de la
géométrie. Pour le groupeGLn on trouve les définitions invariantes, en termes des drapeaux, qui
peuvent s’appliquer au groupeGLn(F ). Les mêmes sortes des définitions existent pour les autres
groupes classiques, mais on ne les détaille pas.

Définition 1.4. On définit unsous-groupe de Borel de G comme sous-groupe résoluble connexe
fermé maximal deG. Tous les sous-groupes de Borel deG sont conjugués. On appelle un sous-
groupe fermé deG parabolique s’il contient un sous-groupe de Borel.

Théorème 1.5.SoitG unF -groupe algébrique réductif. Alors, on a les propriétés suivantes :

a) tous lesF -sous-groupe de Borel deG sont conjugués surG,

b) tous lesF -tores maximaux deG sont conjugués surG,

c) si P et P′ sont deuxF -sous-groupes paraboliques conjugués deG, alors ils sont conjugués
surG.

Démonstration.Voir [4] Thm. 20.9. �

On fixe un (F -)sous-groupe de BorelB ⊂ G et un tore (F -déployé) maximalT dans le centre
deB. SoitP un (F -)sous-groupe parabolique qui contientB et N = Ru(P) son radical unipotent.
Il existe un unique (F -)sous-groupe réductif connexeM ⊂ P tel queT ⊂ Z(M) (en fait,T =
ZG(M) par [4] Prop. 20.4) ; c’est lesous-groupe de Levi du sous-groupe paraboliqueP. On sait que
P normaliseN etM∩N est trivial donc il y a une décomposition (semi-directe) de LeviP = MN.
Deux tels sous-groupes de Levi sont conjugués par un élément deN, voir [7] §30.

En gros, cela est la situation générale qui comprend les (F -)sous-groupes paraboliques, réductifs,
et unipotents deG. Le sous-groupe de LeviM détermine le sous-groupes paraboliqueP, et comme
réciproque, on a la suivante :
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Proposition 1.6. SoitN un sous-groupe unipotent fermé deG et P = NG(N). On suppose queN
est contenu dans un sous-groupe de Borel deG et queRu(P) ⊂ N. Alors,P est un sous-groupe
parabolique deG avecN = Ru(P).

Démonstration.Voir [7] Prop. 20.3. �

Exemple 1.7. Soit G = Gn = GLn. Le F -sous-groupe de Borel standardB ⊂ G est le groupe
des matrices triangulaires supérieures, son toreF -déployé maximalT est le groupe des matrices
diagonaux, et son radical unipotentU = Ru(B) est le groupe des matrices triangulaires supérieures
ayant1 sur la diagonale. Les sous-groupes paraboliques standard sont numérotés par les partitions
ordonnées den, i.e. les vecteursβ = (n1, . . . , nr) ∈ Zr

+ tels quen1 + · · ·+ nr = n. Une partitionβ
den coupe l’ensemble{1, . . . , n} en blocs{I1, . . . , Ir}, où

I1 = {1, . . . , n1}, . . . , Ir = {n1 + · · ·+ nr−1 + 1, . . . , n}.

On appelleα une sous-partition deβ, et on écritα ≤ β, si tout bloc deα est contenu dans une bloc
deβ.

Soitβ = (n1, . . . , nr) une partition den, alors le sous-groupe parabolique standard correspondant
Pβ est le groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs ; le sous-groupe de Levi correspon-
dantMβ = Gn1 × · · · × Gnr , plongée dansGn comme sous-groupe des matrices diagonales par
blocs ; et le radical unipotent correspondantNβ est le groupe des matrices triangulaires supérieures
ayant des matrices identité sur la diagonale, g1 ∗ ∗

. . . ∗
gr

 =

 g1

. . .

gr

 ·

 1n1 ∗ ∗
. . . ∗

1nr


respectivement, oùgi ∈ Gni et1βi

est la matrice identité dansGni . Si α ≤ β, alorsMα est un sous
groupe de Levi deMβ etPα ⊂ Pβ.

Pour avoir une description plus invariante, en identifiantGLn(F ) ' GL(V ) pour un espace
vectorielV de dimensionn surk, on définit undrapeau dansV par une suite strictement croissante
de sous-espaces

W = {W0 ⊂ · · · ⊂ Wr},
oùW0 n’est pas trivial etWr = V . Alors, tout sous-groupe paraboliqueP ⊂ GL(V ) est le stabilisa-
teur d’un drapeau dansV , i.e.pWi = Wi pour toutp ∈ P et0 ≤ i ≤ r. Évidemment, un sous-groupe
de Borel deGL(V ) est le stabilisateur d’un drapeau complet, i.e. un drapeau de longueurr = n− 1.
On voit que toutes ces définitions peuvent être données pourGLn(F ).

Définition 1.8. Soit G = Gn = GLn(F ) ' GL(V ) pour unF -espace vectorielV de dimensionn.
On définit un sous-groupe paraboliqueP deG par le stabilisateur d’un drapeau{W0 ⊂ · · · ⊂ Wr}
deV , i.e.P est l’ensemble desg ∈ G tels quegWi = Wi pour0 ≤ i ≤ r, et un sous-groupe de Borel
deG par le stabilisateur d’un drapeau complet. Il existe un sous-groupe distinguéN ⊂ P qui agit
trivialement sur tous les espacesWi+1/Wi ; c’est le radical unipotent deP . On a la décomposition
de Levi,P = MN , oùM =

∏r−1
i=0 GL(Wi+1/Wi). On identifie le sous-groupe de Borel standardB

avec le groupe des matrices triangulaires supérieures.

1.3. Décomposition de Bruhat. SoitG un groupe algébrique réductif etT un tore maximal deG.
On définit legroupe de Weyl de G relatif àT,

W = W (G,T) = NG(T)/ZG(T).
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Tous les tores maximaux deG sont conjugués, donc les groupes de Weyl relatifs aux tores maximaux
sont isomorphes (voir [4] Ch. IV.11.19). On a aussiZG(T) = NG(T)0 doncW est un groupe fini.
On choisit toujours les représentants deW (G,T) dansNG(T) ⊂ G quand ils sont utiles.

Théorème 1.9(Décomposition de Bruhat). SoitB un sous-groupe de Borel contenantT, alors, on a
la décomposition disjointe

G =
∐

w∈W (G,T)

BwB.

Démonstration.Voir [4] IV.14.12. �

2. ALGÈBRES DEL IE ET RACINES

Une autre perspective sur les groupes réductifs, et désormais linéaires, est celle de la théorie des
groupes de Lie.

2.1. Racines. Soit T un tore défini surk et soitr : T → GL(V ) une représentation deT dans un
espace vectorielV de dimension finie surk. CommeT est abélien et par le lemme de Shur, toute
représentation irréductible deT est de degré un, i.e. un caractère rationnel, donc

V =
⊕

α∈X(T)

Vα,

oùVα estl’espace propre deα,

Vα = {v ∈ V : r(t)v = α(t)v, ∀ t ∈ T}.
Les caractèresα ∈ X(T) tels queVα soit non-trivial sont appelés lespoids deT dansV . Évidement,
il n’y en a qu’un nombre fini.

Maintenant, siT est un tore maximal deG, alorsT agit surG par conjugaison,Int : T →
Aut(G), oùInt(t)g = tgt−1. Donc, le différentield(Int) = Ad : T → GL(g) est une représentation
deT dans l’algèbre de Lieg deG. On appelle l’ensemble des poids non-nuls correspondantsΦ =
Φ(G,T) lesracines deG relatives àT. On a la décomposition

g = gT ⊕
∏
α∈Φ

gα.

D’après [4] IV.14.8, siG est réductif etT un tore maximal, l’ensemble des racinesΦ(G,T) forme
un système abstrait réduit de racines de l’espace vectorielE = X(T/R(G)) ⊗Z R avecW (G,T)
son groupe de Weyl dans le sens de [5] Chp. VI, §1 ou [7] App. On résume ces définitions ci-dessus.
Il y a une notion bien défini d’uneF -racine, qui est exprimée dans [4] Chp. V, §21.

2.2. Systèmes abstraits de racines.Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie etV ∗ sa
duale réelle. Soitv ∈ V . On appellesv ∈ GL(V ) uneréflexion autour dev si sv(v) = −v et sisv

fixe un sous-espaceH ⊂ V de codimension un. Donc, on a

sv(w) = w − 〈w, v∗〉v, w ∈ V,

oùv∗ ∈ V ∗ a noyauH et 〈v, v∗〉 = 2. SiΦ est un ensemble fini qui engendreV alors il existe au plus
une seule réflexion autour dev qui stabiliseΦ.

Finalement, unsystème abstrait de racines Φ deV est un ensemble deV qui satisfait :

a) Φ est fini, engendreV , et ne contient pas de zéro.

b) Pour toutα ∈ Φ il existe une réflexionsα qui stabiliseΦ, donc elle est unique.

c) Siα, β ∈ Φ, alors〈β, α∗〉 ∈ Z.
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Les éléments deΦ sont lesracines deV . Si encoreΦ satisfait

d) Siα, β ∈ Φ etβ = cα, alorsc = ±1.

on l’appelleréduit. On appelle le groupeW (Φ) ⊂ GL(V ) engendré par les réflexionssα pourα ∈ Φ
le groupe de Weyl de Φ ; c’est un groupe fini. Fixe unλ ∈ V ∗ tel que〈α, λ〉 6= 0 pour toutα ∈ Φ,
alors on définit un sous-ensemble desracines positives

Φ+ = {α ∈ Φ : 〈α, λ〉 > 0}.

En posantΦ− = −Φ+, on a la décomposition disjointeΦ = Φ+ ∪ Φ−. On définit unebase ∆ deΦ
par

i) ∆ est une base de l’espaceV , et

ii) toute racine dansΦ+ est une combinaison linéaire
∑

α∈∆ nαα oùnα ∈ Z+,

ou de manière équivalente,

i′) α ∈ Φ+ etα n’est pas la somme de deux éléments deΦ+.

On appelle les éléments de∆ les racines simples et on noteS = {sα : α ∈ ∆} l’ensemble des
réflexions simples.

Il faut rappeler que pour l’ensemble de racinesΦ(G,T) d’un groupe réductif relatives à son tore
maximal, le choix d’un sous-groupe de BorelB = TU fait définir l’ensemble des racines positives
parα ∈ Φ(G,T)+ si gα ⊂ u, oùu est l’algèbre de Lie deU.

Proposition 2.1. SiΦ est un système abstrait réduit deV etW = W (Φ) son groupe de Weyl, alors

a) S engendreW comme groupe,

b) Φ =
⋃

w∈W w∆.

Remarque2.2.

Exemple 2.3.SoitG = GLn etg = gln ' Mn×n son algèbre de Lie. Pourt ∈ T, l’action deAd(t)
surg est aussi par conjugaison

Ad(t)g = tgt−1, t ∈ T ⊂ g, g ∈ g.

Les matriceseij qui sont nulles sauf un1 dans la placei, j forment une base deg. Pour t =
diag(t1, . . . , tn) ∈ T on a

Ad(t)eij = tit
−1
j eij .

Évidement, les caractèrest 7→ tit
−1
j pour1 ≤ i, j ≤ n sont les racines deG relatives àT. En prenant

toujours le sous-groupe de Borel standard, on trouve

(1)
Φ = {ei − ej : i 6= j}
Φ+ = {ei − ej : i < j}
∆ = {ei − ei+1 : i < n},

où ei ∈ X(T ) est la projection défini parei(diag(t1, . . . , tn)) = ti. Le groupe de WeylW =
W (G,T) = NG(T)/ZG(T) est isomorphe àSn, le groupe de permutations de{1, . . . , n}, et on
choisit les représentants canoniquesẇ de W dansG par la représentation régulière deSn, i.e. les
matrices standard de permutation. On a l’action deW surΦ par

(2) (wα)(t) = α(ẇ−1tẇ), α ∈ Φ, t ∈ T.

On utilise les mêmes ensembles de racines, compris correctement, pour le groupe deF -pointsGn.
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2.3. Sous-groupes de Levi standard.Pour un sous-ensembleΘ ⊂ ∆, on pose

WΘ = 〈sα : α ∈ Θ〉, ΦΘ = spanZ(Θ) ∩ Φ,

TΘ =
(⋂

α∈Θ ker(α)
)0

, MΘ = ZG(TΘ),
PΘ =

∐
w∈WΘ

BwB, NΘ = Ru(PΘ).

On voit queP∆ = G etT∆ est le tore maximal dansZ(G), et aussi que,P∅ = B etT∅ = T .

Proposition 2.4. Le sous groupe de Levi standardMΘ est un groupe réductif connexe avec tore
maximalT et sous-groupe de Borel standardBΘ = B ∩MΘ et

a) Φ(MΘ, T ) = ΦΘ et W (MΘ, T ) = WΘ,

b) en choisissant le BorelBΘ, Φ+
Θ = Φ+ ∩ ΦΘ avec base correspondantΘ,

c) PΘ = MΘNΘ est un sous-groupe parabolique deG contenantB,

d) si P est un sous-groupe parabolique deG contenantB, alorsP = PΘ pour un unique sous-
ensembleΘ ⊂ ∆.

Démonstration.Voir [9] Ch. 8.4. �

On appelle lesPΘ lessous-groupes paraboliques standard lesMΘ lessous-groupes de Levi stan-
dard. On appelleM un sous-groupe de Levi de G s’il est un conjugué d’un sous-groupe de Levi
standard.

Exemple 2.5. PourGn = GLn(F ), on a déjà décrit tous les sous-groupes paraboliques standard
à l’aide des partitions en exemple 1.7. Maintenant, on traduit ces descriptions en termes des racines
simples (décrites en exemple 2.3) deGn. Pour simplifier un peu, on noteεi = ei−ei+1 ∈ ∆. D’abord,
si Θ = {εi} ⊂ ∆, alors

TΘ = ker(εi)0 = {diag(t1, . . . , tn) ∈ T : ti = ti+1},

donc dans ce cas làMΘ est le sous-groupe de Levi qui correspond à la partition(1, . . . , 2, . . . , 1), où
bien sûr, le2 et dans la positioni.

En générale, soitβ = (n1, . . . , nr) une partition den quelconque et soitb = {b1, . . . , br−1}
l’ensemble de sommes partielles desni, i.e. bi =

∑i
j=1 ni. Soit [n] = {1, . . . , n − 1}. Finalement,

on pose
Θβ = {εi ∈ ∆ : i ∈ [n] r b}.

Alors, on voit facilement quePΘβ
= Pβ, MΘβ

= Mβ , etTΘβ
= Tβ.

3. CARACTÈRE MODULE

Définition 3.1. Soit P = MN un sous-groupe parabolique deG. On définit lecaractère module de
P , δP : P → R×

+ par

(3) δP (p) = δP (mn) = |det Adn(m)|F , p = mn ∈ P,

oùn est l’algèbre de Lie deN etAdn : M → GL(n) est la représentation adjointe deM dansn.

Soit Θ ⊂ ∆, PΘ = MΘNΘ le sous-groupe parabolique correspondant, etδPΘ
son caractère mo-

dule. Pourα ∈ Φ soit m(α) = dim(gα). Sur le tore maximal dePΘ on a bien une formule pour
δPΘ

.

Proposition 3.2. SoitΘ ⊂ Θ′ ⊂ ∆, alors on a
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a) δPΘ
est l’unique caractère dePΘ trivial sur NΘ tel que

δPΘ
|TΘ

=
∏

α∈Φ+

|αm(α)|F ,

b) δPΘ
|PΘ′ = δPΘ′ .

Démonstration.Voir [6] 1.6. �

Exemple 3.3.SoitG = Gn etB = TU son sous-groupe de Borel standard. Alors,

δB(t) = |t1|n−1
F |t2|n−3

F · · · |tn|−(n−1)
F ,

où t = diag(t1, . . . , tn) ∈ T . En particulier, on voit queδB|Z(G) soit trivial.

3.1. Mesure de Haar.

Définition 3.4. SoitG un groupe localement compact,V un espace vectoriel complexe, etC∞
c (G, V )

l’espace des fonctionsf : G → V localement constantes, i.e. pour toutg ∈ G il existe un sous-groupe
ouvertKg ⊂ G tel quef(gk) = f(g) pour toutk ∈ Kg, et de support compact. QuandV = C on
écrit simplementC∞

c (G). On appelleC∞
c (G, V ) l’espace de Schwartz-Bruhat de G à valeurs dansV

et on le noteS(G, V ).

Si f ∈ S(G, V ), alors il existe un sous-groupe compact ouvertK ⊂ G tel quef(gk) = f(g) pour
toutg ∈ G etk ∈ K. Alors, on peut écrire

S(G, V ) =
⋃

K⊂G

S(G, V )K ,

oùS(G, V )K est le sous-espace desf ∈ S(G, V ) tel quef(gk) = f(g) pour toutg ∈ G etk ∈ K et
où l’union est prise sur tous les sous-groupes compacts ouvertsK ⊂ G. Cela entraîne que

S(G, V ) = S(G)⊗ V.

On dispose des opérateurs de translation à gauche et à droite dans l’espaceS(G, V ),

Lg(f)(x) = f(gx), Rg(f)(x) = f(xg), g, x ∈ G.

Une autre façon de définir le caractère module est le suivant. Soitµ une mesure de Haar à gauche
deG, et soitN un sous-groupe fermé deG avec mesure de HaarµN . On définit lecaractère module
topologique de N , modN : NG(N) → R∗

+, par le module topologique de l’endomorphismeInt(n),
i.e. pourn ∈ NG(N), ∫

N
f(nxn−1) dµN (x) = modN (n)

∫
N

f(x) dµN (x),

pourf ∈ S(N).

Proposition 3.5. SiG est unimodulaire etP = MN est un sous-groupe parabolique, alorsmodN :
NG(N) = P → R×

+ est un caractère continue et

(4) δP = mod−1
N .

Deuxième partie2. Représentations admissibles

Le cadre naturel pour l’étude des représentations des groupes réductifs sur un corps local est l’étude
des représentations des groupes plus généraux, dans le langage de [3], lesl-groupes. Unl-groupeG
est, par définition, un groupe topologique totalement discontinu localement compact.
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4. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES

Définition 4.1. Soit V un espace vectoriel complexe, pas nécessairement de dimension finie, et
π : G → GL(V ) un homomorphisme continu de groupe, alors le couple(π, V ) est appelé une
représentation deG. L’espaceV est naturellement unG-module et est appelél’espace de la représen-
tation π. Comme d’habitude, on écrit peu soigneusementπ à la fois pour l’homomorphisme et pour
l’espace de la représentation correspondant.

Une représentation(π, V ) deG est appelélisse si pour toutv ∈ V , le stabilisateur dev dansG,

stabG(v) = {g ∈ G : π(g)v = v},

est un sous-groupe ouvert deG. Si (π, V ) et (π′, V ′) sont deux représentations lisses deG, alors on
dénote par

HomG(π, π′) = {f ∈ HomC(V, V ′) : f(π(g)v) = π′(g)f(v), ∀ v ∈ V, g ∈ G}

l’espace desopérateurs d’entrelacement deπ dansπ′. On dit queπ et π′ sont isomorphes s’il existe
un opérateur d’entrelacement bijectif deπ dansπ′. On poseRepG la catégorie des représentations
lisses deG avec opérateurs d’entrelacement comme morphismes.

Si (π, V ) ∈ RepG etW ⊂ V est un sous-espace, alors on l’appelleG-invariant s’il est un sous-G-
module, i.e. siπ(g)w ∈ W pour toutw ∈ W et g ∈ G. Un sous-espaceG-invariantW ⊂ V définit
unesous-représentation (π|W ,W ) ∈ RepG et une représentation dequotient (π, V/W ) ∈ RepG
où π est la composé avec la projection canoniqueV → V/W . Si W ′′ ⊂ W ′ ⊂ V sont deux sous-
espacesG-invariants, alors on appellesous-quotient de π une représentation de la formeW ′/W ′′.
On appelle(π, V ) ∈ RepG irréductible si V est irréductible commeG-module, i.e. si ses seuls
sous-espacesG-invariants sontV et {0}. On noteIrrG l’ensemble des classes d’isomorphisme des
représentations irréductibles deG. On appelle(π, V ) ∈ RepG delongueur finie si elle a un nombre
fini de sous-quotients irréductibles et semisimple si elle est une somme direct de ses sous-quotients
irréductibles.

On appelle(π, V ) ∈ RepG admissible si pour tout sous-groupe compact ouvertK ⊂ G, le sous
espace des invariants dansV parK,

V K = {v ∈ V : π(k)v = v, ∀ k ∈ K},

est de dimension finie. Elles sont jolies en le sens suivant..

Proposition 4.2. Soit (π, V ) ∈ RepG et K ⊂ G un sous-groupe compact ouvert. Alors,π est
admissible si et seulement siπ|K est semisimple avec tout facteur irréductible de dimension finie et
une multiplicité finie de toute classe d’isomorphisme.

Démonstration.Voir [6] §2.1.4. �

Théorème 4.3(Jacquet). Si (π, V ) ∈ IrrG, alors elle est admissible.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2 §3.25 pourGLn(F ). �

4.1. Caractère central. On demande la propriété d’admissibilité d’une part pour avoir toujours le
lemme de Shur.

Lemme 4.4 (Shur). Soit G un l-groupe et(π, V ) ∈ IrrG admissible. Alors,HomG(π, π) est de
dimension un.

Corollaire 4.5. SiG est unl-groupe abélien, alors(π, V ) ∈ IrrG est admissible et de dimension un.
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Définition 4.6. On définit uncaractère (complexe) de G comme un homomorphisme continuχ :
G → C×. Le caractèreχ deG est appeléunitaire si |χ(g)| = 1 pour toutg ∈ G. Si (π, V ) ∈ RepG,
alors on définit(χπ, V ) par

(χπ)(g) = χ(g) · π(g),

pour toutg ∈ G.

Définition 4.7. Si (π, V ) ∈ Irr (G), alors le centreZ(G) deG agit surV toujours par un caractère
ωπ, appelé lecaractère central de π, i.e.

π(z)v = ωπ(z)v

pour toutz ∈ Z(G) et v ∈ V . On noteIrruG le sous-ensemble deIrrG de représentations à un
caractère central unitaire.

4.2. Représentations unitaires.

Définition 4.8. Si (π, V ) ∈ RepG, on l’appelleunitaire s’il existe un produit scalaireG-invariante
( , ) dansV , i.e. une forme bilinéaire hermitienne définie positive telle que

(π(g)v, π(g)w) = (v, w), g ∈ G, v,w ∈ V.

Évidemment, tout sous-quotient deπ est aussi unitaire.

En fait, toute représentation unitaire admissible est semisimple.

Proposition 4.9. Soit(π, V ) ∈ RepG unitaire admissible etW ⊂ V un sous-espaceG-invariant. Si
on poseW⊥ = {v ∈ V : (v, w) = 0 ∀w ∈ W}, alorsW⊥ est aussiG-invariant etV = W ⊕W⊥.

Corollaire 4.10. Si (π, V ) ∈ RepG unitaire admissible, alorsπ est semisimple, où bien sûr, toute
composante irréductible est aussi unitaire.

Démonstration.Voir [6] §2.1.14. �

Remarque4.11. Soit (π, V ) ∈ IrrG unitaire admissible. On voit que pourz ∈ Z(G),

(π(z)v, π(z)w) = ωπ(z)ωπ(z)(v, w) = (v, w), v, w ∈ V

et donc(π, V ) ∈ IrruG.

4.3. Contragrédiente. Soit (π, V ) ∈ RepG. On poseV ∗ = HomC(V, C) l’espace dual, etV ∨ son
partie lisse, i.e. le sous-espace des vecteurs invariants par un sous-groupe ouvert deG. On définitπ∗

commeπ∗(g) = tπ(g−1) surV ∗, i.e.

〈v, π∗(g)v∗〉 = 〈π(g−1)v, v∗〉, v ∈ V, v∗ ∈ V ∗,

et on poseπ∨ = π∗|V ∨ . Alors, on appelle(π∨, V ∨) ∈ RepG la représentation decontragrédiente de
(π, V ).

Proposition 4.12. Si (π, V ) ∈ RepG est admissible, alors

a) π∨ est admissible.

b) (π∨)∨ ' π.

c) π est irréductible si et seulement siπ∨ l’est aussi.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2.15. �
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4.4. Représentations de quasi-carré-intégrable.

Définition 4.13. Soit (π, V ) ∈ RepG et v ∈ V , v∨ ∈ V ∨. On appelleélément de matrice deπ une
fonctioncv,v∨ : G → C définie parcv,v∨(g) = 〈π(g−1)v, v∨〉 pour toutg ∈ G.

Définition 4.14. Si (π, V ) ∈ IrrG, alors on l’appelle decarré-intégrable si π ∈ IrruG et pour tout
v ∈ V etv∨ ∈ V ∨, on a ∫

G/Z(G)
|cv,v∨(g)|2 dµ(g) < ∞.

Lemme 4.15.Si (π, V ) ∈ IrrG, alors il existe un caractèreχ : G → R× tel queχπ ∈ IrruG.

Définition 4.16. Soit (π, V ) ∈ RepG. On l’appelle dequasi-carré-intégrable si il existe un caractère
χ : G → C× tel queχπ est de carré-intégrable.

Une sorte de réciproque de la remarque 4.11 qui concerne les représentations unitaires existe pour
les représentations de quasi-carré-intégrable.

Proposition 4.17. Si (π, V ) ∈ IrrG est admissible et de carré-intégrable, alors elle est unitaire.

Démonstration.On prendv∨ ∈ V ∨ non nul et on définit

(v, w) =
∫

G/Z(G)
cv,v∨(g)cw,v∨(g) dµ(g), v, w ∈ V.

L’intégrale converge grâce à l’inégalité de Schwartz et définit évidemment une produit scalaireG-
invariante. �

Remarque4.18. En combinant la remarque 4.11 et la proposition 4.17 on arrive au résultat suivant.
Si (π, V ) ∈ IrrG est admissible et de quasi-carré-intégrable, alorsπ ∈ IrruG si et seulement siπ est
une représentation unitaire.

4.5. Produits tensoriels. SoientGi desl-groupes et(πi, Vi) ∈ RepGi pour1 ≤ i ≤ r. Soit

G = G1 × · · · ×Gr, π = π1 ⊗ · · · ⊗ πr, et V = V1 ⊗ · · · ⊗ Vr.

On définit la représentation de produit tensoriel(π, V ) ∈ RepG par

π(g)v = π(g1, . . . , gr)(⊗vi) = ⊗πi(gi)vi,

oùg = (g1, . . . , gr) ∈ G etv = ⊗vi ∈ V .

Proposition 4.19. Si tous lesπi sont admissibles, alors

a) π est admissible.

b) Si tous lesπi sont irréductibles, alorsπ l’est aussi.

c) Inversement, siπ ∈ IrrG est admissible, alors il existeπi ∈ IrrGi admissibles et uniques (à
isomorphisme près) telles queπ ' ⊗πi.

Démonstration.Voir [3] §2.16. �

4.6. Induction et réduction parabolique. Pour la suite, soitG le groupe desF -points d’un groupe
algébrique réductif défini surF . Soit P = MN un sous-groupe parabolique. Si(ρ,W ) ∈ RepM ,
alors, on étendρ àP en mettantN dans son noyau.
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Induction. Soit (ρ,W ) ∈ RepM . D’abord, on définit l’espaceL(G, ρ) des fonctionsf : G → W
qui vérifient

a) f(mng) = (δ1/2
P ρ)(m)f(g) pour toutm ∈ M,n ∈ N, g ∈ G.

b) Il existe un sous-groupe compact ouvertNf ⊂ G tel quef(gg′) = f(g) pour toutg′ ∈ Nf .

En suite, on définit lareprésentation induite normalisée (iGMρ, L(G, ρ)) ∈ RepG par translation à
droite surL(G, ρ),

(iGMρ)(g)f = Rgf, g ∈ G, f ∈ L(G, ρ).

Réduction.Soit (π, V ) ∈ RepG. D’abord, on définit le sous-espaceV (N) ⊂ V

V (N) = spanC{π(n)v − v : n ∈ N, v ∈ V },

et on poseVN = V/V (N). On remarque queV (gNg−1) = π(g)V (N) pour toutg ∈ G. CommeM
normaliseN , l’espaceV (N) est invariant pour l’action deM . On définit lareprésentation réduite nor-
malisée ou foncteur de Jacquet normalisé, (rG

Mπ, VN ) ∈ RepM , par l’action naturelle (normalisée)
sur le quotient,

(rG
Mπ)(m)(v + V (N)) = δ

−1/2
P (m) π(m)v + V (N), m ∈ M, v ∈ V.

Propriétés.

Proposition 4.20. Soit (π, V ) ∈ RepG, P = MN un sous-groupe parabolique standard deG, et
(ρ,W ) ∈ RepM . On a les propriétés suivantes :

a) Les foncteurs

iGM : RepM → RepG, rG
M : RepG → RepM,

sont exacts.

b) Le foncteurrG
M est adjoint à gauche àiGM , i.e.

HomM (rG
Mπ, ρ) = HomG(π, iGMρ);

c’est la“réciprocité de Frobenius”.

c) SiL ⊂ M ⊂ G est encore un sous-groupe de Levi standard, alors ces foncteurs sont transitifs,
i.e.

iGM ◦ iML = iGL , rM
L ◦ rG

M = rG
L .

d) Siρ etπ sont admissibles (resp. et de longueur finie), alorsiGMρ etrG
Mπ le sont aussi.

e) Siρ est unitaire, alorsiGMρ l’est aussi.

f) Ces foncteurs sont compatibles avec le caractère central, i.e.

ωiGMρ = ωρ|Z(G), ωrG
Mπ|Z(G) = ωπ.

Démonstration.Voir [2] §1.9, 2.3, et [6] §3.1.4. La dernière partie est évidente si on calcule

iGM (z)f(x) = f(xz) = f(zx) = δ
1/2
P (z)ρ(m)f(x) = ωρ(z)f(x),

rG
M (z)(v + V (N)) = δ

−1/2
P (z)π(z)v + V (N) = ωπ(z)(v + V (N)),

pour toutz ∈ Z(G), f ∈ L(G, ρ), x ∈ G, etv ∈ V , commeδP est trivial surZ(G). �
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4.7. Représentations cuspidales.

Définition 4.21. On appelle(π, V ) ∈ RepG quasi-cuspidale si rG
Mπ = 0 pour tout sous-groupe de

Levi M, (M 6= G) et cuspidale si de plus elle est admissible. SoitC (G) l’ensemble des classes
d’isomorphisme des représentations cuspidales irréductibles.

Exemple 4.22.Toute représentation admissible irréductible d’un tore est cuspidale.

Il y a quelques autres conditions équivalentes pour caractériser une représentation cuspidale dues
à Jacquet.

Théorème 4.23.Soit(π, V ) ∈ IrrG admissible. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) π est cuspidale.

b) π∨ est cuspidale.

c) Pour toutv ∈ V etv∨ ∈ V ∨ l’élément de matricecv,v∨ est de support compact surG/Z(G).

d) Un seul élément de matricecv,v∨ est de support compact surG/Z(G).

e) Pour tout sous-groupe de LeviM deG, (M 6= G) et toute(ρ,W ) ∈ RepM admissible,π
n’est pas une sous-représentation deiGMρ.

Pour les trois premières conditions, il ne faut pas supposer queπ soit irréductible.

Démonstration.Voir [6] §5.3. �

Remarque4.24. Si (π, V ) ∈ Irr (G) est cuspidale, alorsπ est bien sûr de quasi-carré-intégrable,
et donc le résultat de la remarque 4.18 peut s’appliquer àπ, i.e. π est unitaire si et seulement si
π ∈ IrruG.

Théorème 4.25.Soit (π, V ) ∈ IrrG admissible. Alors, il existe un sous-groupe de LeviM ⊂ G et
une(ρ,W ) ∈ C (M) telle queπ est un sous-représentation deiGMρ.

Démonstration.Voir [3] Ch. 2 §3.25 pourG = GLn(F ). �

L’action du groupe de Weyl.Si M est un sous-groupe de Levi standard deG, on noteWM son
groupe de Weyl,W = WG et on considère toujours queWM ⊂ W . Pour unw ∈ W , on choisit
un représentanṫw ∈ NG(Z) et on définit l’applicationw : G → G parw(g) = ẇgẇ−1. Si M est
un sous-groupe de Levi standard deG, alorsZG(T ) ⊂ M , donc pour toutw ∈ WM ⊂ WG, on a
ẇ ∈ M .

Définition 4.26. SoitM etM ′ deux sous-groupes de Levi deG et on pose

W (M,M ′) = {w ∈ W : w(M) = M ′}.
On appelleM etM ′ associés, et on écritM ∼ M ′, si W (M,M ′) 6= ∅. Toutw ∈ W (M,M ′) définit
un foncteurw : RepM → RepM ′ par

wρ(m′) = ρ(ẇ−1m′ẇ), m′ ∈ M ′.

On appelleρ ∈ RepM etρ′ ∈ RepM ′ aussiassociées, et on écritρ ∼ ρ′, si ρ′ ' wρ pour un certain
w ∈ W (M,M ′).

Exemple 4.27.Pour le groupeGLn(F ) oùF est un corps local non archimédien, siβ etβ′ sont deux
partitions den, alorsM = Mβ etM ′ = Mβ′ sont associés si et seulement siβ etβ′ sont identiques à
une permutation près. L’ensemble de telles permutations est identifiée àW (M,M ′)/WM . De même,
les représentationsρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr ∈ C (M) etρ′ = ρ′1 ⊗ · · · ⊗ ρ′r ∈ C (M ′) sont associées si est
seulement si(ρ1, . . . , ρr) et (ρ′1, . . . , ρ

′
r) sont identiques à permutation près.
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Par le théorème 4.25, touteπ ∈ IrrG est une sous-représentation d’uneiGMρ. En fait, le sous-
groupe de LeviM et la représentationρ ∈ C (M) sont essentiellement uniques à association près.

Théorème 4.28.SoitM et M ′ deux sous-groupes de Levi deG, ρ ∈ C (M), etρ′ ∈ C (M ′). Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M ∼ M ′ etρ ∼ ρ′.

b) HomG(iGMρ, iGM ′ρ′) 6= 0.

c) iGMρ et iGM ′ρ′ ont un sous-quotient en commun.

Démonstration.Voir [2] Thm. 2.9. �

Le sous groupe parabolique “renversé”.

Remarque4.29. On se rappelle queW agit sur les racinesΦ deG relatives àT par l’équation 2. Si
M = MΘ etM ′ = MΘ′ pourΘ,Θ′ ⊂ ∆, alors

W (M,M ′) = {w ∈ W : wΘ = Θ′}.

Définition 4.30. Si w ∈ W , on définit salongueur,

`(w) = #{α ∈ Φ+ : w−1α ∈ Φ−}.

Proposition 4.31.SoitM = MΘ etM ′ = MΘ′ sous-groupes de Levi standard deG, pourΘ,Θ′ ⊂ ∆
non vides. Alors,

a) tout classe deW/WM contient un unique élémentw caractérisé par les conditions suivantes
équivalentes :

i) w est l’élément de moins grande longueur danswWM ,

ii) wΘ ⊂ Φ+ ;

b) tout double classeWM ′\W/WM contient un unique élémentw caractérisé par les conditions
suivantes équivalentes :

i) w est l’élément de moins grande longueur dansWM ′wWM ,

ii) w est l’élément de moins grande longueur dansWM ′w et danswWM ,

iii) w−1Θ′ ⊂ Φ+ et wΘ ⊂ Φ+.

Démonstration.Voir [6] Lem. 1.1.2 et Prop. 1.1.3. �

Cette proposition veut dire qu’il y a des représentants canoniques de l’ensemble des classesW/WM

et des double classesWM ′\W/WM dansW ,

[W/WM ] = {w ∈ W : wΘ ⊂ Φ+}
[WM ′\W/WM ] = {w ∈ W : w−1Θ′ ⊂ Φ+ etwΘ ⊂ Φ+}.

On posew`,M l’élément de plus grande longueur dansWM , w` = w`,G, etwM− = w`w`,M . Alors,
wM− est l’élément de plus grande longueur dans[W/WM ], voir [6] Prop. 1.1.4. Il est caractérisé par

(5) wM−Θ ⊂ Φ+ et wM−(∆ r Θ) ⊂ Φ−.

En fait, on awM−Θ ⊂ ∆ et on noteΘ− = wM−Θ et M− = MΘ− . On awM− ∈ W (M,M−). Si
M est un sous-groupe de Levi standard, on appelleM− son sous-groupe de Levirenversé. Pour le
groupeG = Gn, le nom “renversé” est justifié.



14

Proposition 4.32.Siβ = (n1, . . . , nr), alorsM−
β = Mβ− , oùβ− = (nr, . . . , n1). Plus précisément,

wM−
β

agit sur un élément deMβ en renversant ses blocs dans la diagonale.

Démonstration.Soitβ = (n1, . . . , nr) etw ∈ W l’élément qui a comme représentant

ẇ =

 1nr

. .
.

1n1

 .

Alors, on a évidemmenṫwMβẇ−1 = Mβ′ doncw ∈ W (Mβ ,Mβ′). Il suffit de montrer quew satisfait
l’équation 5.

Comme en l’exemple 2.5, si on poseb0 = 0 et bi =
∑i

j=1 nj pour1 ≤ i ≤ r, alors,

∆ r Θβ = {ebi
− ebi+1 : 1 ≤ i < r},

où Θβ est l’ensemble de racines qui correspond au sous-groupe de Levi standardMβ. Commew ∈
W (Mβ,Mβ′) on awΘβ = Θβ′ ⊂ ∆. On voit aussi que pour tout1 ≤ i < r, l’action deẇ−1 sur
Mβ′ par conjugaison, donc l’action dew surΦ, correspond à la permutation

bi 7→ br−i+1

bi + 1 7→ br−i−1 + 1,

et en particulier, commebr−i+1 > br−i−1 + 1, on aw(∆ r Θβ) ⊂ Φ−. �

Troisième partie 3. Théorie de représentation deGLn(F )

Soit F un corps local non archimédien,O son anneau d’entiers,$ une uniformisante, etq le
nombre d’éléments de son corps résiduel. SoitG = Gn = GLn(F ). Soit β = (n1, . . . , nr) une
partition den etMβ le sous-groupe de Levi deGn correspondant.

Définition 4.33. Soientρi ∈ RepGni . On définit

ρ1 × · · · × ρr = iGMβ
(ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr) ∈ RepG.

Comme l’induction est transitive (par la proposition 4.20 c), cette “multiplication” est associative.

Des précisions.Comme toute représentation irréductible lisse deG est admissible par théorème 4.3,
par la proposition 4.19, le foncteur de produit tensoriel

⊗ :
∏

RepGni → RepMβ

(ρ1, . . . , ρr) 7→ ⊗ρi

induit une bijection

(6) ⊗ :
∏

IrrGni → IrrMβ .

On va utiliser cette “décomposition” en écrivant les foncteursiGMβ
etrG

Mβ
“en coordonnées”.

Proposition 4.34.Soitα ≤ β deux partitions. Siβ = (n1, . . . , nr), on décomposeα = (α1, . . . , αr),
où αi est une partition deni, en partitions induisent par les blocs deβ, i.e. Mα =

∏
Mαi . Soient

ρi ∈ RepMαi etπi ∈ RepGni pour1 ≤ i ≤ r. Alors,

iMβ

Mα
(⊗ρi) = ⊗i

Gni
Mα

ρi, rMβ

Mα
(⊗πi) = ⊗r

Gni
Mα

πi.

Démonstration.Voir [10] §1.5 et [2] §1.9. �
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Support cuspidal.Par proposition 4.34,ρ = ⊗ρi ∈ RepMβ est cuspidale si et seulement si tous les
ρi sont cuspidales, d’où, par proposition 4.19, on a une bijection

⊗ :
∏

C (Gni) → C (Mβ).

On poseC =
⋃

n C (Gn).

Définition 4.35. Soit π ∈ IrrG. Par le théorème 4.25, il existe une partitionβ = (n1, . . . , nr)
et uneρ = ⊗ρi ∈ C (Mβ) telle queπ est une sous-représentation deρ1 × · · · × ρr. Le multien-
semble{ρ1, . . . , ρr} deC est déterminé parπ ; c’est lesupport cuspidal de π et on écritsupp(π) =
{ρ1, . . . , ρr}, cf. [10] §1.10. Dans cette situation, on appelle souventMβ le sous-groupe de Levi“le
plus profond” qui correspond àπ.

5. LA CLASSIFICATION DE ZELEVINSKY

5.1. Segments.On définit le caractèreν : Gn → R×
+ par

ν(g) = |det(g)|F , g ∈ G.

Le théorème suivant due à Bernstein et Zelevinsky donne des situations où l’induite d’une représen-
tation cuspidale irréductible est encore irréductible.

Théorème 5.1.Soientρi ∈ C (Gni). Si ρi 6= νρj pour tous indicesi et j, alors ρ1 × · · · × ρr est
irréductible.

Démonstration.Voir [2] §4.2. �

Définition 5.2. On définit unsegment par un sous-ensemble∆ ⊂ C de la forme

∆ = {ρ, νρ, . . . , νkρ = ρ′} ⊂ C ,

oùk ∈ N, ρ ∈ C , et on écrit∆ = [ρ, ρ′]. On noteS l’ensemble des segments deC .

Si ∆ = [ρ, ρ′] ∈ S , alors par [10] §2.10,ρ × νρ × · · · × ρ′ a une unique sous-représentation
irréductible ; on la note〈∆〉. Si ρ ∈ C (Gm) et ρ′ = νk−1ρ, alors〈∆〉 ∈ IrrGn, où n = km. Si
β = (m,m, . . . , m) est une partition den, alors à l’aide de la réciprocité de Frobenius, on a

(7) rGn
Mβ

(〈∆〉) = ρ⊗ νρ⊗ . . .⊗ ρ′,

et en fait, cette propriété peut caractériser〈∆〉. Plus généralement on connaît tous les foncteurs de
Jacquet de〈∆〉.

Proposition 5.3. Soitρ ∈ C (Gm) etρ′ = νk−1ρ, donc〈∆〉 ∈ IrrGn, oùn = km. Alors,

rGn
M(l,n−l)

(〈∆〉) =
{

0 si m 6 | l
〈[ρ, νp−1ρ]〉 ⊗ 〈[νpρ, ρ′]〉 si l = mp

.

Démonstration.Voir [10] §3.4. �

Exemple 5.4.Soitρ ∈ IrrG1, i.e.ρ : G1 = F× → C× est un caractère deF×. Si ρ′ = νn−1ρ et on
poseπ = 〈[ρ, ρ′]〉 ∈ IrrGn, alorsπ est un caractère deGn et

π(g) = ν(n−1)/2(g)ρ(det g), g ∈ Gn,

en particulier, siν(n−1)/2ρ est unitaire alorsπ l’est aussi.

Proposition 5.5. Soit∆ ∈ S . Alors,〈∆〉 ∈ IrruGn si et seulement si∆ estcentré, i.e.

∆ = {ν−(k−1)/2ρ0, . . . , ν
(k−1)/2ρ0} ⊂ C ,

oùρ0 ∈ C (Gm) est unitaire etkm = n.
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Démonstration.C’est essentiellement à dire que les foncteurs d’induction et de Jacquet sont compa-
tibles avec le caractère central. On poseG = Gn, Z = Z(G), π = 〈∆〉 ∈ IrrG, et M = Mβ où
β = (m, . . . ,m) etkm = n.
⇐) On poseρ = ν−(k−1)/2ρ0 ⊗ · · · ⊗ ν(k−1)/2ρ0 ∈ C (M), oùρ0 ∈ C (Gm) est unitaire. On voit

facilement queωρ|Z est un caractère unitaire qui, par la proposition 4.20f, est égale àωiGMρ. Comme

π est une sous-représentation deiGMρ, son caractère central est également unitaire.
⇒) En utilisant le lemme 4.15, et la proposition 4.20f,

rG
M 〈∆〉 = ν−(k−1)/2+sρ0 ⊗ · · · ⊗ ν(k−1)/2+sρ0 ∈ C (M)

pour une certaineρ0 ∈ C (Gm) unitaire ets ∈ R. Alors, ωπ = ωrG
M 〈∆〉|Z est un caractère unitaire si

et seulement sis = 0. �

Multisegments.On définit unmultisegment deC par un multiensemble(∆1, . . . ,∆r) de segments,
et on noteO l’ensemble des multisegments deC .

Définition 5.6. Soient∆1 = [ρ1, ρ
′
1],∆2 = [ρ2, ρ

′
2] ∈ S . On dit que∆1 et∆2 sontliés si ∆1 6⊂ ∆2,

∆2 6⊂ ∆1, et∆1 ∪∆2 est aussi un segment. On dit que∆1 précède ∆2, et on écrit∆1 < ∆2, s’ils
sont liés etρ2 = νkρ1 pourk ∈ Z+.

Théorème 5.7.Soient∆1, . . . ,∆r ∈ S . Alors〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 est irréductible si et seulement si
∆i et∆j ne sont pas liés pour tousi et j.

Démonstration.Voir [10] §4.3. �

5.2. Classification des représentations irréductibles.À l’aide des représentations〈∆〉, on a la
classification suivante deIrr Gn.

Théorème 5.8(Classification de Bernstein et Zelevinsky). Soient∆1, . . . ,∆r ∈ S . On dit que le
multisegment(∆1, . . . ,∆r) satisfait la condition (?) si pour tousi < j on a∆i 6< ∆j

a) Si le multisegment(∆1, . . . ,∆r) satisfait la condition (?), alors〈∆1〉×· · ·×〈∆r〉 a une unique
sous-représentation irréductible ; on la note〈∆1, . . . ,∆r〉.

b) Les représentations〈∆1, . . . ,∆r〉 et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r〉 sont isomorphes si et seulement si les mul-

tisegments(∆1, . . . ,∆r) et (∆′
1, . . . ,∆

′
r) sont identiques (à une permutation près).

c) Tout représentation lisse irréductible deGn est isomorphe à une〈∆1, . . . ,∆r〉.

Démonstration.Voir [10] §6. �

Remarque5.9. Soit (∆1, . . . ,∆r) un multisegment qui vérifient la condition(?) avec∆i = [ρi, ρ
′
i].

Par la proposition 4.20 bc et la proposition 4.34, le facteur cuspidale irréductible “évident”

ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρ′1 ⊗ · · · ⊗ ρr ⊗ · · · ⊗ ρ′r ∈ C (M),

est un sous-quotient derG
M 〈∆1, . . . ,∆r〉, oùM est le sous-groupe de Levi “le plus profond” corres-

pondant.

On peut énoncer ce théorème sous une forme différente en utilisant les notations suivantes. Pour
touta ∈ O non-vide on peut choisir un ordre(∆1, . . . ,∆r) sura qui satisfait la condition(?). Par le
théorème 5.8 b, la représentation〈∆1, . . . ,∆r〉 ne dépend que de multisegmenta ; on la note〈a〉. Pour
le multiensemble vide∅ ∈ O on définit〈∅〉 comme la représentation triviale du groupeG0 = {1}.
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Théorème 5.10.Si on poseIrr =
⋃

n IrrGn, alors l’application

O → Irr
a 7→ 〈a〉

est une bijection.

5.3. Involution de Bernstein et Zelevinsky. Si∆ = [ρ, ρ′] ∈ S , alors par [10] §2.10,ρ×νρ×· · ·×
ρ′ a une unique quotient irréductible ; on l’appelleD〈∆〉. C’est aussi la unique sous-représentation
deρ′ × ν−1ρ × · · · × ρ. Soit ρ ∈ C (Gm) et ρ′ = νk−1ρ, donc comme avantD〈∆〉 ∈ IrrGn, où
n = km. Soitβ = (m,m, . . . , m) une partition den, alors on a

(8) rG
Mβ

(D〈∆〉) = ρ′ ⊗ ν−1ρ⊗ . . .⊗ ρ,

et cette propriété peut caractériserD〈∆〉.

Exemple 5.11.On prendν de dimension un et on pose∆ = [ν−(n−1)/2, ν(n−1)/2] et π = 〈∆〉. Par
exemple 5.4,π ∈ IrrGn est la représentation triviale. La représentationDπ est la représentation de
Steinberg pourGn.

Propriétés de l’involution et la dualité.Soit R(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des
représentations lisses de longueur finie d’un groupe réductifG ; c’est un groupe abélien libre de base
IrrG.

Si β = (n1, . . . , nr) est une partition den et M = Mβ est le sous-groupe de Levi deGn corres-
pondant, on identifie

R(M) ' R(Gn1)⊗ · · · ⊗R(Gnr).
à l’aide de l’équation 6. Par la proposition 4.20 d, les foncteurs d’induction et de Jacquet définissent
foncteurs

iGM : R(M) → R(G) et rG
M : R(G) → R(M).

De plus, si on pose

R =
⊕
n∈N

R(Gn),

la multiplication de la définition 4.33 induit une structure d’algèbre surR. Zelevinsky montre dans
[10] §7.5 qu’en fait :

Théorème 5.12.L’algèbreR est un groupe abélien libre de base les〈∆〉, où∆ ∈ S .

En conséquence, on peut étendre uniquementD en un endomorphisme

D : R → R.

Théorème 5.13.SoitM un sous-groupe de Levi standard deGn. On a les propriétés suivantes :

a) L’endomorphismeD : R → R induit pour toutn ∈ N les endormorphismes

DGn : R(Gn) → R(Gn),

et donc l’endomorphisme
DM : R(M) → R(M)

en commutant avec le produit tensoriel.

b) C’est une involution, i.e.D2 est l’application d’identité.

c) iGn
M ◦DM = DGn ◦ iGn

M .

d) rGn
M ◦DGn = wM− ◦DM− ◦ rGn

M− .



18

e) Siπ ∈ C , alorsDπ = π.

f) Siπ ∈ Irr (Gn), alorsDπ l’est aussi.

g) Si∆ est l’ensemble standard de racines positives simples deGn, alors, à une signe près, on a
la formule

DGn =
∑
Θ⊂∆

(−1)#Θ iGn
MΘ

◦ rGn
MΘ

,

et en particulier,DGn préserve les caractères centraux.

Démonstration.Voir [1] Thms. 1.7, 2.3 et Cor. 3.9 ; [8] III.3.1 et IV.5 ; et [10] §9.12. �

Ce qui est plus profond, c’est la “conjecture de dualité” de Bernstein et Zelevinsky ([10] §9.17),
i.e. queD préserve les représentations irréductibles. Une généralisation de cette dualité est démontré
dans [1] et [8] pour un groupe réductif quelconque.

6. THÉORÈME DEBERNSTEIN

Le théorème suivant est annoncé dans [10] §8.9.3 et attribué à Bernstein, mais la démonstration est
omise et ne fut jamais publiée. Ce texte a pour but de donner une démonstration du théorème dans
l’esprit de Bernstein et Zelevinsky.

Théorème 6.1(Théorème de Bernstein). Une représentation irréductible deGn est de quasi-carré-
intégrable si et seulement si elle est isomorphe àD〈∆〉 pour un certain segment∆ ∈ S .

On démontre le théorème en quelques étapes. D’abord, en utilisant le lemme 4.15, la proposition
5.5, et le théorème 5.13 on se ramène au cas des représentations de carré-intégrables et des segments
centré.

Premièrement: on introduit le critère de Casselman pour qu’une représentation soit de carré-
intégrable. Le fait que toute représentationD〈∆〉 avec∆ centré soit de carré-intégrable est
une conséquence simple du critère.

Deuxièmement: en utilisant la dualité, on montre un critère dual pour que l’involution d’une
représentation soit de carré-intégrable.

Troisièmement: à l’aide du critère dual et la classification de Bernstein et Zelevinsky, la réci-
proque du théorème se ramène à un problème purement combinatoire sur les multisegments.

6.1. Le critère de Casselman.

Exposants.En gros, la notion d’exposant d’une représentation(π, V ) ∈ RepG est la généralisation
de celle du caractère central deπ.

Définition 6.2. Soit Z = Z(G), (π, V ) ∈ RepG, etχ : G → C× un caractère deG. On définit le
espace propre à nilpotent près de χ

Vχ = {v ∈ V : ∃n ∈ Z+, (π(z)− χ(z))nv = 0, ∀ z ∈ Z}.

Proposition 6.3. Si (π, V ) ∈ RepG est admissible, alors

a) on a la décompositionV =
⊕

Vχ,

b) si V est de longueur finie alors il n’existe qu’un nombre fini deχ tel queVχ 6= 0.

Démonstration.Voir [6] 2.1.9. �

Définition 6.4. Si (π, V ) ∈ RepG est de longueur fini, on appelle tout caractèreχ|Z de Z un
exposant de π si Vχ 6= 0.
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Remarque6.5. Si π est de longueur finie, alors ses exposants sont les caractères centraux de tous ses
sous-quotients irréductibles. Normalement, on parle de l’exposantχ d’un foncteurs de Jacquet deπ,
i.e. siM est un sous-groupe de Levi, c’est un caractèreχ : Z(M) → C× de la forme

χ = ωσ = σ|Z(M),

pour un certain sous-quotient irréductibleσ de rG
Mπ. Comme les foncteurs de Jacquet préserve les

représentations de longueur finie, il n’y a qu’un nombre fini de tels exposants.

Critère de Casselman et la première utilisation.

Définition 6.6. Soit∆ l’ensemble de racines simples du groupe réductifG relatives au tore maximale
T . Si M = MΘ est un sous-groupe de Levi standard deG pourΘ ⊂ ∆, on pose

T−
M = {t ∈ TM : |α(t)|F ≤ 1, ∀ α ∈ ∆ r Θ}.

On dispose aussi de

T= = {t ∈ T : |α(t)|F = 1, ∀ α ∈ ∆} = T (O)Z(G).

Exemple 6.7. Pour le groupeG = Gn on a une description explicite pour les ensemblesT−
M . Soit

M = MΘ = Mβ pourΘ ⊂ ∆ etβ = (n1, . . . , nr) une partition den (voir exemple 2.5). D’abord,

TM = {(t1; . . . ; tr) ∈ Gn : t1, . . . , tr ∈ F},
où

(t1; . . . ; tr) = diag(t1, . . . , t1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , tr, . . . , tr︸ ︷︷ ︸
nr

) ∈ TM ,

et comme touteα ∈ ∆ r I agit “entre les blocs”,

T−
M = {(t1; . . . ; tr) ∈ TM : vF (t1) ≥ · · · ≥ vF (tr)}.

De même,T= est l’ensemble des éléments ayant tous la même valuation.

Théorème 6.8(Critère de Casselman). Siπ ∈ IrruG, alorsπ est de carré-intégrable si et seulement
si pour tout sous-groupe de Levi standard standardM deG et pour tout exposantχ derG

Mπ, on a

(9) |χ(t)| < 1, ∀ t ∈ T−
M r T=.

Démonstration.Voir [6] Thm. 6.5.1. �

Remarque6.9. Par le théorème 4.25, soitM ′ un sous-groupe de Levi standard tel queπ est une sous-
représentation irréductible deiGM ′ρ où ρ ∈ C (M ′). Si un sous-groupe de LeviL de G ne contient
aucune associé àM ′, alorsrG

Lπ = 0 par le théorème 4.28. SoitM ⊂ L un sous-groupe de Levi
standard associé àM ′. Comme le foncteur de Jacquet est transitive (la proposition 4.20 c), siχ est un
exposant derG

Mπ, alorsχ|Z(L) est un exposant derG
Lπ. Donc, il suffit de vérifier le critère pour les

sous-groupes de LeviM associés àM ′.
N.B. Désormais, on considère touteπ ∈ IrrG comme sous-représentation deiGM ′ρ où M ′ est un

sous-groupe de Levi standard deG etρ ∈ C (M ′).

Le critère ci-dessus est valide pour un groupe réductif quelconque défini surF . Pour le groupeGn

on peut l’énoncer en termes combinatoires. D’abord, on donne plus de notations.

Lemme 6.10.Soitπ ∈ IrrGn. Alors, il existe uns ∈ R tel que

π = νsπu,

oùπu ∈ IrruGn.
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Démonstration.C’est une réformulation simple du lemme 4.15. �

Définition 6.11. Soitπ ∈ IrrG etχ = ωσ un exposant derG
Mπ. SoitM = Mβ oùβ = (n1, . . . , nr)

et
σ ' σ1 ⊗ · · · ⊗ σr ∈ C (M), avec σi = νsiσu

i ∈ C (Gni).

Pour1 ≤ i ≤ r on posepi = nisi et on appelle le vecteurp = (pi) le vecteur de χ. On pose
|p| =

∑r
i=1 pi.

On remarque que pour toutt ∈ TM , on a

− logq |χ(t)| = − logq |(νs1σu
1 ⊗ · · · ⊗ νsrσu

r )(t1; . . . ; tr)|

= − logq

r∏
i=1

|νsiσu
i (ti)| =

r∑
i=1

nisi vF (ti) =
r∑

i=1

pi vF (ti),(10)

et en particulier, que siπ ∈ IrrG, alors

(11) π ∈ IrruG ⇔ |p| = 0,

pour tout exposant derG
Mπ pour tout sous-groupe de LeviM deG. On a immédiatement :

Théorème 6.12(Critère combinatoire de Casselman pourGn). Siπ ∈ IrruGn, alorsπ est de carré-
intégrable si et seulement si pour tout sous-groupe de LeviM ∼ M ′ le vecteursp de tout exposant
derG

Mπ vérifient
r∑

i=1

piai > 0,

pour toute suite décroissante non constanteai ∈ Z.

Démonstration.Il y a une bijection entre les suites(vF (ti)) pourt ∈ T−
M r T+ et les suites décrois-

sante non constante. �

Exemple 6.13.Soit π = D〈∆〉 ∈ IrrGn où ∆ ∈ S est centré. CommeM ′ = Mβ , avecβ =
(m, . . . ,m), le seul sous-groupe de LeviM ∼ M ′, c’est lui-même, et de plus, son foncteur de
Jacquet est irréductible par l’équation 8. Donc le seul exposant a vecteur

p = ((k − 1)/2, . . . ,−(k − 1)/2),

qui vérifie manifestement le critère combinatoire. On en a déduit que toute représentation de la forme
D〈∆〉 est de quasi-carré-intégrable.

6.2. Le critère de Casselman dual.On pourrait démontrer le critère dual suivant pour un groupe
réductif quelconque, mais pour l’instant, on est content de le donner pour le groupGn.

Théorème 6.14(Critère de Casselman dual). Si π ∈ IrruG, alorsDGπ est de carré-intégrable si et
seulement si pour tout sous-groupe de Levi standardM ∼ M ′, tout exposantχ derG

Mπ vérifie

|χ(t)| > 1, ∀ t ∈ T−
M r T=,

i.e. sip est le vecteur deχ,
r∑

i=1

piai < 0,

pour toute suite décroissante non constanteai ∈ Z.
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Démonstration.Pourt ∈ TM , on a

(rG
MDπ)(t) = wM−(DM−rG

M−π)(t)

= (DM−rG
M−π)(w−1

M− t wM−)

= (rG
M−π)(t−),

où t− = w−1
M− t wM− . Les égalités ci-dessus sont justifiées par le théorème 5.13 d, a, et e, respective-

ment, et commerG
M−π est cuspidale. Sit− = (t−1 ; . . . ; t−r ), alors par la proposition 4.32 et l’équation

10, la suite(vF (t−i )) est croissante non constante. Finalement, il suffit de remarquer que

a) π ∈ IrruG si et seulement siDGπ ∈ IrruG ; c’est le théorème 5.13 fg,

b) (ai) 7→ (−ai) est une bijection entre suites décroissantes non constantes et suites croissantes
non constantes. �

6.3. Traduction en termes combinatoires.Pour démontrer la réciproque du théorème de Bernstein,
i.e. que toute représentation de carré-intégrable est isomorphe à uneD〈∆〉 pour un∆ ∈ S centré,
on suit la suite suivante d’équivalences : on suppose queπ ∈ IrruG,

π est de carré-intégrable ⇒ π ' DG〈∆〉
DGπ est de carré-intégrable⇒ DGπ ' DG〈∆〉 ⇒ π ' 〈∆〉
π 6' 〈∆〉 ⇒ DGπ n’est pas de carré-intégrable
π ' 〈∆1, . . . ,∆r〉 où r ≥ 2 ⇒ π ne satisfait pas le critère dual.

La première équivalence est une conséquence du théorème 5.13 bfg, i.e. il y a une bijection entre les
π ∈ IrruG et lesDGπ ∈ IrruG. La troisième équivalence est une conséquence de la classification
de Bernstein et Zelevinsky et le critère de Casselman dual, i.e. les théorèmes 5.8 et 6.14. Alors, la
réciproque du théorème de Bernstein est équivalente au suivant :

Théorème 6.15.Soitπ ∈ IrruG. Siπ ' 〈∆1, . . . ,∆r〉 où r ≥ 2, alors il existe un sous-groupe de
LeviM ∼ M ′, un exposantχ derG

Mπ, et unt ∈ T−
M r T= tel que|χ(t)| ≤ 1.

On le démontre á l’aide du lemme évident suivant :

Lemme 6.16. Soitπ ∈ IrrG, M un sous-groupe de Levi standard deG, χ un exposant derG
Mπ, et

p = (p1, . . . , pr) son vecteur. Alors, s’il existe un1 ≤ j < r tel que

j∑
i=1

pi ≥ 0,

alors, il existe unt ∈ T−
M r T= tel que|χ(t)|F ≤ 1.

Démonstration.L’élémentt = (t1; . . . ; tr) ∈ TM donné par

ti =
{

$ pour1 ≤ i ≤ j
1 sinon

,

satisfaitt ∈ T−
M r T= et marche pour le lemme. �

L’approche naturelle est de essayer l’exposant “évident” de la remarque 5.9, dont l’existence est
garantie. En fait, ça marche.

Définition 6.17. Soit ∆ = {ρ, . . . , νk−1ρ} ∈ S et p le vecteur de l’unique exposant “le plus
profond” de〈∆〉 ∈ IrrG ; on l’appelle levecteur de ∆. On pose

`(p) = k, m(p) = |p|/`(p).
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Proposition 6.18. Soient∆i ∈ S avecpi pour 1 ≤ i ≤ r leurs vecteurs. Il existe un ordre
(∆1, . . . ,∆r) tel quem(p1) ≥ · · · ≥ m(pr) et qui satisfait la condition(?).

Démonstration.Soit (∆1, . . . ,∆r) un ordre qui satisfait la condition(?). On suppose que pour un
certain1 ≤ i ≤ r, on a

m(pi) < m(pi+1),
mais comme∆i 6< ∆i+1,

soit: ∆i et∆i+1 ne sont pas liés et donc on peut échanger∆i et∆i+1 en préservant la condition
(?) ; ou

soit: ∆i+1 < ∆i, qui est impossible. �

Démonstration du théorème 6.15.Soient∆i ∈ S avecpi pour 1 ≤ i ≤ r leurs vecteurs. Soit
(∆1, . . . ,∆r) un multisegment qui vérifie la condition de la proposition 6.18 etM le sous-groupe de
Levi “le plus profond” correspondant. On suppose quer ≥ 2 et queπ = 〈∆1, . . . ,∆r〉 ∈ IrruG. On
remarque que par l’exemple 5.9,p = (p1, . . . ,pr) est le vecteur d’un exposant derG

Mπ et donc, par
l’équation 11, on a

|p| =
r∑

i=1

|pi| =
r∑

i=1

m(pi)`(pi) = 0.

Mais comme,
m(p1) ≥ · · · ≥ m(pr),

on a forcementm(p1) ≥ 0. Donc le choix dej = `(p1) marche pour le lemme 6.16. Finalementπ
n’est pas de carré-intégrable. �
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7. NOTATIONS

k Un corps algébriquement clos. (1)

F ,O, $, q, | · |F Un sous-corps dek, normalement local non archimédien, son an-
neau d’entiers, une uniformisante, le nombre d’élément de son
corps résiduel. (1) , (14)

R(G), Ru(G) Le radical, radical unipotent d’un groupeG. (1)

G, G Un F -groupe algébrique réductif, son groupe deF -points. (1)

Z(G) Le centre d’un groupeG. (1)

X(G), X(G)F Le groupe de caractères (F -)rationaux deG (2)

B, T Sous-groupe de Borel standard deG, un tore maximal dansB.
(2)

P, M, N Un sous-groupe parabolique contenantB, son sous-groupe de
Levi, son radical unipotent. (2)

β Une partition den, β = (n1, . . . , nr). (3)

W (G,T), WM Le groupe de Weyl du groupeG relative au toreT, d’un sous-
groupe de Levi. (4) , (12)

Φ(G,T), Φ+, Φ−, ∆ L’ensemble des racines deG relatives àT, ou bien, un système
abstrait de racines, les racines positives, négatives, et une base de
racines simples. (5)

δP Le caractère module d’un sous-groupe paraboliqueP (6)

µG Une mesure de Haar deG. (7)

modN Le module topologique d’un sous-groupe ferméN . (7)

S(G, V ), S(G) L’espace de Schwartz-Bruhat deG. (7)

(π, V ), (π∨, V ∨) Une représentation complexe d’un groupe, son contragrédiente.
(8) , (9)

HomG(π, π′) L’espace des opérateurs d’entrelacement deπ dansπ′. (8)

RepG La catégorie de représentations lisses deG. (8)

IrrG, IrruG L’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations irré-
ductible deG, ceux à caractère central unitaire. (8) , (9)

ωπ Le caractère central d’une représentationπ ∈ Irr (G). (9)

cv,v∨ Un élément de matrice d’une(π, V ) ∈ RepG (10)

iGM , rG
M Le foncteurs d’induction parabolique et de Jacquet normalisés.

(11)
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C (G), C L’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations cus-
pidales irréductibles,C = ∪nC (Gn). (12) , (15)

M−, wM− Le sous-groupe de Levi “renversé” et l’élément du groupe de
Weyl correspondant. (13)

ρ× ρ′ La représentationiGM (ρ⊗ ρ′). (14)

ν Le caractère|det |F deGn. (15)

∆, 〈∆〉 Un segment deC , la unique sous-représentation irréductible de
ρ× νρ× . . .× ρ′ si ∆ = [ρ, ρ′]. (15)

S , O L’ensemble de segments et multisegments deC . (15)

D〈∆〉, D, DG L’involution de Bernstein et Zelevinsky. (17)

R(G), R Le groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations
lisses de longueur finie d’un groupe réductifG, R = ⊕nR(Gn).
(17)

Vχ L’espace propre à nilpotent près d’un caractèreχ. (18)

T−
M , T= Sous-ensembles deTM . (19)

p Le vecteur d’un exposant. (20)


