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Vorrede.

Die'I'heorie des Hkosaeders hat in den letzten Jahren fiir fast
alle Gebiete der modernen Analysis eine solche Bedeutuug gewonuen,
dass es niitzlich schien, eine zusammenhingende Darstellung derselben
u verdffentlichen. Erweist sich dieselbe als brauchbar, so denke ich
in gleicher Richtung weiter zu gehen und die Lehre von den ellipti-
schen Modulfunctionen sowie die aligemeinen Untersuchungen iiber
eindeutige Functionen mib linearen Transformationen in sich, wie sie
in neuester Zeit entstanden sind, in shnlichem Sinne_zu bearbeiten.
Es wiirde auf solche Art ein mehrbindiges Werk entstehen, von
welchem ich eine Forderung der Wissenschaft jedenfalls insofern er-
warte, als es Vielen den Zugang zu aussichtsreichen Gebieten der
peueren Mathematik erdffnen kann.

Indem ich dvegen der Begrenzung des Stoffes, welche ich dieses
Mal eingehalten habe, im Allgemeinen auf die folgende Darstellung
gelbst verweise, mochte ich hier nur besonders auf den zwciten Ab-
schnitt, der die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades behandelt,
aufmerksam machen. Es sind jetzt volle 25 Jahre her, dass die
Herren DBrioschi, Hermite und Kronecker in vereinten Arbeiten die
moderne Theorie der Gleichungen fiinften Grades geschaffen haben.
Aber so oft auch ihre Untersuchungen genannt werden, ein eigent-
liches Verstindniss in weiteren Kreisen des mathematischen Publikums
haben dieselben bis jetzt nicht gefunden. Indem ich im Folgenden
die Lehre vom Ikosaeder voranstelle und als die eigentliche Grund-
lage des Aufldsungsprocesses betrachte, entsteht eme Ansicht der
Theorie, wie sie einfacher und durchsichtiger wohl micht mehr ge-
wiinscht werden kann.

Eine besondere Schwierigkeit, die sich bei der Durchfithrung
meiner Absicht darbot, lag in der Verschiedenartigkeit der in die ITko-
saedertheorie eingreifenden mathematischen Disciplinen. Es schien mir
diesbeziiglich am Zweckmissigsten, nach keiner Seite specifische Vor-
kenntnisse vorauszusetzen, sondern {iberall solche Erliuterungen und
Literatu1angaben einzuschalten, welche zu einer ersten Orientirung auf
dem gerade in Betracht kommenden Gebiete ausreichen diirften. Was
ich dagegen vom Leser verlange, ist eine gewisse Reife des mathe-
matischen Urtheils, vermoge deren kurzgefasste Schliisse gentigen, um
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E jedesmal vom Einzelnen zum Allgemeinen aufzusteigen. Es sind dies

dieselben Grundsitze, welche ich von jeher in meinen hiheren Vorlesungen
befolgte (wie ich denn auch in den Einzelheiten der Darstellung meiner
Vorlesungspraxis gefolgt bin); in diesem Sinne wolle man den Titel
verstehen, den ich wmeinen Dar]egungQ gegeben habe,

Ich kann diese kurzen Vorbemerkungen nicht schliessen, ohne
meinen verehrten Freunden, den Herren Prof Lie in Christiana und
Prof. Gordan in Erlangen, fiir vielfache Anregung und Unterstiitzung
meinen besonderen Dank auszusprechen. Meine Verpflichtungen gegen
Hrn. Lie gehen in die Jahre 1869—70 zuriick, wo wir in engem
Verkehre mit einander unsere Studienzeit in Berlin und Paris ab-
schlossen. Wir fassten damals gemeinsam den Gedanken , liberhaupt
solche geometrische oder analytische Gebilde in Betracht za ziehen,
welche durch Gruppen wvon Aenderungen in sich selbst transformirt
werden. Dieser Gedanke ist fir unsere beiderseitigen spiteren
Arbeiten, soweit dieselben auch auseinander zu liegen scheinen, be-
stimmend geblieben. Wihrend ich selbst in erster Linie Gruppen
discreter Operationen ins Auge fasste und also insbesondere zur Unter-
suchung der reguliren Korper und ihrer Beziehung zur Gleichungs-
theorie gefihrt wurde, hat Hr. Lie von vorneherein die schwierigere
Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen und somit der
Dfferentialgleichungen in Angriff genommen. — Ks war im Herbst 1874,
dass ich mit Hrn. Gordan nihere Beziehung gewann. Ich hatte da-
mals bereits fir mich die Theorie des Ikosaeders begonnen (ohne
noch die fritheren Arbeiten vou Hrn. Schwar: zu kennen , auf die in
der Folge wiederholt Bezug zu nehmen sein wird), aber ich betrachtete
meine ganze Art der Fragestellung nur erst als eine Uebungsaufgabe.
Wenn jetzt aus den damaligen Anfingen eine weitreichende Theorie
entstanden ist, so verdanke ich dies in erster Linie Hrn. Gordan. Ich
gedenke hier nicht besonders seiner eigenen einschliigigen Arbeiten,
tiber welche noch fernerhin ausfiihrlich Bericht erstattet werden soll.
Wohl aber muss ich an dieser Stelle anfihren, was durch blosse
Citate nicht ausgedriickt werden kann: dass Hr. Gordan mich bei
meinen Arbeiten immer wieder anspornte, wenn ich ermiidete, und
dass er it der griossten Uneigenniitzigkeit mir iiber viele Schwierig-
keiten hinweghalf, die ich allein nie iiberwunden hitte,

Leipzig, den 24. Mai 1884.

F. Klein.
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Theorie des Ikosaeders in engerem Sinne.
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Kapitel L
Die reguliren Kirper und die Gruppentheorie.

§ 1. Die Fragestellung.

Wenn wir im Folgenden von dem Tkosaeder, oder iiberhaupt einem
reguligen Korper sprechen, so ist dieser Ausdruck in #ibertragenem
Sinne zu verstehen. Wir operiren nimlich picht eigentlich mit allge-
meinen Raumconstructionen, sondern beschriinken uns im Wesentlichen
auf die Kugeloberfliche, welche durch die Ecken des reguliren Korpers
hindurchgelegt ist, und auf die wir die Kanten und Seitenflichen des
reguliren Korpers durch geradlinige Projection vom Mittelpunkte der
Kugel aus tibertragen denken. Das niihere Object unserer Betrachtung
ist also eine bestimmte Kugeltheilung, und nur der bequemeren Aus-
drucksweise wegen greifen wir auf die Benennungen und zum Theil
auch die Constructionen der Raumgeometrie zurtick.

Den reguliren Kbrpern, wie sie die Alten kannten, rechnet man
in neuerer Zeit gewohnlich noch die Kepler'schen Korper (deren Seiten-
fiachen sich wechselseitig durchdringen) hinzu. Wollte man sie in der
erwihnten Weise durch Centralprojection auf die Oberfliche der Kugel
iibertragen, so wiirde eine mehrfache Ueberdeckung der Kugel ent-
stehen. Es ist sogar nicht schwer zu sehen, dass es ahnlicher Ueber-
deckungen von regulirem Charakter anendlich viele giebt*). Aber
derartige relativ complicirte Verhiltnisse sollen in ‘der Folge bei Seite
gelassen werden. Wir untersuchen allein jene einfachen Figuren, welche
in dem genannten Sinne dem reguldren Tetraeder,dem Oktaeder, dem Wiirfel,
dem Tkosaeder und dem Pentagondodekaeder entsprechen. Thnen werden
wir dann noch eine sechste Configuration hinzurechnen, welche dem
ebenen requliren n Eck correspondirt. In der That kinnen wir letzteres,
indem’ wir uns den von den Seiten des reguliren = Ecks begrenzten
Ebenentheil als doppelt denken, als einen reguliren Korper, als Dieder,
wie wir sagen wollen, bezeichnen: nur dass dieser Korper, der elemen-

o

*) Vgl. hierzno das neue Werk von Hess: Binleitung in die Lehre von der
Kugeltheilung mit besonderer Berticksichtigung ihrer Anwendung auf die Theorie
der gleicbfiichigen und der gleicheckigen Polyeder. Leipzig 1883.

1*
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taren Vorstellung eines solchen zuwider, keinen Raum einschliesst. Ueber-
tragen wir das Dieder durch Centralprojection auf die Oberfliche der
umgeschriebenen Kugel, so haben wir zunichst, den n Ecken desselben
entsprechend, auf einem grossten Kreise (der fortan als Aequator be-
pannt werden soll) # dquidistante Punkte, zwischen ibnen, als Gegen-
bild der Kanten des Dieders, die n Stiicke, in welche dieser Kreis durch
die n Punkte zerlegt wird. Wir setzen dapn, wie es naturgemiss ist,
den beiden soeben unterschiedenen Begrenzungsebenen des Dieders die
beiden vom Aequator umgrenzten Halbkugeln entsprechend.

Es sind nun aber, und dies muss von vornherein hervorgehoben
werden, im Folgenden nicht eigentlich die hiermit aufgezihlten Figuren
selbst, die den Gegenstand unserer Betrachtung ausmachen, vielmehr
sind es jene Drehungen, oder auch Spiegelungen, oder kurz %esagt:
dicjenigen elementargeometrischen Operationen, durch welche die genannten
Figuren mit sich selbst zur Deckung kommen. Die Figuren sind fiir
uns nur das Orientirungsmittel, vermige dessen wir die Gesammtheit ge-
wisser Drehungen oder sonstiger Umdinderungen itbersehen. Daher wird
fir uns der einzelne regulire Korper mit seiner Polarfigur, die bei
denselben Operationen ungeindert bleibt, wie er selbst, untrennbar ver-
bunden sein. In diesem Sinne gehort das Oktaeder mit dem Wiirfel
zusammen, dessen Ecken den Mittelpunkten der Seitenflichen des
Oktaeders entsprechen, das Ikosaeder mit dem Pentagondodekaeder, das
analoge Lage hat. Von demselben Princip ausgehend werden wir mit
dem Tetraeder zusammen immer das zugehorige Gegentetraeder in Be-
tracht ziehen (dessen Ecken den Ecken des urspriinglichen Tetraeders
diametral gegeniiber stehen), wir werden endlich beim Dieder, den bei-
den Seitenfiichen desselben entsprechend, die beiden Pole der Kugel
markiren*). So sind es also im Grunde viererlei Gestaltungen, die unserer
Betrachtung unterkiegen. Wir werden dieselben im Folgenden kurz
durch die Benennungen Dieder, Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder
charakterisiren. Wenn wir den Fall des Ikosaeders in den spiteren
Entwickelungen vielfach ganz besonders hervorheben, wenn wir, dem-
entsprechend, das Ikosaeder allein in der Ueberschrift dieses Ab-
schnittes genannt haben, so geschieht es, weil der Fall der lkosaeder-
configuration unter den iibrigen Fillen in jeder Beziehung der inter-
essanteste ist.

Indem wir uns jetzt die Aufgabe stellen, die in Rede stehenden
Drehungen ete. zu studiren, durch welche die genannten Configurationen

*) Die Configuration des Dieders ist slso dieselbe, welche somst wohl als
Doppelpyramide bezeichnet wurde.
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in sich iibergehen, gebietet sich von vornherein der Anschluss an jene wich-
tige und umfassende Theorie, welche zumal durch Galois’ bahnbrechende
Arbeiten geschaffen worden ist*) und die man als Gruppentheoric be-
zeichnet#¥). Urspriinglich aus der Gleichungstheorie erwachsen und
dementsprechend auf die Vertauschungen irgend welcher Elemente be-
ziiglich, umfasst diese Theorie, wie man seit lange erkannt hat, tiber-
haupt jede Frage, bei der es sich um eine geschlossene Mannigfaltig-
keit irgend welcher Operationen handelt. Man sagt von beliebigen
Operationen, dass sie eine Gruppe bilden, wenn je zwei der Operationen
susammengesetzt immer wieder eine Operation unter der bereits ge-
gebenen erzeugen. In diesem Sinne haben wir sofort den Satz:

Dic Drehungen, welche eimen reguldren Korper mat sich selbst zur
Declung bringen, bilden n threr Gesammtheit eine Gruppe.

Denn es ist klar, dass irgend zwei Drehungen dieser Art, hinter
einander angewandt, immer wieder eine Drehung derselben Beschaffen-
heit erzeugen. — Anders ist es mit den Spiegelungen, vermoge deren
ein regulirer Korper in sich verwandelt wird. Diese bilden fiir sich
genommen keine Gruppe. Denn zwel Spiegelungen ergeben, hinter ein-
ander angewandt, keine Spiegelung, sondern eine Drehung. Wohl aber
wird wieder eine Gruppe gebildet, wenn wir diese Spiegelungen mit
den eben genannten Drehungen und gewissen anderen, aus ihnen durch
| Zusammensetzung entstehenden Operationen zusammen nehmen. Wir
b werden {ibrigens diese Gruppen in der Folge nur beildufig betrachten
" und sie dann als erweiterte Gruppen bezeichnen.

§ 2. Gruppentheoretische Vorbegriffe.

Ehe wir uns den speciellen Gruppen zuwenden, die bei den regu-
liren Korpern auftreten, wird es pfitzlich sein, gewisse allgemeine
Begriffe zur Sprache zu bringen, die in der Gruppentheorie anderwirts
ihre Ausbildung gefunden haben. lch bitte den Leser, welcher mit
| diesen Theorien noch nicht vertraut ist, sich in Verbindung mit der
kurzen Darlegung, die hier gegeben werden soll, (und die bei spiiteren
Gelegenheiten noch nach verschiedenen Richtungen vervollstindigt wer-

*) 1829; man vgl. Oeurres de Galois in Liouville’s Journal, sér. 1, t. 11 (1846).
! *¥) Wenn sich die Erlduterungen des Textes fast ganz auf gruppentheoretische
; Betrachtungen beschrinken, so werden den Geometer iiber diese hinaus die merk-
{ wiirdigen Lagenverhilltnisse interessiren, welche im einzelpen Falle auf Grund der
gruppentheoretischen Beziehungen, und von ihmen beberrscht, erwachsen. lch
mochte hier auf die Untersuchungen aufmerksam machen, welche die Herren Reye
und Stephanos in diesem Sinne der Theoric des Wiirfels haben zu Theil werden
lassen (Acte Mathematica, t. 1 (p. 93, 97), Mathem. Annalen XXII (p. 348), 1883).
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den wird) mit einer der ausfiihrlicheren Darstellungen bekannt zu
machen, welche die Gruppentheorie neuerdings gefunden hat*).

Wir betrachten im Folgenden, von einzelnen Ausnahmen abgesehen,
nur endliche Gruppen. Eine solche Gruppe ist zunichst charakterisirt
durch die Anzahl, N, der Operationen, welche sie umfasst, wobei man
die sogenannte ,identische Operation immer als eine mitzéhlt; wir
bezeichnen diese Zahl als Grad der Gruppe. Des Weiteren werden
wir die Periodicitit der einzelnen Operationen angeben, d. h. die
Anzahl der Wiederholungen, deren die einzelne Operation bedarf, um
zur Identitdt zuriickzufithren, hieriiber hinaus aber die Gesammtheit
der Untergruppen unserer Gruppe, d. h. alle solche Zusammenstellungen
eines Theiles unserer Operationen, welche fiir sich genommen Gruppen-
charakter besitzen. Der Grad einer Untergruppe ist immer ein Theiler
des Grades N der Hauptgruppe. Die einfachsten Untergruppen (und
iberhaupt Gruppen) sind allemal jene, welche aus den Wiederholungen
einer einzelnen Operation entstehen, deren Grad also gleich der Periode
der betreffenden Operation ist; sie mogen cyclische Untergruppen, bez.
Gruppen, genannt werden.

Aber cine blosse Aufzihlung der hiermit geforderten Dinge geniigt

picht; wir wiinschen vielmehr auch iiber die Stellung der einzelnen
Operationen, Untergruppen u. s. w. innerhalb der Gesammtgruppe
orientirt zu werden. In dieser Beziehung beachte man die folgenden
Definitionen.

Verabreden wir zuniichst, dass wir unter dem Producte zweier
Operationen S und T

ST

diejenige Operation verstehen wollen, welche entsteht, wenn wir zuerst
S und dann T eintreten lassen. Im Allgemeinen ist keineswegs:

ST = T8,

tritt dies im besonderen Falle ein, so nennt man die beiden Operationen
S und T vertauschbar. Man bilde sich nun allgemein:

STS—1=1
(wo S—1 diejenige Operation bezeichnet, welche mit S verbunden, die 1,
d. h. die ldentitiit, erzeugt). Sind S und 7' nicht vertauschbar, so ist

*) Cf. J. A. Serret, Traité d’algebre supérieure (Paris, 4. éd. 1879), deutsch
von Wertheim (Leipzig, 2. Aufl., 1878—179); C. Jordan, Traité des substitutions et
des équations algébriques (Paris 1870); E. Neito, Substitutionentheorie und ihre An-
wendung auf die Algebra (Leipzig 1882). Insbesondere sei noch auf die Aufsitze
verwiesen, welche Hr. Dyck in den Binden 20 und 22 der Mathematischen Annalen
(1882, 83) als ,,Gruppentheoretische Studien* hat erscheinen lassen.

|
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T’ von T verschieden; wir sagen dann, dass T” aus T durch Trams-
formation hervorgehe, und nennen I' und 7" innerhalb der Gesammt-
gruppe gleickberechtigt. Tn der That wird 7" mit 7' in allen wesentlichen
Eingenschaften iibereinstimmen, z. B. (wie man sofort sieht¥)) dieselbe
Periodicitit besitzen.

Es durchlaufe jetzt 7' die Operationen T, Ty, - T}, -+ irgend einer
Untergruppe. Dann geschieht (indem wir bei allen 7' jedesmal das
nimliche S verwenden) dasselbe mit dem zugehorigen I", so zwar, dass
T:Ti= T, ist, sobald T;T; mit T, zusammenfillt**). Die Gruppen der
T und der T” nennen wir dann ihrerseits innerhalb der Gesammtgruppe
gleichberechtigt.

Wir miissen nun insbesondere den Fall betrachten, dass beiderlei
Untergruppen (die urspriingliche und die transformirte) zusammentallen.
Geschieht dies bei simmtlichen Operationen S, die wir aus der Ge-
sammtgruppe zur Transformation unserer Untergruppe auswiihlen mogen,
erweist sich unsere Untergruppe somit als nur mit sich selbst gleich-
berechtigt, so n®nnen wir sie eine ausgeseichnete Untergruppe. Jede
Gruppe enthilt, sofern wir diese Definition urgiren wollen, zwei aus-
gezeichnete Untergruppen: das ist einmal die Gesammtheit aller ihrer
Operationen, d. h. die Gruppe selbst, und andererseits jene einfachste
Gruppe, die allein aus der identischen Operation besteht. Umfasst eine
Gruppe von diesen beiden, uneigentlichen Fillen abgesehen, keinerlei
ausgezeichnete Untergruppe, so heisst sie einfach, andernfalls eu-
sammengesetzt.

Bei den zusammengesetzten Gruppen erforschen wir insbesondere
deren Zerleguny. Man zerlegt eine Gruppe, indem man eine mdglichst
auagedehnte***) in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe angiebt,
dann weiter eine neue, in der so gewonnenen Untergruppe ausgezeichnet
enthaltene und dabei mdglichst ausgedehnte Untergruppe, etc. und so
fortfihrt, bis man zur Identitit gekommen ist. Es braucht kaum ge-
sagt zu werden dass sich unter Umsténden dieser Zerlegungsprocess
auf manmgfache Weise abindern lasst.

Ueber diese einfachsten, bei der einzelnen Gruppe in Betracht
kommenden Definitionen hinaus muss ich noch derjenigen Beziehung
zwischen zwei Gruppen gedenken, die man als Isomorphisnus bezeichnet.

NIt T’ =STS 1, 60 ist (I')=STS™L STS™!'=8TI*S™", iber
haupt (T7) = ST"S—! Wird also T" = 1, 8o ist auch (7")" = 1, und umge-

kehrt, w. z. b. w.
**)DennesthlederTT'—-STS—I STS™'=8ST,T,S™'=8T,5 .

=) D h, eine solche, welche nicht noch in einer umfassenderen und eben-
falls ausgezeichneten Untergruppe enthalten ist.

’
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Zwei Gruppen heissen isomorph, wenn man ihre Operationen S, S8’
derart einander zuweisen kann, dass immer S;S; dem SiS; entspricht,
gsofern S; dem S/, S; dem S; entsprechend gesetzt ist.

Die isomorphe Beziehung kann eine wechselseitig eindeutige sein;
man spricht dann von holoedrischem Isomorphismus. Es sind in diesem
Falle die beiden Gruppen abstract genommen {iberhaupt identisch, und es
ist nur die Bedeutung der beiderseitigen Operationen, in denen eine Ver-
schiedenheit liegen kann. Die Untergruppen der einen Gruppe liefern
also ohne Weiteres die Untergruppen der anderen Gruppe, etc. etc.

Aber die Zuordnung kann auch eine mehrdeutige sein, worauf man
den Isomorphismus als meriedrisch bezeichnet. Auch dann noch ent-
spricht jeder Untergruppe der S eine solche der S’, und umgekehrt,
nur dass die beiderlei Untergruppen nicht denselben Grad zu besitzen
brauchen. Zugleich liefern gleichberechtigte Untergruppen solche der
anderen. Es werden sich also auch ausgezeichnete Untergruppen der
einen Gruppe in solche der anderen verwandeln. Insbesondere ent-
spricht der Identitit, wenn wir sie den S zurechnen, innerhalb der S’
eine ausgezeichnete Untergruppe, und umgekehrt™).

In der Folge werden wir hauptsichlich mit solchen Beispielen von
meriedrischem Isomorphismus zu thun haben, bei denen jedem S nur
ein S’ entspricht, jedem S’ aber zwei S zugeordnet sind (so dass die
Anzahl der S doppelt so gross ist, als die Anzahl des S"). Wir wer-
\ den dann schlechtweg von einem hemiedrischen Isomorphismus reden.

§ 3. Die cyclischen Rotationsgruppen.

Indem wir uns nunmehr zur niheren Betrachtung der Gruppen
wenden, welche von den Drehungen gebildet werden, die eine der in.
§ 1 genannten Configurationen mit sich zur Deckung bringen, miissen
wir die einfachsten Rotationsgruppen, digjenigen, dic durch Wiederholung
einer einzigen periodischen Rotation erziell werden, voranstellen. Offenbar
bleiben bei einer solchen Gruppe zwei Punkte unserer Kugel, die wir
die beiden Pole nennen wollen, ungeiindert, und es besteht die Gruppe,
wenn sie im Ganzen n Rotationen umfasst, aus den # Drehungen durch
einen Winkel ’ .

—0, 2= A= . 2n— 7
n ”n n
um die die beiden Pole verbindende Axe.
Constatiren wir zuvbrderst, dass je zwei Drehungen dieser Gruppe

*¥) Vgl. ausser den bereits genannten Publicationen insbesondere: Capelli, sopra
Visomorfismo . . . . im 16. Bande des Giornale di Matematiche (1878).
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mit einander vertauschbar sind. Daher ist jede einzelne Drehung, sowie
jede Untergruppe, die man aus einzelnen Drehungen zusammensetzen
- kann, nur mit sich selber gleichberechtigt. Ob aber solche Unter-
gruppen existiren, hingt vom Charakter der Zahl # ab. Ist # Prim-
zahl, so ist die Existenz einer eigentlichen Untergruppe von vornherein
ausgeschlossen (weil ihr Grad ein Theiler von n sein mitsste); ist n
zusammengesetzt, so giebt es jedem Theiler von % entsprechend eine
und nur eine Untergruppe, deren Grad gleich diesem Theiler ist¥),
Wir werden eine Zerlegung unserer Gruppe erhalten, wenn wir zunichst
die Untergruppe aufsuchen, die in diesem Sinne einem moglichst um-
fassenden in # enthaltenen Theiler entspricht, und dann die so er-
haltene Untergruppe in demselben Sinne weiter behandeln.

Wollen wir gleich hier den Begriff des Isomorphismus einiiben,
so bemerken wir, dass unsere Gruppe mit dem Inbegriff der ,cyclischen®
Vertauschungen von irgend n in bestimmter Reihenfolge genommenen
Elementen: .

(ao, Ay gy v v o v an_l)
holoedrisch isomorph ist. In der That konnen wir die bezeichneten
Vertauschungen den bisher betrachteten Drehungen in einfachster Weise
geometrisch zuordnen. Wir haben nur die n Punlkte zu construiren:
ao’ al’ a27 ...... a'ﬂ——l}
. die aus einem beliebig gegebenen Punkte a, durch unsere Drehungen
hervorgehen, und nun zuzusehen, wie diese Punkte ihrerseits sich bei
den Drebungeh permutiren.

Es ist tiberfliissig, bei so augenscheinlichen Dingen noch linger
zu verweilen. Wir mussten sie anfiihren, weil die cyclischen Gruppen
so zu sagen die Elemente sind, aus denen sich alle anderen aufbauen.

§ 4. Die Gruppe der Diederdrehungen.

Indem ich mich jetzt zur Configuration des Dieders wende, bitte
ich den Leser, sich hier und bei den parallellaufenden Entwickelungen
der folgenden Paragraphen zugehorige Zeichnungen anfertigen zu wollen
oder sich geradezu an einem leicht zu verschaffenden Modelle die in
Betracht kommenden Verhiltnisse zu iiberlegen. Denn es handelt sich
um durchaus concrete Dinge, welche vermittelst der genannten Hiilfs-
mittel jedesmal leicht erfasst werden, aber ohne dieselben der Vor-
stellung gelegentlich Schwierigkeiten bereiten konnen. Auch wiirde

*) Ich gebe diese und Zhnliche Behauptungen im Texte ohne Beweis, weil
sie dem Leser entweder ohnehin geliufig sein werden oder ihm doch bej ruhigem
Nachdenken ohne Weiteres einleuchten miissen.

/.
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jch die betreftenden Entwickelungen durchweg sehr viel austiihrlicher
haben anlegen miissen, hiitte ich nicht eine Mitwirkung des Lesers in
dem erwihnten Sinne voraussetzen wollen.

" Wir benannten bereits jenen grossten Kreis unserer Kugel, welcher
die n Eckpunkte des Dieders trigt, als Aequator, haben auch schon die
beiden zugehorigen Pole markirt. So ist zuvorderst klar, dass das
Dieder bei der cyclischen Gruppe von n Drehungen, bei der diese Pole
festbleiben, in sich iibergeht. Aber die Gruppe der zum Dieder ge-
horigen Drehungen ist hiermit noch nicht erschopft. Wir wollen auf
dem Aequator in der Mitte zwischen je zwei aufeinander folgenden
Diedereckpunkten einen neuen Punkt markiren; die » so entstehenden
Punkte nennen wir die Kantenhalbirungspunkte des Dieders. Wir be-
geichnen dann ferner jeden Durchmesser, der einen Eckpunkt oder
einen Kantenhalbirungspunkt des Dieders enthilt, als eine Nebenaxe
desselben. Es gibt n Nebenaxen des Dieders: ist n ungerade, so ent-
hiilt jede derselben einen Eckpunkt und einen Kantenhalbirungspunkt,
ist n gerade, so vertheilen sich die Nebenaxen auf zwei Kategorien,
je nachdem sie zwei Eckpunkte oder zwei Kantenhalbirungspunkte ver-
binden. Auf alle Falle bleibt das Dieder ungeiindert, wenn man es um cine
beliebige dieser Nebenaxen umklappt, d. h. durch den Winkel z um die
Nebenaxe dreht. So stellen sich also neben die schon erwilnte cyclische
Gruppe von n Drehungen n weitere Drehungen, jede von der Periode 2.

Ausser den hiermit aufgezillten Drehungen wmfasst die Diedergruppe
Leine anderen. In der That erkennen wir auf folgende Weise (die auch
spiter immer wieder angewandt werden soll), dass die Zahl der Dieder-
drelungen gleich 2n sein muss. Wir iiberlegen zuniichst, dass jeder
Diedereckpunkt vermbge einer Diederdrehung in jeden anderen ver- '
wandelt werden kann, was n Moglichkeiten abgiebt, dann aber, dass das
Dieder, sofern wir einen Eckpunkt festhalten, nur noch auf zwei Weisen
mit sich selbst zur Deckung gebracht werden kann, ndmlich durch die
Umklappung um die durch den betreffenden Eckpunkt hindurchlaufende
Nebenase und durch die identische Operation. Jetzt muss die Anzahl
der Diederdrehungen offenbar gleich dem Producte der beiden Theil-
zahlen sein, sie wird also gleich 25, w. z b. w.

Ich will jetzt den Leser nicht durch Aufzéihlung aller in der Dieder-
gruppe enthaltenen Untergruppen ermiiden. Vielmehr mdgen wir sofort
jene erste cyclische Gruppe von # Drehungen betrachten und beweisen,
dass diesc als Untergruppe innerhalb der Gesammigruppe des Dieders aus-
gezcichnet ist. In der That, recurriren wir auf die Definition des § 2.
Wir bezeichnen mit 7, T’ Drehungen um die Hauptaxe des Dieders,
mit S irgend eine andere Diederdrebung. Dann verlangt unsere Be-

.
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hauptung, zu zeigen, dass STS—1= T ist. Aber wenn S selbst eine
Drehung um die Hauptaxe bedeutet, so ist diese Relation selbstver-
stiindlich, — und ist S eine Umklappung um eine der Nebenaxen, so
wird der Effect dieser Umklappung, soweit die Hauptaxe in Betracht
kommt, durch das folgende S—?! wieder riickgingig gemacht, worauf
in der That abermals unsere Relation resultirt.

Wir kénnen den hiermit gefiihrten Beweis auf ein allgemeines
Princip beziehen, das wir hier um so lieber anfithren, als es in der
Folge noch wiederholt zur Anwendung kommen soll. Vereinbaren
wir zuniichst, dass wir, bei unseren Configurationen, solche geometrische
Gebilde, welche durch eine Operation der zugehdrigen Gruppe aus
einander hervorgehen, als gleickberechiiyt bezeichnen wollen. Wir con-
struiren jetzt alle Gebilde, die mit einem gegebenen gleichberechtigt

sind. Es seien nun 7; diejenigen Operationen unserer Gruppe, welche

die Eigenschaft haben, von den so construirten Gebilden jedes einzelne
ungedndert zu lassen. Dann bilden die T: inerhalb der Gesammigruppe
offenbar eine ausgeseichnete Untergruppe. Denn jede Operation ST:8 1
gehort selbst zu den 7, weil das S nur eine Permutation der zu Grunde
liegenden Gebilde bewirkt, welche durch S—1! wieder riickgingig ge-
macht wird. — Die Anwendung dieses Principes auf unseren Fall ist
deutlich. Wir haben nur als zu Grunde liegende gleichberechtigte Ge-
bilde die beiden Pole des Dieders zu betrachten. Zufdllig ist dabei
(im Sinne des allgemeinen Princips), dass diejenigen Drehungen, welche
den einen dieser Pole ungeiindert lassen, von denjenigen, welche beide
Pole zugleich in sich iberfiihren, tiberhaupt nicht unterschieden sind.

Duarch #hnliche Ueberlegungen bestimmen wir diejenigen unter
den Diederdrehungen, welche miteinander gleichberechtigt sind. Ich
sage in dieser Hinsicht, dass jetzt von den Drehungen wm die Hauptaxe

die beiden, welche wm Eil und — E—zﬁ drehen, gleichberechtigt sind,

wéihrend die Umklappungen um die Nebenaxen bei ungeradem n alle
gleichberechtigt ausfallen, sich aber bei geradem n in zwei Kategorien
gletchberechtigter zerlegen. Erstere Behauptung entspricht dem Umstande,
dass bei den zwei in Vergleich gezogenen Drehungen um die Hauptaxe
die beiden Pole des Dieders resp. in gleicher Weise afficirt werden¥),
letztere Behauptung der frilheren Angabe, dass die Nebenaxen des
Dieders entweder alle gleichberechtigt sind, oder, bei geradem n, sich

2kn

*) Indem ndmlich eine Drehung durch — um den einen Pol mit einer

2kn
n

Drebung durch + um den anderen Pol zusammenfillt.

-
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auf zwei Arten gleichberechtigter Linien vertheilen. Hieriiber hinaus
bringen wir in beiden Fillen ein allgemeines Princip zur Verwendung,
das wir dahin aussprechen konnen, dass wir sagen: Solche zwei Ope-
rationen sind jedesmal gleichberechtigt, welche resp. zwei gleichberechtigte
Gebilde in analoger Weise in sich selbst diberfiihren. Ich unterlasse es,
des Lingeren beim Beweise dieses Princips zd verweilen.

Sollen wir endlich eine Zerlegung der Diedergruppe angeben, so
ist eine solche in dem frither Gesagten bereits implicite enthalten. Als
umfassendste und zugleich ausgezeichnete Untergruppe wihlen wir die
Gruppe der n Drehungen um die Hauptaxe. Diese selbst aber be-
handeln wir weiter nach den Angaben des vorigen Paragraphen.

Wir definiren noch eine Gruppe von Buchstabenvertauschungen,

‘die mit der Diedergruppe holoedrisch isomorph ist. Zu dem Zwecke

wollen wir jetzt die n Eckpunkte des Dieders in ihrer natiirlichen
Reihenfolge mit
aO) al, ----- an -1

bezeichnen. So haben wir zunichst, wie im vorigen Paragraphen, den
n Drehungen um die Hauptaxe entsprechend, diejenigen eyclischen Ver-
tauschungen der a,, welche bez. a, durch a, 4 ersetzen (die Indices
modulo # genommen). Wir finden ferner, dass bei der Umklappung
um diejenige Nebenaxe, welche durch den Punkt a, hindurchliuft,
a, durch a,_, ersetzt wird. Aus beiden Operationen zusammen er-
wichst die metacyclische Gruppe®), welche durch folgende Trans-
formation der Indices vorgestellt wird:

v = + v + k (mod. n),

-und diese also ist mit unserer Diedergruppe holoedrisch isomorph, oder,

was dasselbe ist, in abstractem Sinne identisch.

§ H. Die Vierergruppe.

Die Erliuterungen des vorigen Paragraphen, wie schon die De-
finition des Dieders in § 1, setzen n > 2 voraus. Ist n =2, so ver-
liert die Figur des Dieders ihre Bestimmtheit, insofern dann die Eck-
punkte des Dieders durch unendlich viele grosste Kreise verbunden
werden konnen. Dem entsprechend erhalten wir als zugehorige Ro-
tationsgruppe zunichst eine sogenannte continwirliche®*) Gruppe. So

*) Allgemein bezeichnet man so nach Kronecker jede Gruppe von Vertauschungen
der a,, a,, - - - @,, welche durch v’ =ecn + k (mod. n) gegeben ist.

**) Man vergl. die ausgedehnten Untetsuchungen von Lie im norwegischen
Archiv (von 1873 an) und in Bd. XVI der Math. Annalen. Neuerdings hat Mr. Poincaré
in seinen noch ofter zu nennenden Untersuchungen {iber eindeutige Functionen mit

\\\
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interessant und iiberaus wichtig die Theorie der continuirlichen Gruppen
in vielem Betracht ist, so wenig wird dieselbe im Folgenden von Be-
deutung werden. Wir wollen daher im Falle n =2 die Diederfigur
dadurch zu einer bestimmten machen, dass wir unter den unendlich
vielen durch die beiden Eckpunkte hindurchlaufenden grossten Kreisen
einen bestimmten als Aequator auswihlen. Die Hauptaxe der Figur
bildet dann mit den beiden Nebenaxen ein rechtwinkeliges "Azxenkreuz
und wir erhalten, ganz den Festsetzungen des vorigen Paragraphen
entsprechend, eine zugehdrige Gruppe von 95 = 4 Drehungen. Treffen
wir unter Zugrundelegung dieses Axenkreuzes eine gewdhnliche Co-
ordinatenbestimmung, so wird der Punkt z, y, ¢ durch diese Drehungen
in die weiteren Punkte:
‘ z, —Y, — %

—, Y, — %

—Z, — Y z
verwandelt.

Offenbar umfasst unsere neue Gruppe von dem Identitit abgesehen
nur Operationen von der Periode 2, und es ist zufillig, dass wir eine
dieser Operationen an die Hauptaxe der Figur, die beiden anderen an
die Nebenaxe gekniipft haben. Dementsprechend will ich die Gruppe
mit einem besonderen Namen belegen, der nicht mehr an die Dieder-
configuration erinnert, und sie als Vierergruppe benennen.

Die Vierergruppe hat die ansgezeichnete Eigenschaft, die man
sofort beweist, dass alle ibre Operationen vertauschbar gind*). Dem-
entsprechend erscheint jede Operation als nur mit sich selber gleich-
berechtigt*¥). Die Zerlegung der Vierergruppe werden Wwir in der
Weise bewerkstelligen, dass wir zundchst zu einer beliebigen Unter-
gruppe von 2 Rotationen hinabsteigen, bei denen eine der drei Axen
festbleibt, und dann von dieser zur Identitat.

linearen Transformationen in sich das Wort ,,continvirliche Gruppe* in einem
anderen Sinne gebraucht. Er bezeichnet als solche jede Gruppe von unendlich
vielen, ob ‘auch discreten Operationen, bei welcher unendlich kleine Transforma-
tionen auftreten. Die hierin liegende Modification des Sprachgebrauchs scheint
mir indessen nicht zweckmissig.

* Man zeigt leicht, dass zwei Drehungen nur dann vertauschbar sind, wenn
entweder (wie bei der Vierergruppe) sich ihre Axen rechtwinkelig kreuzen und
jede die Periode 2 hat, oder wenn (wie bei der cyclischen Gruppe) ihre Axen zu-
sammenfallen.

#x) Dem widerspricht nicht, wenn snnerhald der sogleich zu studirenden wm-
fassenderen Gruppen die 3 Drehungen von der Periode 2, welche die Vierergruppe
enthilt, als gleichberechtigt erscheinen.
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§ 6. Die Gruppe der Tetraederdrehungen.

Wir bemerkten schon oben, dass bei allen Drehungen, welche
ein regulires Tetraeder mit sich zur Deckung bringen, auch dessen
Gegentetraeder in sich selbst verwandelt wird. Durch ihre acht Ecken
bestimmen diese Tetraeder zusammengenommen einen Wiirfel. Indem
wir sodann diejenigen 6 Kugelpunkte markiren, welche den Mittel-
punkten der Seitenflichen dieses Wiirfels entsprechen, erhalten wir
die 6 Ecken eines reguliren Oktaeders. Man erkennt hieraus bereits
die enge Beziehung, in welcher die Gruppe der Tetraederdrehungen
zu der sogleich zu studirenden Oktaedergruppe steht. Wir wollen

unsere Figur noch vervollstindigen, indem wir das rechtwinkelige -

Axenkreuz der Oktaederdiagonalen und ebenso die 4 (durch den
Mittelpunkt der Kugel lanfenden) Wiirfeldiagonalen hinzuftigen.

Indem wir jetzt die in § 4 entwickelten Principien zur Anwendung
bringen, finden wir zunichst, dass die Tetracdergruppe 12 Drehungen
wmfasst. In der That: es gibt 4 gleichberechtigte Tetraedereck-
punkte, und jeder dfeser Eckpunkte bleibt bei 3 Drehungen ungeindert:
bei der identischen Drehung und bei 2 Drehungen von der Periode 3,
deren Axe die durch den Tetraedereckpunkt hindurchlaufende Wiirfel-
diagonale ist.

Wir haben mit dem Gesagten zugleich die Einsicht gewonnen,
dass 8 von unseren 12 Drelungen die Periode 3 besitzen. Von ihnen
sind (wiederum auf Grund der in § 4 dargelegten Principien) je 4
gleichberechtigt, nimlich jedesmal diejenigen 4, welche um den bei
ihnen festbleibenden Eckpunkt des gegebenen Tetraeders in gleichem

. 2 4 . .
Simne durch —31 (oder durch —31) zu drehen scheinen. Zu diesen

'8 Drehungen und der Identitit treten dann noch 3 gleichberechtigte

Drelungen von der Periode 2. Es sind die Umklappungen um die 3
zu einander rechtwinkeligen Oktaederdiagonalen, welch’ letstere jetzt
unter einander als gleichberechtigt erscheinen, weil sie bel jeder
Drehung von der Periode 3 unter einander permutirt werden. Mit der
Identitit zusammen bilden die 3 in Rede stehenden Drehungen offen-
bar eine Vierergruppe.

Wir schliessen sofort, dass die hiermat gewonnene Vierergruppe inner-
halb der Tetraedergruppe ausgezeichnet ist. Denn die 3 unter sich
gleichberechtigten Oktaederdiagonalen bleiben alle bei den Drehungen
der Vierergruppe, und nur bei ihnen, ungeindert. Wir kdmnen also
die Tetraedergruppe in der Art zerlegen, dass wir zunichst zur Vierer-
gruppe hinabsteigen und dann diese im Sinne des vorigen Paragraphen




weiter behandeln. Ich unterlasse es, zu beweisen, dass eine andere
Zerlegung der Tetraedergruppe nicht moglich ist, und dass dberhaupt
ausser der Vierergruppe innerhalb der Tetraedergruppe keine anderen
Untergruppen vorhanden sind, als die einfachen cyclischen Gruppen,
die durch Wiederholung einer einzelnen Drehung erwachsen™).

Betrachten wir noch die Art und Weise, wie sich, bei den Te-
traederdrehungen, die 4 Wiirfeldiagonalen (die wir kurz als 1, 2,3, 4
benennen wollen) permutiren. Zunichst haben wir den evidenten Satz,
dass bei keiner Tetraederdrehung (von der Identitit abgesehen) die
4 Wiirfeldiagonalen simmtlich ungeindert bleiben. Es giebt also auch
keine 2 Tetraederdrehungen, welche dieselbe Permutation der 4 Wiirfel-
diagonalen erzeugten. Daher ist die Gruppe der Tetraederdrehungen mit
der Gruppe der sugehirigen Vertauschungen der Wiirfeldiagonalen holo-
edriscl isomorph™¥). Insbesondere sehen wir, dass den Drehungen der
ausgezeichneten Vierergruppe die folgenden Anordnungen der 4 Diago-

palen entsprechen:

1, 2, 3, 4
2, 1, 4, 3
‘ 3, 4, 1, 2;
4, 3, 2, 1L

Zu ihnen treten, wenn Wir zu den iibrigen Tetraederdrehungen schreiten,
noch solche 8 hinzu, die sich jedesmal durch cyclische Vertauschung
von 3 der 4 Diagonalen ergeben. Wir haben damit, wie wir sehen,
genau diejenigen 12 Vertauschungen der 4 Diagonalen erzielt, welche
man als die geraden Vertauschungen zu bezeichnen pflegt.

§ 7. Die Gruppe der Oktaederdrehungen.

Bei der Gruppe der Oktaederdrehungen haben wir, wie bereits
angedeutet, 1m Wesentlichen dieselbe Configuration zu Grunde zu legen,
wie beim Tetraeder. Wir wollen nur noch (auf unserer Kugel) die
12 Punkte markiren, die den Kantenl}albirungspunkten des Oktaeders

* Theoretisch zu reden erzeugt man alle Untergruppen einer gegebenen
Gruppe, indem man gunichst die im Texte genannten cyclischen Gruppen alle
bildet und nun VoL diesen der Reihe mnach je zwei, je drei etc. mit einander
combinirt. In jedem einzelnen Falle kann ein solches Verfahren natiirlich durch
zweckmissige Ueberlegungen bedeutend abgekirzt werden.

#) Man vergleiche hiermit das Verhalten der 3 Oktacderdiagonalen. Die-
selben werden, weil sie bel den Operationen der Vierergruppe ungeindert bleiben,
bei den 12 Tetraederdrehungen nur auf 3 Weisen, nimlich eyclisch, vertauscht.
Mit der von diesen Vertauschungen gebildeten Gruppe ist dann die Tetraeder-

gruppe meriedrisch isomorph.

. o “'—Y‘\;
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entsprechen, und die 6 Durchmesser construiren, welche je 2 dieser
Punkte enthalten. Diese 6 Durchmesser nennen wir die Querlinien
der Figur.

Natiirlich enthdlt die Oktaedergruppe die 12 Drehungen der Te-
traedergruppe in sich, und zwar, wie wir vornherein sagen konnen, als
ausgezeithnete Untergruppe. Denn die 8 Ecken des Wiirfels lassen
sich nur auf eine Weise auf Tetraeder und Gegentetraeder vertheilen,
und letztere bleiben gemeinsam bei den 12 in Rede stehenden Drehungen
ungeindert. Hieriiber hinaus treten damn woch 12 weitere Drehungen
hinzu, welche Tetracder und Gegentetraeder mit einander vertauschen, so
dass die Oktaedergruppe im Ganzen 24 Drehungen umfasst. Es sind dies
erstens 6, unter sich gleichberechtigte, Drehungen durch # um die

6 Querlinien der Figur, dann 6 Drehungen durch + = (also von
g g T

der Periode 4) um die 3 Oktaederdiagonalen. Auch letztere Drehungen
erweisen sich als unter einander gleichberechtigt. Denn die 4 Drehungen,
bei denen nunmehr die einzelne Oktaederdiagonale fest bleibt, partici-
piren jetzt als ausgezeichnete Untergruppe je an einer Diedergruppe
von 8 Drehungen. Ebenso sind jetzt die beiden Drehungen von der

Periode 3 um die einzelne Wiirfeldiagonale, und also iiberhaupt alle

Drehungen von der Periode 3 gleichberechtigt. Denn jede Wiirfel-
diagonale ist Hauptaxe einer Diedergruppe von 6 Drehungen geworden.
Die Drehungen von der Periode 2 dagegen sondern sich in zwei scharf
geschiedene Kategorien, je nachdem bei ihnen eine Oktaederdiagonale
oder eine Querlinie festbleibt. Die Zerlegung der Oktaedergruppe ge-
stalten wir natiirlich in der Weise, dass wir zuniichst zur Tetraeder-
gruppe hinabsteigen, dann weiter zur Vierergruppe etc. etc. Eine
andere Art der Zerlegung giebt es nicht, wie wir denn auch vor-
stehend alle in der Oktaedergruppe enthaltenen Untergruppen auf-
gefiihrt haben. _

Wir constatiren endlich, dass sich die Wiirfeldiagonalen 1,2, 3, 4
bei den 24 Drehungen der Oktaedergruppe auf 24 Weisen permutiren.
Die Oltaedergruppe st also mit der Gesammtheit der Vertauschungen von
4 FElementen holoedrisch isomorph.

§ 8. Die Gruppe der Ikosasederdrehungen.

Die Gruppe des lkosaeders, zu der wir uns jetzt wenden, ist fiir
uns unter den anderen gumal auch deshalb die interessanteste, weil sie,
wie wir zeigen werden, im Gegensatze zu den Gruppen des Dieders,
Tetraeders und Oktaeders, einfach ist. Sie theilt diese Eigenschaft mit
denjenigen cyclischen Rotationsgruppen, deren Grad eine Primzahl ist.
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3 Behufs Untersuchung der Ikosaedergruppe denken wir uns auf
unserer Kugelfliche zu den 12 Tkosaedereckpunkten, wie wir schon
sagten, die 20 Eckpunkte des zagehorigen Pentagondodekaeders (die
den Mittelpunkten der Seitenflichen des Tkosaeders entsprechen) hinzu-
construirt, iibrigens aber auch die 30 Punkte, welche, auf der Kugel,
den Kantenhalbirungspunkten des Tkosaeders correspondiren. Die 12
Tkosaedereckpunkte vertheilen sich paarweise auf 6 Durchmesser, welche
wir kurz als Diagonalen des Ikosaeders bezeichnen wollen. Ebenso
reden wir, den 20 Eckpunkten des Pentagondodekaeders entsprechend,
von 10 Diagonalen des Pentagondodekaeders und endlich von 15, die
Kantenhalbirungspunkte zu je gwei enthaltenden Querlinien.

Wir iiberzeugen uns zunichst, dass die Gesammitzahl der Ikosaeder-
drehungen 60 betrdgt. In der That bleibt jeder der 12, offenbar unter
sich gleichberechtigten, Tkosaedereckpunkte im Ganzen bei 5 Drehungen
ungeiindert. Wir haben damit zugleich (indem wir die identische
Drehung nattirlich jeweils bei Seite lassen), jeder der 6 Ikosaeder-
diagonalen entsprechend, 4 Drehungen von der Periode 5, tiberhaupt
also 24 derartige Drehungen. In demselben Sinne liefern die 10 Dia-
gonalen des Petagondodekaeders 10 - 9 — 20 Drehungen von der Periode 3
und die 15 Querlinien 15 Drehungen von der Periode 2, womit, wenn
wir noch die Identitit zuzihlen, die Gesammtheit der 60 Drehungen
erschopft ist:

24 4 20 + 15 + 1 = 60. .

Von den hiermit aufgeziihlten Drehungen erweisen sich die 15 der
Periode 2, und ebenso die 20 von der Periode 3, beziehungsweise als
_gleichberechtigt; denn die 15 Querlinien und die 10 Diagonalen des
Pentagondodekaeders sind es, und, ob wir um eine dieser Diagonalen

durch —231 oder 4Tn drehen, kommt insofern fiir die Gesammtgruppe

auf dasselbe hinaus, als ihre beiden Endpunkte wiederum gleich-
berechtigt sind. Auf Grund derselben Ueberlegungen trennen sich die
Drehungen von der Periode 5 in zwei Kategorien von je 12 gleich-
berechtigten. Die erste Kategorie umfasst alle Rotationen, welche um

eine der Ikosaederdiagonalen'durch einen Winkel gleich + —2;» drehen,

die andere diejenigen, deren Drehwinkel + 4T” betrigt.

Mit diesen Angaben haben wir zugleich die cyclischen Untergruppen
bestimmt, die in der lkosaedergruppe enthalten sind. Es giebt, wie
man sieht, 15 derartige Gruppen n = 2, 10 Gruppen n = 3, 6 Gruppen
n == B; cyclische Gruppen desselben # sind immer gleichberechtigt.

Diese Angaben geniigen bereits, um die Einfachheit der Tkosaeder-
Klein, Gleichungen 5. Grades. 2

S
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gruppe zu beweisen. Gibe es nimlich eine ausgezeichnete Untergruppe,
so miisste diese von den cyclischen Gruppen » = 2 (weil diese gleich-
berechtigt sind) entweder alle oder keine enthalten, ebenso von den
cyclischen Gruppen # =3 oder n = 5 alle oder keme. Aber die
Gruppen » =2, 3, 5 bringen beziehungsweise 15, 20, 24 von der
Identitit verschiedene Operationen mit sich. Bezeichnen wir also mit
n, ', n” drei Zahlen, welche 0 oder 1 bedeuten konnen, so wird die
Anzahl der Operationen innerhalb der vorausgesetzten ausgezeichneten
Untergruppe
1+15-94+20-9" 4 24.4"

betragen. Nun muss aber diese Zahl, wie wir friiher bemerkten, ein
Theiler des Grades der Gesammtgruppe, also von 60 sein. Dies giebt
nothwendig entweder:

n=n =17"=0,
wodurch unsere Untergruppe mit der Identitit zusammenfillt, oder:

n=n"=n"=1,
was heisst, dass die Untergruppe von der Gesammtgruppe nicht ver-
schieden ist. Die Tkosaedergruppe ist also in der That einfach, w.z. b. w.

Nach den cyclischen Untergruppen finden wir beim Ikosaeder, wie
ein Blick auf das Modell lehrt, an weiteren Untergruppen zuniichst
6 gleichberechtigte Diedergruppen n =5 und 10 gleichberechtigte Dieder-
gruppen n =—<3. Erstere haben die Diagonalen des Ikosaeders, letztere
die des Pentagondodekaeders zu Hauptaxen; die zugehorigen Neben-
axen finden sich jeweils unter den 15 Querlinien. Man kéonnte glauben,
dass sich in dhnlicher Weise den 15 Querlinien entsprechend 15 Dieder-
~ gruppen, deren #=2, d. h. Vierergruppen ergeben wiirden. Hier kommt
jedoch der Umstand zur Geltung, dass bei der Vierergruppe die Hauptaxe
mit den beiden Nebenaxzen gleichwerthig ist. Dem entprechend erhalten
wir nur 5, unter sich gleichberechtigte Vierergruppen. Dieselben cor-
respondiren einzeln den 5 rechtwinkeligen Tripeln, auf welche man
die 15 Querlinien vertheilen kann.

Mit diesen Vierergruppen haben wir diejenige Eigenschaft des
Tkosaeders getroffen, die uns in der Folge am allermeisten interessiren
wird. Da sich, wie gesagt, aus den 15 Qferlinien nur 5 rechtwinkelige
Tripel bilden lassen, so muss jedes dieser Tripel nicht nur bei den
Drehungen der zugehorigen Vierergruppe, sondern im Ganzen bei 12
Ikosaederdrehungen ungeindert bleiben. FEs zeigt sich, dass diese
Drehungen je eime Tetraedergruppe bilden. In der That, die 8 Ecken
des Wiirfels, der zu dem einzelnen von uns in Betracht zu ziehenden
rechtwinkeligen Tripel gehort, finden sich allemal unter den 20 Ecken

»

]
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des Pentagondodekaeders®). Es finden sich also innerhalb der Iko-
saedergruppe eo ipso jene 8 Rotationen von der Periode 3 vor, welche,
susammen mit den Drehungen der zu Grunde liegenden Vierergruppe,
eine Tetraedergruppe ausmachen. — Noch wollen wir ausdriicklich
constatiren, dass die 5 so gefundenen Tetraedergruppen gleich-
berechtigt sind. ,
Indem wir wieder den Beweis iibergehen, dass es ausser den auf-
gezihlten keine weiteren Untergruppen der Ikosaedergruppe giebt,
gedenken wir nur noch des Isomorphismus, der sich fiir die Ikosaeder-
gruppe aus der Existenz der besprochenen 5 rechtwinkeligen Tripel
ergiebt. Es zeigt sich, dass bei jeder Drehung von der Periode 5 diese
Tripel je in bestimmter Reihenfolge cyclisch vertauscht werden. Bei
jeder Drehung von der Periode 3 dagegen bleiben 2 der Tripel un-
geiindert, und nur die anderen 3 vertauschen sich im Cyclus. Endlich
ergiebt sich, dass bei jeder Drehung von der Periode 2 eins der Tripel
ungeiindert bleibt, wihrend die anderen 4 sich paarweise vertauschen.
Auf solche Art erweist sich die Gruppe der 60 Ikosaederdrehungen mit
der Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von 5 Dingen holoedrisch
isomorph. .
Wir hitten natiirlich, hier wie in den fritheren Fillen, den jedes-
maligen Isomorphismus unserer Gruppen mit gewissen Gruppen von
Buchstabenvertauschungen voranstellen und dann die Resultate, welche
man betreffs letzterer Gruppen in den Lehrbiichern findet, auf erstere
iibertragen konnen. Nun wir unsere Gruppen direct, d. h. an den
Figuren selbst, untersucht haben, wird es eine niitzliche Uebung sein,
die von uns gewonnenen Ergebnisse mit den fir die isomorphen Gruppen
bekannten Eigenschaften zu vergleichen.

§ 9. Ueber die Symmetrieebenen unserer Configurationen.

Fiir den weiteren Fortgang unserer Entwicklungen ist es niitzlich,
die jedesmaligen Symmetrieebenen unserer Configurationen zu construiren,
d. h. diejenigen Ebenen, hinsichtlich deren die Configuration ihr eigenes
Spiegelbild ist, und dann die Kugeltheilung in Betracht zu ziehen, welche
durch diese Ebenen vermittelt wird.

Beim Dieder konnen wir ausser der Aequatorebene noch % weitere

Symmetrieebenen construiren, nimlich diejenigen Ebenen, welche ausser’

der Hauptaxe noch je eine Nebenaxe enthalten. Durch diese (n 4 1)

#) Man sieht gelégent.lich (in alteren Sammlungen) Modelle von 5 Wiirfeln,
die sich derart durchdringen, dass ihre 5.8 = 40 Ecken paarweise zusammen-
fallen und die 20 Ecken eines Pentagondodekaeders vorstellen.

2*
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Ebenen wird die Kugel in 47 congruente, gleichschenkelige Dreiecke

zerlegt, welche 2 Winkel — -;L und einen Winkel = % haben.

Von solchen Dreiecken stossen in jedem Diedereckpunkte, wie in jedem
Kantenhalbirungspunkte 4, in jedem der beiden Pole 2n unter resp.
gleichen Winkeln zusammen.

Beim reguliren Tetraeder existiren 6 Symmetrieebenen, ndmlich
diejenigen Ebenen, welche, durch eine Kante des Tetraeders hindurch-
laufend, auf der gegeniiberstehenden Kante senkrecht sind. Man denke
sich einen Augenblick das eigentliche Tetraeder, von 4 Ebenen begrenzt,
im Raume gelegen. Offenbar wird jedes der 4 in diesen Ebenen ge-
legenen gleichseitigen Dreiecke durch 3 der Symmetrieebenen ver-
moge seiner 3 Hohen in 6 abwechselnd congruente und symme-
trische Dreiecke zerlegt. Uebertragen wir jetzt diese Eintheilung durch
Centralprojection auf die Kugel, so haben wir auf dieser 24 ab-
wechselnd congruente und symmetrische Dreiecke, deren jedes die
Winkel %, %, g— aufweist, und welche in den Ecken des urspriing-
lichen Tetraeders, wie auch in den Ecken des Gegentetraeders zu je 6,
in den Ecken des zugehorigen Oktaeders zu je 4 unter resp. gleichen
Winkeln zusammenstossen. '

Beim reguliren Oktaeder treten den Symmetrieebenen des Tetrae-
ders, die als solche erhalten bleiben, noch 3 weitere hinzu: diejenigen
Ebenen, welche von den 3 Oktaederdiagoralen 2 enthalten. Durch
die so gewonnenen 9 Ebenen wird dann die aus 8 gleichseitigen Drei-
~ecken bestehende Oberfliche des Oktaeders (das wir uns einen Augen-
blick auch als eigentlichen Korper frei im Raume gelegen denken
wollen) ganz dhnlich zerlegt, wie soeben die Oberfliiche des Tetraeders.
Indem wir durch Centralprojection zur Kugelfliche iibergehen, erhalten
wir auf dieser 48 abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke
mit den Winkeln Z, e
gehorigen Wiirfels, :zu je 8 in den Ecken des Oktaeders, zu je 4 in
den Endpunkten der Querlinien (den Kantenhalbirungspunkten des
Oktaeders) zusammenstossen. Es ist dies diejenige Kugeltheilung, welche
in der Krystallographie beim sogenannten Achtundvierzigflichner wohl-
bekannt ist.

' Beim JIkosaedsr endlich haben wir als Symmetrieebenen diejenigen
15 Ebenen, welche 2 der 6 Ikosaederdiagonalen enthalten. Dieselben
zerlegen die 20 gleichseitigen Dreiecke, welche in den Begrenzungs-
flichen des korperlich gedachten Ikosaeders gelegen sind, genau in der
nun schon wiederholt betrachteten Weise. Wir erhalten also auf der

—125, welche zu je 6 in den Ecken des zu-
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Kugel 120 abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke, deren
Winkel =, %,
dekaeders zu je 6, in den Ecken des Ikosaeders zu je 10 und in den
Endpunkten der Querlinien zu je 4 zusammenstossen. '

Man wolle die Aehnlichkeit der viererlei so erhaltenen Resultate
beachten. Allemal bandelt es sich um eine Zerlegung der Kugel in
abwechselnd congruente wnd symmetrische Dreiecke™), welche zu je 2w
in denjenigen Punkten der Kugeloberfliche zusammenstossen, die bei
einer cyclischen Untergruppe von » Drehungen fest bleiben. Der Zahlen v
gibt es, den Ecken des einzelnen Dreiecks entsprechend, in jedem Falle
dreierlei. Sie erscheinen, nach ihrer Grosse geordnet, in folgender
Tabelle zusammengefasst, welche man bei den spiteren Entwicklungen
vor Augen halten moge:

—; betragen, und die in den Ecken des Pentagondo-

| v, v, Vg
Dieder 2 2 | =n
Tetraeder 2 3 3
Oktaeder ! 2 3 4
Tkosaeder ‘l 2 - 5

Zugleich beachte man, dass die Apzahl der Dreiecke in jedem Falle
doppelt so gross ist als der Grad der zugehorigen Rotationsgruppe
(den wir in der Folge N nennen werden); sie betrigt in den vier
Fillen resp. 4n, 24, 48, 120.

Wir vervollstindigen diese Entwicklungen noch dadurch, dass wir
auch bei den cyclischen Gruppen gewisse Ebenen construiren, welche
wir ihre Symmetricebenen nenunen. Es sollen dies einfach solche n
durch die zugehorigen Pole hindurchlaufende Ebenen sein, die durch
die Drehungen der Gruppe auseinander hervorgehen. Diese Ebenen zer-
legen die Kugel in 2% congruente (oder, wenn man lieber will, ab-
wechselnd congruente und symmetrische) Zweiecke von der Winkel-

ofinung -, deren jedes sich von dem einen Pole zum anderen hinzieht.

§ 10. Allgemeine Punktgruppen, Fundamentalbereiche.

Wir verwenden nunmehr die Kugeltheilungen, die wir gerade ge-
wonnen haben, zum niheren Studium unserer Operationsgruppen. Wir

*) Wenn wir oben beim Dieder zunfichst nur von congruenten Dreiecken
sprachen, so ist dies kein Widerspruch, denn wir kénnen auch bei ibm die Drei-
ecke als abweclselnd congruent und symmetrisch bezeichnen, insofern es sich ja
um gleichschenkelige Dreiecke handelt.
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betrachten zuniichst die Punkigruppen, welche entstehen, wenn wir einen
beliebigen Kugelpunkt den N Drehungen unserer Gruppen unterwerfen,
und die wir die zur Operationsgruppe gelirigen Punktaggregate (oder
Punktgruppen) nennen wollen. Dabei wollen wir, um zugleich eine
bessere Vorstellung und eine bequemere Bezeichnung zu haben, die
auf der Kugel abgegrenzten Gebiete abwechselnd schraffirt und nicht
schraffirt denken. Von vornherein ist ersichtlich, dass bei den Drehungen
der einzelnen Gruppe jedes schraffirte Gebiet einmal und nur emmal n
jedes andere schraffirte Gebiet sibergefiihrt wird, und ebenso jedes nicht
schraffirte Gebiet eimmal und nur einmal in jedes wicht schraffirte Gebict.
In der That stimmt die Zahl N der Drehungen, wie schon bemerkt,
allemal mit der halben Anzahl simmtlicher Gebiete iberein. — Ist
jetzt irgend ein Kugelpunkt gegeben (der einem schraffirten oder einem
nicht schraffirten Gebiete angehioren mag), so konuen wir, dank unserer
Gebietseintheilung, ohne weiteres die (N — 1) neuen Lagen angeben,
die er vermoge der (N — 1) von der Identitit verschiedenen Drehungen
unserer Gruppe annimmt; es sind einfach diejenigen (N — 1) Punkte
zu markiren, die innerhalb der iibrigen (N — 1) schraffirten oder nicht
schraffirten Gebiete genau so liegen, wie der anfingliche Punkt in
dem urspriinglichen Gebiete. Im Allgemeinen sind die N Punkte der
so entstehenden Punktgruppe alle verschieden; sie fallen nur dann zum
Theil zusammen, wenn der anfingliche Punkt in eine Ecke des ihn
umschliessenden Gebietes hineinriickt. Stossen in dieser Ecke im Ganzen
v schraffirte (und natiirlich ebenso viele nicht schraffirte) Gebiete zu-
sammen, so wird der Punkt bei » Drehungen der Gruppe ungedndert

-

. . N - .
bleiben und im Ganzen nur —- verschiedene Lagen annehmen. Die

solchergestalt entstehenden besonderen Punktgruppen sind keine anderen,
als diejenigen, die wir in den vorangehenden Paragraphen bei Unter-
suchung der einzelnen Gruppen ohnehin in Betracht gezogen haben®).

Ap die hiermit construirten Punktgruppen kniipft sich eine Be-
griffsbildung, welche uns spiter niitzlich wird. Wer bezeichnen als
Fundamentalbereich eimer Gruppe von Punlkttransformationen allgemein
cinen solchen Raumtheil, der von jeder augehirigen Punktgruppe einen und
nur einen Punkt enthilt**). Die Randpunkte eines solchen Bereiches

*) Wegen der allgemeinen im Texzte besprochenen Punkigruppen vergl. das
béreits genannte Werk von Hess, wo selbige fiir Zwecke der Polyedertheorie ver-
wendet werden.

#¥) Vergl. wegen anderweitiger Verwendungen dieses bei allen Anwendungen
der Gruppentheorie auf Geometrie wesentlichen Begriffes meine ,Neuen Beitriige
zar Riemann'schen Functionentheorie® im XXI. Bande der Math. Annalen (188%2).
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sind natiirlichI vermoge der Transformationen der Gruppe paarweise
zusammengeordnet and konnen demselben nur qur Hilfte zugerechnet
werden. — lch sage nul, dass wir bet unseren Gruppen als F undamental-
bereich jedesmal die Zusammenstellung eines schraffirten und cines oOn-
grenzenden nicht schraffirten Gebietes betrachten diirfen. 1n der That,
wenn wir einen Punkt einmal iber einen so definirten Bereich hin-
wandern lassen, sO iberdecken die zugehorigen Punktgruppen gerade
cinmal die gesammte Kugelfliche.

§ 11. Die erweiterten Gruppen.

Ankniipfend an die Andeutungen des § 1 erweitern wir jetzt die
bisher von uns betrachteten Gruppen, indem wir mit den Drehungen
derselben die Spiegelungen an den Symmetrieebenen der jedesmaligen Con-
figuration verbinden.

Auch hier wieder wird uns die Kugeltheilung des § 10 von Vor-
theil. In der That erkennt man unmittelbar, dass das eimzelne damals
unterschiedene, schraffirte oder wicht schraffirte, Gebuet Fundamentalbereich
der erweiterten Gruppe ist, und dass also die erweierte Gruppe genau
9 N Operationen umfasst. Was dep Beweis dieser Behauptung angeht,
o beachte man erstens, dass eine Combination &r bisher betrachteten
Drehungen mit der Spiegelung an einer einzigen Symmetrieebene ge-
niigt, um aus jedem unserer schraffirten Gebiete jedes nicht schraffirte
Gebiet zu machen. Andererseits iiberlege man, dass eine Umformung
der Kugel, von der bekannt ist, dass sie eine Drehung ist, oder dass
sie aus Verbindung eéiner Drehung mit einer Spiegelung erwichst, voll-
stindig bestimmt ist, sowie Wir wissen, dass sie eines unserer Gebiete
in ein bestimmtes anderes iiberfiibrt.

Die so gewonnenen Fundamentalbereiche haben im Gegensatze zu
den im vorigen Paragraphen betrachteten das Besondere, in keiner
Weise mehr willkiirlich zu sein. In der That sind ihre Randpunkte
von vornherein dadurch definirt, dass jeder bei einer bestimmten Ope-
ration der erweiterten Gruppe, pimlich bei Spiegelung an einer Sym-
metrieebene, ungeiindert bleibt. Wir konnen die erweiterte Gruppe
erzeugen, indem wir die anfingliche Rotationsgruppe mit der Spiege-
lung gerade an derjemigen Symmetrieebene verbinden, in welcher der
eben betrachtete Randpunkt enthalten 1st. Daher sind die besonderen
Gruppen von 1y N Punkten, welche bei Anwendung der erweiterten Gruppe
aus den Randpunkten der Fundamentalbereiche erwachsen, zugleich allye-
meine Punktgruppen im Sinme des vorigen Paragraphen. Dabei sind
gie unter letzteren Punktgruppen die einzigen, die sugleich bei den
Operationen der erweiterten Gruppe ungeandert bleiben. Natiirlich

".‘b?\ .=
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finden sich unter ihnen, entsprechend den Ecken der Fundamental-
bereiche, des Weiteren die speciellen soeben genannten Punktgruppen
von —lwi Punkten wieder.

Wir wiirden jetzt unsere neuen, die erweiferten Gruppen, in dem-
selben Sinne gruppentheoretisch untersuchen konnen, wie wir dies in
. ! den vorhergehenden Paragraphen bei den urspriinglichen Gruppen aus-

' gefiihrt haben. Ich mochte eine solche Discussion dem Leser als eine
geeignete Uebungsaufgabe empfehlen und beschrinke mich hier in dieser
Richtung nur auf folgende Angabe: Selbstverstindlich ist innerhalb
der erweiterten Gruppe die urspriingliche Gruppe jedesmal ausgezeichnet
enthalten. Aber ausserdem enthalten die erweiterte Oktaeder- und Iko-
saedergruppe, sowie die erweiterte Diedergruppe bei geradem = eine
ausgezeichnete Untergruppe von nur 2 Operationen. Dieselbe er-
wichst durch zweimalige Anwendung derjenigen Transformation, welche
jeden Kugelpunkt durch den diametral gegeniiberliegenden ersetzt™).

Y

§ 12, Erzeugung der Ikosaedergruppe.

Rei unseren bisherigen Gruppenbetrachtungen dachten wir uns die
einzelnen Gruppen fegtig gegeben und suchten gleichmissigen Ueber-
blick iiber ihre verschiedenen Operationen und deren gegenseitige
Stellung zu gewinnen. In der Folge wird aber ein mehr einseitiges
Verfahren von praktischer Bedeutung werden. Es wird sich darum
handeln, die Gruppen durch geeignete erzeugende Operationen einzufiihren,
d. h. Operationen anzugeben, aus denen durch Wiederholung und Com-
bination die jedesmalige Gruppe entsteht.

Wir behandeln in diesem Sinne vorab die Gruppe der Ikosaeder- -

- drebhungen, indem wir dabei noch einmal die Gebietseintheilung .des

§ 9, bez. die Fundamentalbereiche des § 10 verwerthen. Das Princip,

. welches wir dabei zu Grunde legen, haben wir implicite bereits im
vorhergehenden Paragraphen verwandt. Da jeder Fundamentalbereich
einer Gruppe aus jedem anderen nur je durch eine Operation der Gruppe
gewonnen wird, so konnen wir die verschiedenen Fundamentalbereiche
durch .die Operationen benennen, vermége deren sie aus einem beliebigen

e *) Als besonders merkwiirdig will ich noch anfihren, dass die aus 48 Opera-
tionen bestehende erweiterte Oktaedergruppe dreterlei ausgezeichnete Untergruppen
von 24 Operationen enthilt. Es sind dies zuniicbst, wie selbstverstindlich, die
urspriingliche Oktaedergruppe und die erweiterte Tetraedergruppe, dann aber die-
jenige Gruppe, welche durch Verbindung der urspriinglichen Tetraedergruppe mit
der gerade im Texte genannten Operation entsteht. Nur letztere Gruppe, nicht
aber die ,erweiterte® Tetraedergruppe, ist Untergruppe der ,erweiterten” lko-
saedergruppe. ‘
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unter ‘thnen, den wir als Anfangsbereich mit 1 bezeichnen, hervor-
gehen. Indem wir diese Benennung durchfiihren, gewinnen wir damit
von selbst eine Aufzihlung aller Operationen der Gruppe™).

Wir wollen uns, der bequemeren Ausdrucksweise halber, das
Tkosaeder so gestellt denken, duss eine seiner Diagonalen wvertical .ver-
lsuft. Als ersten Fundamentalbereich wihlen wir dann eines der 5
T k4
37 3
gestattet, auf der Kugel um den obersten Eckpunkt des Ikosaeders
herumgruppirt sind: ein solches Dreieck ist ein Fundamentalbereich
der lkosaedergruppe, weil es aus zwei nebeneinander liegenden Drei-
ecken der in § 9 gegebenen Kugeltheilung zusammengesetzt ist. Die
5 in Rede stehenden gleichschenkeligen Dreiecke bilden, wollen wir
sagen, ein erstes Finfeck des zum Tkosaeder gehorigen Pentagondo-
dekaeders. Diejenige Dreiecksseite, welche zugleich Fiinfecksseite ist,
bezeichnen wir als die betr. Grundlinie.

Jetzt benennen wir die in bestimmter Richtung durch einen Winkel

= -251 erfolgende Drehung um die vertical gestellte Ikosaederdiagonale

gleichschenkeligen Dreiecke, die, mit den Winkeln —2—;—, aus-

mit S. So werden die genannten 5 Fundamentalbereiche in ihrer natiir-
lichen Reihenfolge aus dem ersten derselben durch die Rotationen:
1, S, 8%, 83 S§*
hervorgehen, wir werden die Bereiche also mit den Symbolen:
S«, w=20,1, 2,3, 4,
‘bezeichnen. .

Wir nehmen nunmehr eine zweite Ikosaederdrehung, T, vou der
Periode 2 hinzu. Bs soll dies die Umklappung um diejenige Quer-
linie des Ikosaeders sein, deren einer Endpunkt der Halbirungspunkt
der Grundlinie von 1 ist. Durch dieses 7 verwandeln sich unsere
5 Bereiche S* in die Bereiche S# T, welche zusammengenommen wieder
ein Fiinfeck unseres Pentagondodekaeders ausmachen, und zwar das-
jenige, welches mit dem ersten soeben. betrachteten Fiinfecke die Grund-
linie des ersten Fundamentalbereichs gemein hat. Indem wir nun wieder
die Operationen S, §%, S% S* in Anwendung bringen, erhalten wir
aus dem neuen Fiinfecke die tibrigen 4 an das erste Fiinfeck heran-
reichenden. Daher sind dic Fundamentalbereiche derjenigen 5 Fiinfecke,
welche das erste umgeben, durch

SIS, (&, v=20, 1, 2,3, 4),
vorgestellt.
*) Man vergleiche hier die bereits genannten ,Gruppentheoretischen Studien®

von Hrn. Dyek im 20. Bande der Mathem. Annalen. Es wird dort das im Texte
aunsgesprochene Princip fir allgemeine Zwecke der Gruppentheorie verwendet.
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Es soll jetzt mit U eine dritte Tkosaederdrehung, ebenfalls von
der Periode 2, bezeichnet sein, von der wir allerdings sehen werden,
duss sie keine unabhingige Bedeutung besitzt, gich vielmehr aus
den beiden S, T zusammensetzt. Die Axe von U soll mit einer der
horizontal verlaufenden Querlinien zusammenfallen, und zwar wollen wir,
damit Alles bestimmt sei, insbesondere diejenige horizontale Querlinie
wihlen, welche senkrecht zur Axe von T steht. Offenbar verwandelt
die so bestimmte Drehung U die bisher betrachteten 6 oberen Fiinf-
ecke des Pentagondodekaeders in die 6 noch fehlenden unteren Fiinf-
ecke desselben. Daher haben wir ohne Weiteres, dass die 30 moch
fehlenden Fundamentalbereiche der Tkosaedergruppe  durch folgende DBe-
nennungen gegeben sind:

s«U, S*TS U, (1, v=0,1,2, 3,4)

Von den Fundamentalbereichen gehen wir punmehr za den Drehungen
quriick. Dann haben wir den Satz, dessen Ableitung bei unserer jetzigen
Betrachtung der Zielpunkt war, dass mamlich die 60 Drehungen der
Tkosaedergruppe durch folgendes Schema gegeben sind.

Sk, §uTS*, SeU, SIS, (@ v="0,1, 2 3, 4).

Hier bilden die Rotationen

Sk, S*U
die# zur verticalen Diagonale des Tkosaeders gehorige Diedergruppe
n = b, und die Drehungen:

T, U, TU
ergeben, mit der ldentitit zusammengenommen, eine der D beim
kosaeder auftretenden Vierergruppen. )

Entwirft man sich, wie es zum vollen Verstiindnisse der hier ent-

wickelten Sitze unerlisslich scheint, eine Figur, oder operirt man,
was noch bequemer ist, mit einem Modelle des Tkosaeders, auf welchem
man die verschiedenen Fundamentalbereiche abgrenzt und die zu-
gehorigen Benennungen eintragt, so kann mab natiirlich sofort alle

- Qperationen ablesen, welche irgend eine Untergruppe der lkosaeder-

gruppe ausmachen. Man hat nur diejenigen Fundamentalbereiche zu
markiren, welche aus dem Bereiche 1 durch die Operationen der Unter-

gruppe hervorgehen®).

~

#) 7. B. finde ich fiir die Tetraedergruppe, welche die gerade angegebene
Vierergruppe umfasst:
1, T, STS, seTs, SIS, S¢TS%,
U, TU,S8TSU, SSTSU, S*TSU, 8T8 U.

,i\.\;‘
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Es eriibrigt noch, dass wir U, wie in Aussicht gestellt, durch
eine Combination von S und T erzeugen. Wir unterwerfen zu dem
Zwecke etwa den Fundamentalbereich S3TS? der Operation T. So
entsteht ein Fundamentalbereich S3TS2T, der einem der Fiinfecke der
unteren Hilfte angehort. Aber denselben Bereich haben wir bisher
(wie ein Blick auf die Figur zeigt) TS*U genannt. Daher ist:

. S:TS*T = TS*U.

In dieser Gleichung betrachten wir U als die Unbekannte. Wir losen
die Gleichung, indem wir auf beiden Seiten ‘linker Hand zunichst mit
T und dann mit S multipliciren, und dabei T? =1, S° =1 beriick-
sichtigen. Auf solche Weise kommdt:

U= S*TS*TS*T,

und dies ist die von uns gewiinschte Relation.

§ 13. Erzeugung der anderen Rotationsgruppen.

Was die Erzeugung der anderen Rotationsgruppen angeht, so
kann dieselbe ohne Weiteres mit denselben Mitteln erfolgen, die wir
jetzt beim Ikosaeder in Anwendung brachten. Aber bei den ersten
derselben, den cyclischen und den Dieder-Gruppen, liegt die Sache
noch so einfach, dass wir keiner besonderen Methode bediirfen, und
bei Tetraeder und Oktaeder ziehen wir in der Folge vor, eine Er-
zeugung zu benutzen, die der friher angegebenen Zerlegung dieser
Gruppen parallel lduft. Ich stelle die betreffenden Resultate, die leicht
ou verificiren sind, hier ohne besondere Ableitung zusammen.

Was zunichst die cyclischen Gruppen angeht, so werden deren
Operationen celbstverstindlich durch die Symbole:

Sk, (f"=07 1,2, ("—1))’

gegeben sein, wo S die Drehung durch den Winkel 27” bedeutet. Wir
erhalten die Gruppe der Dieders, wenn wir irgend eine Umklappung T
um eine der Nebenaxen des Dieders hinzunehmen, und also den Opera-
tionen S die anderen:

. SeT, (w=10,1,2,-~ (0 — 1),

hinzufiigen. Insbesondere stellen sich jetzt die Operationen der Vierer-
gruppe (in Uebereinstimmung mit der soeben gemachten Angabe) durch
folgendes Schema dar:

¥

1,8, T,-ST.
Von dgr Vierergruppe steigen wir nunmehr zur Tetraedergruppe auf, in-
dem wir irgend eine der zugehorigen Drehungen von der Periode 3, die

. R
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wir U nennen wollen, hinzunehmen. Die 12 Drehungen des Tetraeders
werden dann durch folgende Tabelle gegeben:
1, S8, T, 87T,
U, Su, TU, STU,
Ue, SU, TU?, STU™
Endlich bekommen wir die 24 Drehungen der Oktacdergruppc,
indem wir den 12 hiermit aufgeziihlten Drehungen noch die anderen
12 hinzufiigen:
: v, sv, IV, STV,
vv, SUv, TUV, STUYV,
Uzv, SU*vV, TU*V, STU®V.
Hier bedeutet V wrgend cine Oktaederdrehung, die nicht in der

Tetraedergruppe enthalten ist, z. B. eine Drehung von der Periode 4
um eine der Oktaederdiagonalen.

Wir schliessen hiermit diese vorldufigen Betrachtungen. Thre Auf-
gabe war, an relativ elementaren geometrischen Gebilden die Begriffe
der Gruppentheorie in solcher Form einzufiihren, dass die gruppen-
theoretische Ueberlegung und die geometrische Anschauung fortwihrend
ineinander greifen.

NN



Kapitel L.
Einfihrung von (z + iy).

§ 1. Erster Ansatz und Uebersicht der Entwickelungen
dieses Kapitels.

Das entscheidende Moment fiir den Fortgang unserer Gedanken-
entwickelung ist jetzt dieses, dass wir dieselbe Kugel, welche wir
vorhin den Gruppen von Drehungen ete. unterwarfen nnd auf der wir
die zugehorigen Punktgruppen und Fundamentalbereiche studirten,
nunmehr als Triigerin der W erthe einer complexen Variabelen z==(x+1¥)
betrachten. Diese von Riemann herrithrende Vorstellungsweise, welche
guerst von Hrn. C. Neumann in seinen ,,Vorlesungen tber Riemann’s Theorie
der Abel'schen Integrale® ausfiihrlich dargelegt wurde*), ist heutzutage
bekannt genug, so dass ijch unmittelbar von ihr Gebrauch machen

kann; iibrigens sind die im folgenden Paragraphen mitgetheilten Formeln
an sich hinreichend, um in die Theorie einzuftihren.

Auf Grund der somit eingefiihrten Reprisentation erscheint das
einzelne bisher von uns betrachtete Punktsystem durch eine algebraische
Gleichung [(z) =0 defimrt, wobei der Grad von f mit der Zahl der
Punkte iibereinstimmt, sofern nicht etwa einer dieser Punkte in z=00

hineinriickt, was sich in bekannter Weise durch Erniedrigung des
Grades um eine Einheit kund gibt. Wir fragen, welche Eigenschaften
diese Gleichungen dem Umwstande entsprechend besitzen, dass die durch
sie reprasentirten Punktgruppen bei gewissen Drehungen der Kugel,
oder auch bei gewissen Spiegelungen etc., in sich fibergehen.

In dieser Beziehung haben wir sunichst das fundamentale Theorem,
welches ich sogleich eingehender begrinden und pricisiren werde,

*) Leipzig, 1865. — Man vgl wegen der allgemeinen Auffassung Riemann’s
meine Schrift: Ueber Riemanw’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer
Integrale (Leipzig, 1882), vgl. andererseits, was den Zusammenhang dieser Ein-
fiilhrung von (& <+ 1Y) mit der projectiven Auffassung der Flichen zweiten Grades
angeht, meine noch dfter zu nennende Arbeit , Ueber bindre Formen mit linearen
Transformationen in: sich selbst® im 9. Bande der Mathem. Annalen (1875), ins-
besondere pag. 189 daselbst.




30 1, 2. Einfiihrung von x -} {v.

dass néimlich jede Drehung der (x 4 1y)- Kugel um thren Mittelpunkt
durch eine lineare Substitution von z:

’ oz

@ | =g

repriisentirt wird. In der That sind das z, welches wir auf der ur-
spriinglichen Kugel, und das 2’, welches wir in genau derselben Weise
auf der gedrehten Kugel mit seinen complexen Werthen ausgebreitet
denken konpen, vermoge der Zusammengehorigkeit der beiderlei Kugel-
punkte .ausnahmslos ein-eindentig, und itberdies, da die Beziehung
der beiden Kugeln eine conforme ist*), analylisch auf einander bezogen;
sie hingen also auf Grund bekannter Sitze**) linear von einander ab.
Genau so erkennt man, dass den Spiegelungen und sonstigen inversen
Operationen (die aus der Zusammensetzung einer Spiegelung mit be-
liebigen Drehungen erwachsen) Formeln der folgenden Art entsprechen:

" »_ ezt B
(2) & = vz _}_E ’
wo z den conjugirt imaginiren Werth (z — 7y) von z bedeutet. Unsere
Gleichungen f(2) = O haben also dic Eigenschaft, bei eimer Gruppe linearer
Substitutionen (1) oder auch ev. bei einer erweiterten Gruppe, die neben
Substitutionen (1) eine entsprechende Anzahl von Substitutionen (2) enthalt,
ungeindert zu bleiben™***).

Ich muss nun gleich des analytischen Hiilfsmittels gedenken,
welches sich bei der Aufstellung der Gleichungen f(#) = 0 und beim
Studium ihrer wechselseitigen Beziehungen wie von selber aufdringt,
und das, vermdge seiner grisseren Vielseitigkeit, in mannigfachem
Betracht iiber die bisherigen, geometrisch anschaulichen Ueberlegungen

*) Sie ist sogar eine comgruente, da ja die entsprechenden Punkte beider
Kugeln durch Drehung mit einander zur Deckung gebracht werden konnen.

#%) Leider findet man die hier in Betracht kommenden Fundamentalsitze der
Functionentheorie in den Lehrbiichern in der Form entwickelt, dass die conforme Ab-
bildung, welche durch die Functionen vermittelt wird, immer nur beiliufig in Be-
tracht gezogen ist; es ist also fiir unsere Zwecke jedesmal eine gewisse Umstellung
und Combination der explicite gegebenen Beweise erforderlich, die aber dem Leser
nicht schwer fallen kann, da es sich bei uns jedesmal nur um ganz elementare
Verhiltnisse handelt. )

##%) Dag Gleiche gilt natiirlich von den Gleichungen F'(s) = 0, welche zu-
sammenfassend mehrere der im Texte betrachteten Punktgruppen reprisentiren.
Man kann diese Gleichungen F (2) = 0 als Verallgemeinerung der reciproken
Gleichungen der niederen Analysis betrachten, insofern letztere ja aunch bei einer
bestimmten Gruppe linearer Substitutionen, nimlich bei der einfachen Gruppe:

’ ,
Z=1z,7 =

%, ungefindert erhalten bleiben.
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|
hinausfihrt. Es sind dies die homogenen Variabelen. Indem wir 2z durch
2, : 2, ersetzen, spaltet sich die Substitution (1)*(und analog jede Sub-
stitution (2)) in zwei getrennte Operationen:

(3) {21: = azl + 62‘27
g =yz + 02,

wo nun der absolute Werth der Substitutionsdeterminante (a«d — By)
von besonderer Wichtigkeit sein wird. Statt der Gleichungen f(&)=0

z . . - . . .
oder f (—z’-, 1) — 0 werden wir dann, indem wir mit einer geeigneten
2

Potenz von z, multipliciren, die Form f(z,, 2,) zu betrachten haben.
Diese Form hat immer (was ein erster Vortheil der homogenen Schreib-
weise ist) denselben Grad, wie die zagehorige Punktgruppe, indem
das Auftreten des Punktes z = oo jetzt durch einen Factor 2z, von f
indicirt ist. Wir erkennen zugleich, dass mit dem Uebergange zur
Form f eine neue Unterscheidung gesetzt ist. Denn bei den Sub-
stitutionen (3) braucht f micht absolut ungeiindert zu bleiben, es kann
sich um einen Factor indern, und es wird sich darum handeln, diesen
Factor zu bestimmen. Hieriiber hinaus aber gewinnen wir, indem wir
die formentheoretischen Betrachtungen voranstellen, den Anschluss an
diejenige wichtige Disciplin der modernen Algebra, welche man als
Tnvariantentheoric der biniren Formen bezeichnet; dieselbe wird uns in
den complicirteren Fallen behilflich sein, um aus einer Form f alle
anderen in einfacher Weise abzuleiten. Ich nenne gleich das Resultat,
in welchem die hiermit geschilderten Betrachtungen culminiren (siehe
den vorletzten Paragraphen dieses Kapitels). Es ist dieses, dass fiir
jede unseren Rotationsgruppen entsprechende Gruppe von linearen Substitu-
tionen (1) eine zugehirige rationale Function:

4) Z=R()

gefunden wird, welche die verschiedenen zur Gruppe gehiorigen Punktgruppen
repriisentirt, indem man sie emer wechselnden Constanten gleichsetzt. Aber
zugleich gewinnen wir, indem wir jene Substitutionsgruppen ete. wirk-
lich aufstellen, eine Reihe neuer Probleme, an welche spiter die weiter-
gehende Entwicklung anzukniipfen haben wird®).

*) Man vergleiche durchweg die bereits genanute Arbeit: Ueber bindire Formen
mit linearen Transformationen in sich selbst, im 9. Bande der Math. Annalen (1875).
Ts ist dort zum ersten Male der Gedankengang, der nun in den Entwicklungen des
ersten und zweiten Kapitels des Textes zur ausfihrlichen Darlegung gelangt, in seinen
Grundziigen angegeben. Die hauptsichlichen Resultate hatte ich bereits im Juni
1874 der Erlanger physikalisch-medicinischen Gesellschaft mitgetheilt (ef. Sitzungs-
berichte derselben).
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§ 2. Ueber diejenigen linearen Transformationen von (z + 1Y), welche
den Drehungen®um den Kugelmittelpunkt entsprechen.

Sei die Gleichung unserer Kugel bezogen auf ein rechtwinkliges
centrales Coordinatensystem:

®) g4+ =1

Wir fiihren dann die complexe Grosse z =2 + iy etwa in der
Weise ein, dass wir (z 4 iy) zuniichst in gewdhnlicher Weise in der
gy-Ebene (der Aequatorebene) deuten und diese Ebene sodann durch
stereographische Projection vom Pole E=0,m=0, {=1 aus mit
der Oberfliche der Kugel in ein-eindeutige Beziehung setzen. Man ge-
winnt so die Formeln: :

(6) x=1—_§,_—§'7 yz’ri_g-; x+2y=51_‘__127
oder auch: '

_ %z %Y _ —itz e
(7) E,—— 1+x2+y2777_" 1+!E2+‘y2’ g‘_‘ 1+x2+y“’

Da wir vor allen Dingen jene linearen Substitutionen von z be-
stimmen wollen, welche den Drehungen der Kugel entsprechen, so
interessiren uns die diametralen Punkte der Kugel als solche (insofern
von ihnen immer ein Paar bei jeder Drehung festbleibt). Um bezlig-
lich derselben einen vorliufigen Satz abzuleiten, substituiren wir
(6) statt &, n, § deren negative Werthe. Dann kommt fiir den diame-
tralen Punkt:

’ .7
"L‘———Q,y=

und also durch Multiplication mit dem Werthe (6) von (z - iy), mit
Riicksicht auf (5):

(8) @4y @ —w)=—1
oder auch, indem wir (z - 1y) = ret? setzen:
9) x + iy = % . eily+ .

Diametrale Punkte erhalten also Argumente, deren absolute Betrége reciprok
sind, wihrend die Amplituden um differiren.

Wir betrachten nun zunichst den Fall, dass um die Axe 0 — o©
(Welché senkrecht zur Aequatorebene steht) durch einen Winkel «
gedreht wird, und zwar mag diese Drehung, wenn man von -aussen
auf den Punkt oo (den wir uns oberhalb der Aequatorebene ge-
legen denken) hinabblickt, entgegen 'dem Drehsinne des Uhrzeigers
stattfinden. Ein Punkt, der urspriinglich das Argument 2z hatte, wird
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nach der Drehung das Argument 2" besitzen. Wir fragen, wie 2z’ mit 2
zusammenhingt. Offenbar in derselben Weise, wie (£ 4+ in") mit
(¢ + ¢n), wenn wir die {n-Ebene (die Aequatorebene) in der ange-
gebenen Weise drehen, denn der Nenner (1 — §) in den Formeln (6)
bleibt bei der Drehung ungeindert. Nun haben wir aber fiir die ge-
nannte Drehung der £7-Ebene, wenn wir, wie iiblich, die positive
- Axe nach rechts, die positive 7-Axe von uns weg sich erstrecken

lassen: , )
' £ =E-cosa—17-snae,
7' =Et-sine+ - cosa,
oder
. £+ in" = (cos « + ¢sin &) (§ + 7).
Daher kommt in bekannter Weise:
(10) g =é°. 2.

Wollen wir nun analog eine Drehung durch den Winkel « dar-
stellen, bei der die Punkte £, 5, § und — §, — %, — £ auf der Kugel
fest bleiben, und bei welcher der erstere Punkt dieselbe Rolle spielt,
wie vorhin der Punkt oo,—sgo dass also, wenn wir auf £, %, § von aussen
hinblicken, die Drehung entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers ge-
schieht —, so haben wir in (10) statt 2, resp. 2" eine solche lineare
Function von z, bez. 2° zu setzen, welche in &, %, { unendlich wird

und in — ¢, — 1, — § verschwindet. Eine solche lineare Function ist
allerdings nur bis auf einen Factor bestimmt; sie lautet in allgemeinster
Form: "
i 17
| .2 T
i p—ttin’
1—¢

aber es ist unnbthig, diesen Factor noch durch irgend eine Fest-
setzung genauer zu bestimmen, weil er aus der aufzustellenden Formel
! ohnehin herausfallen muss. In der That erhalten wir, indem wir statt z
unseren neuen Ausdruck in (10) eintragen, unabhingig von C:

’ §+1«’I1 §+27Z
L T SO N 5 3
it it

1—¢ 11—

oder nach leichter Umsetzung:
(A1) (T LD CEin 5 Qb tEtin)
gl —5H—@E+1in) (1 —§—@E+
Dries also ist die gesuchte allgemeine Formel fiir eine beliebige Drehung.
Lost man sie nach £” auf, so wird es bequem, folgende Abkiirzungen

einzufiihren:
Klein, Gleichungen 5. Grades. 3
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(12) Esin—;—=a, ns'm%—=b, gsin—;— ==c, cos%=d,
wobei ersichtlich:
(13) a4+ E+dP=1

Man erhilt dann ndmlich die einfache Form:
’ d+41c)z — (b —ia) ¥
(14) &= Eb::-—iiz))z-i—((d —ic; ).

Wir haben, wie wir von vornherein beachten mdgen, auf solche
Weise fiir jede Drehung der Kugel zwei Formeln erhalten. Die Drehung
bleibt nimlich ungeiindert, wenn wir den Drehwinkel « um 2z ver-
mehren. Dies aber hat nach Formel (12) zur Folge, dass alle 4 Grossen
a, b, ¢, d ihr Vorzeichen wechseln. Es entspricht dies dem Umstande,
dass die Substitutionsdeterminante von (14) gleich a* 4 b* + ¢* 4 d?,
also nach (13) gleich 1 wird, was hinsichtlich der Vorzeichen der a, b, ¢, d
gerade noch eine doppelte Moglichkeit frei lisst.

Zugleich haben wir eine bequeme Regel gewonnen, um den Cosinus
des halben Drehwinkels einer Rotation, die in der Gestalt

,__ Az + B
— Cz+ D
gegeben ist, zu berechnen und dadurch die Periodicitit dieser Substi-
tution (sofern es sich um eine periodische Substitution handelt) zu
beurtheilen. Denn augenscheinlich kommt durch Vergleich mit (14):
o A+ D

(1%) S Ry T2

§ 3. Homogene lineare Substitutionen. Zusammensetzung derselben.

Wir wollen jetzt, wie es in § 1 schon in Aussicht genommen
wurde, Formel (14) in zwei homogene lineare Substitutionen spalten,
indem wir einfach schreiben:

g = (d + ic) 5, — (b — ia) 2,
(16) 2, = (b+ia)z + (d —ic) 2.
Hier bedeuten die a, b, ¢, d nach Formel (12) zunichst beliebige reclle
Grossen, welche der Bedingung
A+ b+t d=1

unterliegen. Inzwischen konnen wir bemerken, dass dieselbe Formel
unter Aufrechterhaltung dieser Bedingung, sofern wir nur a, b, ¢, d

" %) Man sehe die Notiz von Cayley im 15. Bande der Math. Annalen (1879):
On the Correspondence of homographies and rotations, wo diese Formel zum ersten
Male explicite aunfgestellt ist.
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beliebiger complexer Werthe fihig denken, zugleich die allgemeinste
binire lineare Substitution von der Determinante 1 vorstellt. Hier-
durch gewinnen die Zusammensetzungsformeln, die wir sofort aufstellen
werden, eine allgemeinere Bedeutung, die allerdings in den Entwick-
lungen, auf die wir uns hier beschrinken miissen, nicht weiter zur
Geltung kommt.

Um die in Rede stehenden Zusammensetzungsformeln abzu-

leiten, sei: .
{21’ = (d+ic)s — (b —ia) 5,
7 = (b + ia) 2, + (d — ic) 2,
eine erste Substitution, und ebenso
- {z — (@ i)y — O — i)z,
. 2/ =¥ +ia") g + (@ —id) 7,
eine zweite. Wir erhalten die durch Zusammensetzung entstehende Sub-
stitution ST, indem wir 2/, 2, swischen beiden Formelsystemen eliminiren.
Natiirlich setzen wir das Resultat wieder in die Form (16), schreiben
also etwa:
51” = (d" + iC") & - (b" - ia”) 23,
2 =" 4+ ia") g + (@ —ic") 2.

s

Dann ergiebt die directe Vergleichung das folgende einfache Resultat:
a” = (ad’ + a'd) — (bé’ — b'¢),
V' = (bd’ 4+ b'd) — (ca’ — c'a),

(17_) ¢ = (cd + ¢'d) — (ab —a'b),
d" = —aa’ — bb — c¢c’ 4 dd'.

Wir haben dabei, wie man beachten mag, die symbolische Bezeichnung
ST in demselben Sinne verwandt, wie im vorigen Kapitel, indem .wir
zuerst die Substitution S, dann die Substitution 7' anwandten.

Die Formeln (14), (16), (17) werden wir sofort bei der Aufstellung
der Substitutionsgruppen verwenden, die nunmehr den Rotationsgruppen
des vorigen Kapitels entsprechen. Vorher jedoch miissen wir der Be-
deutung gedenken, welche diese]ben Formeln in allgemeinerem Sinne
beanspruchen. Dass es richtig sei, bei der Behandlung der Drehungen

um einen festen Punkt die Parameter a, b, ¢, d des vorigen Para-

graphcn (oder doch jedenfalls ihre Quotienten %, %, %) einzufiihren,

hat Euler bereits gefunden*). Inzwischen scheint es, dass die Zusammen-
setzungsformeln (17) noch lange unbekannt blieben, bis sie von Ro-

*) Novae Commentationes Petropolitanae t. 20, pag. 217,
3*
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drigues*) (1840) entdeckt wurden. Dieselben Formeln hat dann Hamillon
seinem Quaternionencalcul zu Grunde gelegt**), ohne zunichst ihre Be-
deutung fiir die Zusammensetzung von Drehungen zu kennen, die bald
darauf von Cayley hervorgehoben wurde***). Aber die Beziehung dieser
Formeln zur Zusammensetzung binirer linearer Substitutionen blieb da-
mals noch unbemerkt; Hrn. Laguerre gebiihrt das Verdienst, diesen Zu-
sammenhang zuerst von der formalen Seite her erkannt zu habent). Eine
reale Bedeutung hat derselbe erst durch die Riemann’sche Interpretation
von ( + iy) auf der Kugel und insbesondere durch Cayley's Formel (14)
erhalten 7).

§ 4. Uebergang gu den Substitutionsgruppen. Die cyclischen Gruppen
und die Diedergruppen.

Wir schreiten nunmehr dazu, die homogenen linearen Substitu-
tionen von der Determinante 1 aufzustellentit), welche im Sinne der
Formeln (14), (16) den frither untersuchten Rotationsgruppen ent-
sprechen. Natiirlich sind die Substitutionen, welche wir in solcher
Weise gewinnen, wegen des doppelten Vorzeichens der Parameter
a, b, ¢, d, doppelt so zahlreich als die Rotationen, von denen wir aus-
gehen. Die Substitutionsgruppe ist also zuvorderst mit der Rotations-
gruppe hemiedrisch isomorph; die Frage, ob wir die Substitutionsgruppe
nicht derart einschriinken oder modificiren konnen, dass holoedrischer
Isomorphismus eintritt, soll erst in einem spiteren Paragraphen unter-
sucht werden.

*) Journal de Liouville, 1. série, tome V. Des lois géométriques qui régissent

le déplacement etc.

*#) In der That, betrachten wir die Quaternionen ¢, ¢':

’ g=ai+bjt+ck+d, ¢ =ai+bjtck+4d,
80 isp das Product derselben ’

gg' =q" =a"i+b"j+ " k+a"

genau durch die Formeln (17) des Textes gegeben. Es ist interessant, hier die
ersten Mittheilungen von Hamilton dber seinen Quaternionencalcul, insbesondere
seinen Brief an Graves im Philosophical Magazine 1844, 2, p. 489 zu vergleichen.

**+) Philosophical Magazine 1843, I, pag. 141.

+) Journal de I'Ecole polytechnique, cah. 42 (1867): Sur le calcul des systémes
linéaires. .

+1) Vgl. namentlich auch Hrn. Stephanos’ Abhandlung: Mémoire sur la repré-
sentation des homographies binaires par des points de Uespace avec application a
Vétude des rotations sphériques, Math. Annalen Bd. XXII (1883), sowie auch dessen
Note: Swr la théorie des quaternions {ebenda).

4+41) Oder auch, wie ich im Folgenden kurz sagen werde, wo kein Missver-
stindniss zu befiirchten ist: die ,homogenen Substitutionen* schlechthin.
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Was die allgemeinen Regeln angeht, deren wir uns bei Aufstellung
der Substitutionsgruppen bedienen werden, so werden wir natiirlich
jeweils dem Coordinatensysteme eine moglichst einfache Lage ertheilen
und iibrigans auf die Sitze recurriren, die wir in § 12 und 13 des
vorigen Kapitels betreffs der Erzeugung der einzelnen Rotationsgruppen
aufgestellt haben.

Bei den cyclischen Gruppen und den Diedergruppen ist die Sache
noch so einfach, dass wir die Formeln ohne Weiteres hinschreiben
konnen. Es scheint am bequemsten, die beiden bei diesen Gruppen in
Betracht kommenden Pole mit den Punkten z =0 und &= oo zu-
sammenfallen zu lassen. Dann hat man fiir die Drehungen der cyclischen
Gruppe:

.o « 2k
a=b=0, c=sin3, d=cos5, a=——,

und also fir die 2n homogenen St‘bbstitutiomn- der cyclischen Gruppe:

l'k_ﬂ —ikn
(18) zl/:eﬁ .21, 32’__=e n ,22‘ (k=0 1’...(2”,_1))'

Sollen wir jetzt zur Diedergruppe tibergehen, so werden wir eine
der Nebenaxen etwa so wihlen, dass sie mit der £-Axe unseres
raumlichen Coordinatensystems coincidirt (also die Kugelpunkte

z= 41 und z= — 1 verbindet). Wir finden fiir die zugehorige
Umklappung:
(19) g =18, 8 =+ iz,

und also durch Verbindung mit (18) fiir die 4n homogenen Substitu-
bionen der Diedergruppe:

ikw — ik
14 ’
g =€ " 2,8 = ¢ " -2z;
(20) { —ikn ik (k =0,1 - (2n— 1))_
g, =1ie " 2,2 =i " -g.

Dem deppelten Vorzeichen von (19) ist in diesen Formeln bereits
Rechnung getragen, indem wir k nicht bloss von O bis (n — 1), son-
dern von O bis (21 — 1) laufen lassen.

Insbesondere haben wir, wie wir ausdriicklich angeben wollen, fiir
die Vierergruppe die folgenden 8 homogenen Substitutionen:
1)

’

{ g = # g, 8 =(—1)g;
— A\ — 3
g =—(—10) 5, 2 = v 2.

(k=0,1, 2, 8)
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§ 5. Die Gruppen des Tetraeders und des Oktaeders, |

Beim Tetraeder und Oktaeder werden wir zweierlei Lagen des
Coordinatensystems unterscheiden. . Das eine Mal lassen wir, was am
natiirlichsten scheint, die drei Coordinatenaxen £, ¢, { unteres rium-
lichen Coordinatensystems einfach mit den Oktaederdiagonalen zu-
sammenfallen. Das zweite Mal drehen wir das so gewonnene Coor-
dinatensysten um seine {-Axe durch 45° damit namlich, was spéter
Vortheil bietet, die £{-Ebene mit einer Symmetrieebene des Tetraeders
coincidirt.

Beginnen wir mit der Betrachtung der ersteren Lage. Wir kdnnen
dann zur Darstellung der Vierergruppe unmittelbar die eben hin-
geschriebenen Formeln (21) benutzen. Indem wir uns sodann betreffs
der Erzeugung der Tetraeder- und Oktaedergruppe der Angaben er-
innern, die wir in § 13 des vorigen Kapitels gemacht haben, werden
wir zundchst die homogenen Substitutionen bilden, welche den beiden
Drehungen (U und U?) von der Periode 3 um eine der Diagonalen
des zugehorigen Wiirfels entsprechen. Offenbar erhalten 2 diametrale
Ecken des Wiirfels die Coordinaten:

1
und da Ve
T 1 27 . T 3 . 27
COS?—?——COST,Slng——T—Sm—a—

ist, so erhalten wir fiir die homogenen Substitutionen, bei denen diese
beiden Ecken fest bleiben (unter Beiseitelassung des auch hier wieder
_ auftretenden doppelten Vorzeichens): .

Entsprechend haben wir die beiden Substitutionen:

,_(il—}—i)z,—(l—z}z, ’__(1+i)zl+(j:1_i)22

= 5 = 5 .
Indem wir sie mit den Substitutionen (21) nunmehr in ggeigneter
Weise combiniren, erhalten wir fiir die rechten Seiten der 24 homogenen
Tetraedersubstitutionen die folgenden Paare linearer Ausdriicke:

FA )

~

*ez, (— ) g;

S T
(22) i)c'(il'l'i)zx —(1—1)z (_z')k_(1+i)zl + (‘*_'1_".)52,
2 4 9 )
o AFDn + 1D 1D — 1—0s
(_@). 2. .
2 ? 2

(k=o0,1, 2, 3). b
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Wir gehen zur Oktaedergruppe iiber, wenn wir noch eine Drehung V'
durch % am eine der 3 Coordinatenaxen, etwa um die ¢-Axe, hin-

zunehmen. Fir eine der beiden entsprechenden homogenen Substitu-

tionen haben wir augenscheinlich:

(28) ' g = 11;2—1 N 1V27i N '
Dementsprechend erhalten wir die rechien Seiten der 24 in der Tabelle

(22) noch fehlénden homogenen Oltaedersubstitutionen, indem wir von den 24

in diese Tabelle aufgenommenen linearen Ausdriicken den links stehenden

jedesmal mit 14 , den rechts stehenden mit IV_; multipliciren.

Ve

Es wird unnothig sein, die neu entstehenden Ausdriicke hier
noch besonders hinzuschreiben.

Was jetzt die sweite Lage des Coordinatensystems gegen unsere
Configurationen betrifft, so geniigt es, um die auf sie beziiglichen Sub-
stitutionsformeln zu haben, in den gerade gewonnenen Formeln (22),
(23) etc. der Coordinatentransformation Rechnung zu tragen, welche
von der ersten Lage zur zweiten hintiberfiihrt. Bei einer solchen

Coordinatentransformation wird das urspriingliche % durch - ti A

2 Ve &

und natiirlich gleichzeitig das urspriingliche % durch }V_*?;z i er-
2y Zg

setzt*). Man beachte noch, dass 1—1;%1% =1 ist. Wir erhalten

so nach kurzer Ueberlegung die Regel:

Wollen wir die Substitutionsformeln haben, welche der meuen Lage
des Coordinatensystems entsprechen, so mussen wir bei den in (22) links
stehenden Ausdriicken das 2, ungedndert lassen und das 2, durch 11723 -2,

ersetzen, dagegen tn den ebenda rechts stehenden Ausdriicken das 2ysdurch

147 - 2, ersctoen und das 2, ungedndert lassen.

Ve

Bei dem ganz elementaren Charakter dieser Operation unterlasse
ich es wieder, die entstehenden Ausdriicke explicite anzugeben.

§ 6. Die Ikosaedergruppe.

Es bandelt sich jetzt um die homogenen Substitutionen des Iko-
gaeders. Wir wollen zu dem Zwecke dem Tkosaeder eine solche Lage

*) Indem wir pimlich die Drehung durch 90° um die Of-Axe in positivem
Sinne vor sich gehend denken.
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gegen das Coorciinaten*system ertheilen, dass jene Drehung durch 2—:—,
welche wir frither (§ 12 des vorigen Kapitels) mit S bezeichneten, in
positivem Sinne um die §-Axe geschieht, wihrend gleichzeitig die
Querlinie, um welche die Umklappung U (siche ebenda) statt hat, mit
der y—Axe coincidirt. Dann haben wir den Operationen S, U entsprechend
sofort folgende Substitutionen:
S: ‘z1’ =+ &,

7 =1 &4;
U: {21' =+ g,

7y = + 2,
welche zusammengenommen die zur verticalen Ikosaederdiagonale ge-
horige Diedergruppe erzeugen®). Unter ¢ ist dabei, wie immer in der
Folge, die fiinfte Einheitswurzel:
(25)

verstanden.

24)

R
£=€5 .

i Unsere Festsetzung hinsichtlich der Lage des Coordinatensystems
! lasst hinsichtlich der Umklappung 7, die wir nun noch in Betracht zu
ziehen haben, eine doppelte Moglichkeit zu. Die Axe von T kann
innerhalb der £f-Ebene noch entweder durch den ersten und dritten
Quadranten des Coordinatensystems £¢ hindurchlaufen, oder durch den
zweiten und vierten. Wir wollen festsetzen, dass das letztere der Fall
sein soll. Verstehen wir dann unter y den spitzen Winkel, den besagte
Axe mit Of einschliesst, so wird einer ihrer beiden Endpunkte die
‘Coordinaten erhalten:

E=—siny, =0, {=rcosy,
und es werden also nach (12) (da es sich um eine Drehung durch 180°
handelt) die Parameter der zugehorigen Drehung:
‘ a=-Fsny, b=0, ¢c=—4cosy, d=0,
wo, wie immer in diesen Formeln, die oberen und die unteren Vor-
zeichen zusammengehdren. .

Es fragt sich jetzt, wie wir den Winkel y berechnen. Ich will
zu dem Zwecke auf die Parameter von § (24):

. n k4
"=b =0, ¢/=H4sin, d=Hcos¢

und auf die Zusammensetzungsformeln (17) zuriickgreifen. Auf Grund
dieser Formeln findet sich fiir den Parameter d” der Operation ST

*) Dieselbe ist hier auf ein etwas anderes Coordinatensystem bezogen, als in
Formel (20).

4

B .
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4" = —aa’ — bb’ —cc’ + dd’
=t cosy- sip%-
Nun hat die Operation ST (wie ein Blick auf die Figur des Tkosaeders
zeigt) die Periode 3, es muss also d” mit - cos 1;— = —+ ;— iiberein-

stimmen. Wir gewinnen somit, wenn wir fioch beachten, dass cos y
positiv sein soll:
T i
5 2’
oder, wenn wir wiederum die Einheitswurzel & einfithren und beriick-
sichtigen, dass

(52——53)(64—s)=£+e“—£2——£3="/5

4

cos y - 8in

ist: e &

cos y =~ 7=

und hieraus, wieder unter Annahme des positiven Vorzeichens:
g2 —¢®

V5

Wir tragen nunmehr diese Werthe in die eben gegebenen Ausdriicke
a, b, ¢, d ein und greifen tibmgens auf die Formeln (16) zuriick. Dann
haben wir schliesslich fir die beiden homogenen Substitutionen, welche der
Drehung T entsprechen: ’

sin y =

Vb2 =+ (e — &) e+ (& — &) 22;
Vo8 =+ (& — &) L+ — )4
Aus (24), (26) bilden wir jetzt sofort die gesammten Ikosaeder-

gubstitutionen. Wir brauchen uns nur zu erinnern, dass wir frither
die Tkosaederdrehungen in folgende Tabelle gebracht haben:

S+, SeU, S+ TS, S*TSU, (w, v==0,1, 2,3, 4).
Dementsprechend  erhalten wir fir die 120 homogenen Tkosaedersub-
stitutionen:

(26) T:

[ 3
S#:{Zl =+t &4,

B =

e
S« U: {31 =+ & 5,
7 = 4 & 43

VB_ ) 21’=i & <_(5 — &) g + (52_53) g '52)a
)

Vgt & (- (&) o (6 — ) );

o, VB =T & (HE— oAt (6 — &) &% -2),

1/5_~ 2, =+ & (—(e — &) ez + (62— &%) £24 . 2,)

(27)

s
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Ich will noch auf die einfache Regel aufmerksam machen, ver-
moge deren sich hier (wie auch schon in den friheren Fillen) die
Periodicitit der einzelnen Drehubg auf Grund von Formel (15) be-
stimmt. Wir erhalten vermoge dieser Formel fir den Drehwinkel «
einer Drehung S*T'S”:

o g4 Su-3v _ 2u+t2Y
cos—:-=+ (e—e) (e 2 V5 : );
und analog fiir den Drehwinkel von SIS U:
83) (88,u+2v _ 8244-{-87)

2V5

Wir haben also bei S#TS* die Periode 2, wenn g 4+ ve=0, bet
S T8 U, wenn 3p + 2v =0 (mod. 5) ist.

Wir haben bei S<TS’ die Periode 3, wenn p+v =1t 1, bei
S T8 U, wenn 3u + 2v = + 1 (mod. 5) ust.
. In den 20 anderen Fillen S*T 8", bez. S+TS"U ist die Periode 5.
Hierzu tritt dann npoch, wie selbstverstindlich, dass alle S¥U die
Periode 2, alle S*, mit alleiniger Ausnahme von S° (der Identitit),
die Periode 5 haben. * )

—_— 2__
cos—%=+ (e

§ 7. Nicht-homogene Substitutionen. Inbetrachtnahme der erweiterten
Gruppen. '

Von den homogenen Substitutionen steigen wir natiirlich ohne
alle Rechnung zu den nicht homogenen Substitutionen hinab. Wenn
ich trotzdem hier die betreffenden Formeln in tabellarischer Zusammen-

-stellung gebe, so geschieht es, weil sich dieselben, unter V'garzicht auf

den bisher festgehaltenen festen Werth der Substitutionsdeterminante,
etwas zusammenziehen lassen und dadurch in der That sehr iibersicht-
lich werden. Wir finden fiir die nicht-homogenen Substitutionen:

1) bei den cyclischen Gruppen:

2ikn
(28) Z=e ™ -2, (k=011,'--(’n—1));
2) beim Dieder:
26k
2ikn e———
(29) d=e " -8, =——"F"") (¢ wie vorhin);

3) beim Tetraeder und erster Annahme hinsichtlich der Lage des

Coordinatensystems:
241 z2—1

’ . 1 . —1
(30&)2,=:t2, i};; "__{"_7"2-*_ ’+7"§+1’i_ 7 — 1 iz-}-i’

z—17 =
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gowie bei der anderen Annahme:

?

, i, G+9zd VR Ve cz—(1—9
(00) 5’ =5 b kT Gy Tk ok V2

) L A=zt 153 n VZ ce—(+9,
| TV a—a+a’ T a-dt Ve

4) beim Oktaeder unter analoger Unterscheidung der beiden Fille:

. & . .
, W, U o 2E1 z2—1 ., 24+t 4 F—1
(81a) & =12, -, z"-——z__l,z*-————z_*_l, ¢t

sowie:

G1b) o =iz, &, # LEDET Vo op VB =09

i V2 e——9’ : Q42+ Ve

ik_(l—i)z+ V2— o gk 1/2_'2——(1—}—1')'
Ve cz—a+9’ a—9st+ V2’

% hat hier jedesmal die Werthe 0, 1, 9, 8 zu durchlaufen;
5) beim Ikosaeder:

J

(32) ¢ s, T —(e —ey et @ =€)
z (52_58)5#.2_*_(5_54)

— 541'._L€_:8_’),E’L'ﬁi;(‘4:_€2
)

i

2
(e=e5 ; y,v==0,1,2,8,4).

Von diesen Formeln gehen wir nun auch sofort zu denjenigen
iiber, die den erweiterten Gruppen (wie wir uns in Kap. 1 avsdriickten)
entsprechen. Wenn wir nimlich die einzige Formelgruppe (30a) aus-
nehmen, so ist Gbrigens durchweg die £¢-Ebene unseres Coordinaten-
gystems eine Symmetrieebene der gerade in Betracht kommenden Con-
figuration. Nun konnen wir die erweiterte Gruppe dadurch erzeugen,
dass wir die Spiegelung eben an dieser Symmetriee.bene mit den
Drehungen der urspriinglichen Gruppe combiniren. Diese Spiegelung
ist aber analytisch durch die einfache Formel:

(33) =z

gegeben, wo 2 den conjugirten Werth der imagindren Grosse 2 bedeutet.
Daher werden wir Formeln fiir die Operationen der erweiterten Gruppen
erhalten, wens wir neben die Formeln (28) bis (32) (unter alleiniger

N
.
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Ausnahme von (30a)) immer auch die anderen stellen, in denen z durch 2
ersetel ist.

Ich schliesse diesen Paragraphen mit zwei kleinen historischen
Bemerkungen. Von den Substitutionsgruppen (28) bis (32) kommen
in der alteren Literatur, ausser den cyclischen Gruppen, die natiirlich”
iberall auftreten, hauptsachlich nur zwei Fille vor, nimlich die Dieder-
gruppe n = 3 und die Oktaedergruppe (31a). Ersterer Fall erscheint
dabei nur deshalb in etwas anderer Form, als in (29), weil auf der
#-Kugel ein anderes Coordinatensystem zu Grunde gelegt ist, fiir welches
derjenige grosste Kreis, den wir bisher als Aequator bezeichneten, mit
dem Meridiane der reellen Zahlen zusammenfallt und die Ecken des
Dieders die Argumente z=0, 1, o erhalten. Man findet so die
Formeln:
' g —z . 1—z S S S St 1

L1 y ? 11—z ? zg—1 ) z ’
welche, in der projectiven Geometrie, die 6 zusammengehorigen Werthe
des Doppelverhiltnisses und, in der Theorie der elliptischen Functionen,
(was im Grunde dasselbe ist) die 6 zusammengehorigen Werthe von
k* (dem Quadrate des Legendre'schen Moduls) verbinden. Die Gruppe
(31a) findet sich implicite an mehreren Stellen von Abel's Werken™).
Es handelt sich dort darum, die verschiedenen Werthe von %° an-
zugeben, die resultiren, wenn man ein vorgelegtes elliptisches In-
tegral erster Gattung durch lineare Substitution in die Legendre’sche

Normalform:
dx
V1 — 21— Fa?

transformirt. Abel bemerkt, dass sich diese verschiedenen Werthe
durch einen beliebigen derselben in folgender Weise darstellen:

o 1, (), (E), (205, (28

v # \Toyr ) N vE /T N VR Vi VE

Zieht man hier iiberall die vierte Wurzel und ersetzt V% durch 2, so
sind dies offenbar genau die Ausdriicke (31a).

§ 8. Holoedrischer Isomorphismus bei homogenen
Substitutionsgruppen.

" Was die Discussion der nunmehr gewonnenen Substitutionsgruppen
in gruppentheoretischem Sinne angeht, so wird es gentgen, hier auf

* Man sehe 2. B. & I, pa.é. 969 (der neuen Ausgabe von Sylow und Lte).

'*}\
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die analogen Untersuchungen unseres ersten Kapitels zu verweisen.
In der That sind ja unsere nicht-homogenen Substitutionsgruppen mit
den damals betrachteten Rotationsgruppen holoedrisch, die homogenen
wenigstens hemiedrisch isomorph, wobei noch ausdriicklich bemerkt
sei, dass unter den homogenen Substitutionen der ,identischen“ Rotation
allemal die beiden:

51:= 21} and 51:= - 51}

2 =2, CoBy = — &
entsprechen.

Hieriiber hinaus aber wollen wir uns mit einer Frage von aller-
dings verwandtem, aber doch nicht rein gruppentheoretischem Charakter
beschiiftigen, einer Frage, die wir schon oben andeuteten (§ 4), und
deren Beantwortung in der Folge fiir uns von, principieller Bedeutung
werden wird, Wir haben fiir eine Gruppe von N Drehungen jedesmal
2N homogene Substitutionen gefunden. ‘Wir fragen, ob wir unter
diesen 2 N Substitutionen nicht derart N, die eine Gruppe bilden,
herausgreifen konnen, dass holoedrischer Isomorphismus mit der Ro-
tationsgruppe statt hat, — oder ob wir einen solchen Jsomorphismus
nicht wenigstens dadurch erreichen konnen, dass wir der einzelnen
Substitutionsdeterminante, die wir bisher immer gleich + 1 genommen
haben, irgend einen anderen Werth ertheilen. .

Wir beginnen mit den Wiederholungen einer einzigen Drehung,
d. h. mit den cyclischen Gruppen, Wobei wir, um die Untersuchung
auch nicht scheinbar durch Einfihrung eines kanonischen Coordinaten-
systems einzuschrinken, ein ganz beliebiges Coordinatensystem zu
Grunde legen ‘wollen. Wir nehmen also etwa eine Drehung durch

—27—:1— , bei welcher ein beliebiger Punkt £, 1, § unserer Kugel fest bleibt.
Der zugehorigen linearen Substitution (16):

o — A+ i) — (b — i0)e,,
gy = (b+ia)s, + (d — ic)2

haben wir bislang die Parameter:
a=-+E& sin%—, ﬁ=—_l—nsin%, c=i§sin%, d=—_tcos—:—

beigelegt. Wir wollen statt ibrer, indem wir die Substitutionsdeter-
minante gleich @° mehmen, jetzt schreiben:

(34) a, = eEsin —’:7, b, =07 sin—:%, cl=9§sin—':7, d1=geos%-

Indem wir sodann auf die Zusammensetzungsformeln (17) recurriren,

1
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erhalten wir als Parameter fiir die k* Wiederholung unserer Sub-

stitution:
. k=x .k .k k
a=0g" - § sin—-, bh=0¢" 9 sm—:—, =0 §sm—;’:—, dir=0" cos—::—-

Wir verlangen jetzt — damit holoedrischer Isomorphismus mit der
zugehorigen Rotationsgruppe stattfindet — , dass die n* Wiederholung
unserer Substitution die Identitdt sei, dass also:

QGp="by, =€, =0, da=1
werde. Offenbar ist hierzu erforderlich:
o= — L.

Wir werden also dann und nur dann holoedrischen Isomorphismus zwischen
der Substitutions- und der Rotationsgruppe erzielen, wenn wir in (34) ¢ als
e Wurgel aus (— 1) einfiihren. Hiermit ist aber der Werth der Sub-
stitutionsdeterminante o° ebenfalls bestimmt oder doch auf wenige
Moglichkeiten eingeschrinkt. Ist n ungerade, so konnen wir ¢ = — 1
und also die Determinante gleich 4 1 nehmen. Ist aber n gerade,
so ist der Werth + 1 bei der Substitutionsdeterminante unzuldssig.
Insbesondere miissen wir, wenn n =2 ist, die Determinante gleich
— 1, die Grosse ¢ gleich +4-1¢ wihlen.

Betrachten wir jetzt die Diedergruppen. Wir haben bei ihnen
quniichst die Rotationen S# (mit S* = 1), denen wir, nach dem gerade
Gesagten, Substitutionen von der Determinante @*# entsprechen lassen
miissen, wo @" = — 1. Wir haben ferner die Rotationen S#T von
der Periode 2. Sicher werden wir, damit holoedrischer Isomorphismus
statt habe, die Substitution, welche T entspricht, mit der Determinante
(— 1) ausstatten. Nun multipliciren sich bekanntlich bei Zusammen-
setzung zweier Substitutionen deren Determinanten. Daher erhalten
wir fir S*T eine Substitution von der Determinante — @%#. Aber
diese selbst soll wieder, weil S#T die Periode 2 hat, gleich — 1 sein.
Somit haben wir fiir ¢ die gleichzeitigen Gleichungen:

9n=_1,92#=+1, (y=0,1,~--(n—-1))-
Offenbar sind dieselben nur vertriglich, wenn 7 ungefade ist (worauf
o — — 1 resultirt). Daher folgt, dass bei den Diedergruppen der ge-

wiinschie holoedrische Isomorphisums nur bet ungeradem n, niemals aber
* bei geradem n eintreten kann.

Wir werden in der Folge auf den negativen Theil dieser Pro-
position ganz besonderes Gewicht legen, denn aus ihm erschliessen
wir sofort einen analogen Satz fiir die Gruppen des Tetraeders, Ok-
traeders und lkosaeders. Auch bei Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder

TRNE '
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ist holoedrischer Isomorphismus zwischen der Rotationsgruppe und der Gruppe
der homogeren Substitutionen unmdiglich. Sie enthalten nidmlich alle
als Untergruppe mindestens eine Diedergruppe von geradem # (nimlich
eine Vierergruppe), und schon bei dieser liegt, wie wir eben gesehen
haben, besagte Unmboglichkeit vor.

§ 9. Invariante Formen, su einer Gruppe gehorig. Der Formen-
kreis der ecyclischen und der Dieder-Gruppen.

Getreu dem allgemeinen Gedankengange, den wir in § 1 dieses
Kapitels skizzirt haben, fragen wir jetzt, nachdem wir die homogenen
Substitutionsgruppen kennen, die den einzelnen Rotationsgruppen ent-
sprechen, nach allen solchen Formen F(z, 2,), die bei diesen Sub-
stitutionen bis auf einen Factor ungeiindert bleiben. Offenbar stellt
eine derartige wmwvariante Form (ein Ausdruck, den wir fernerhin fest-
halten wollen), gleich Null gesetzt, ein Punktsystem unserer Kugel
dar, welches bei allen Rotationen der in Betracht kommenden Gruppe
ungeéndert erhalten bleibt, ein Satz, den man umkehren kann. Nun
muss ein solches Punktsystem nothwendig in lauter Punktgruppen jener
Art zerfallen, wie wir sie in § 10 des vorigen Kapitels als zur Gruppe
gehirig bezeichnet haben. Die gesuchten invarianten Formen entstehen
also dadurch, dass wir von den Formen, die Jden genannten Punkt-
gruppen correspondiren, beliebig viele mit einander multipliciren.

Ueber die Art der hiernach vorhandenen Grumdformen konnen
wir von vorneherein moch gewisse, nihere Angaben machen. Ist N
. die Anzahl der Drehungen einer Gruppe, so bestehen die zugehorigen
Punktgruppen im Allgemeinen aus N getrennten Punkten. Die all-
gemeine Grundform wird hiernach eine Form vom N*" Grade sein
und iibrigens — der einfach unendlichen Anzahl der erwihnten Punkt-
gruppen entsprechend — einen wesentlichen (ticht bloss multiplicativen)
Parameter enthalten. Aber es gibt unter den allgemeinen Punktgruppen

insbesondere derartige, die nur eine geringere Zahl, sagen wir l—j,
getrennte Punkte umfassen. Dementsprechend wird es specielle Grund-
formen, vom Grade %, geben, die nur insofern als besonderer Fall

der allgemeinen Grundform betrachtet werden diirfen, als man sie in
die »* Potenz erhebt.

Wollen wir mit diesen allgemeinen Schliissen noch weiter gehen,
so miissen wir den Fall der cyclischen Gruppen nunmehr von den
iibrigen Fillen abtrennen.

Bei den cyclischen Gruppen gibt es unter den allgemeinen Punkt-

|
|
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gruppen nur zwei besondere, jede allein aus einem Punkte, nimlich
aus einem der beiden Pole, bestehend. Dementsprechend gibt es bei
thnen ewei ausgezeichnete, wund zwar lineare Grundformen. Halten
wir an dem Coordinatensysteme fest, das in § 4 bei Behandlung der
cyclischen Gruppen eingefiilhrt wurde, so sind dies einfach 2, und 2,
selbst. Aber auch die allgemeinen Grundformen konnen wir hier sehr
leicht bilden und zwar vermége einer Schlussweise, die uns auch in
den folgenden Fillen #dusserst niitzlich sein wird. Wir bilden, um zu
den allgemeinen Grundformen iiberzugehen, die n*® Potenzen von 2,
und 2, und iiberzeugen uns, dass sie bei den einzelnen Substitutionen
(18) je den gleichen Factor (— 1)* annehmen. Hieraus schliessen
wir, dass 4,27 -+ 4,27, unter 4,:1, einen beliebigen Parameter ver-
standen, jedenfalls auch eine invariante Form ist. Weil der Grad der-
selben gleich # (gleich der Anzahl der Rotationen der Gruppe)
ist, ist sie zugleich eine Grundform. Augenscheinlich ist sic ohne
Weiteres die allgemeine Grundform. Denn wir kdnnen 4,:4, so be-
stimmen, dass 4,27 4 4,27 fiir einen beliebigen Kugelpunkt ver-
schwindet und also gerade die aus ihm vermbge der Rotationen der
cyclischen Gruppe hervorgehende Punktgruppe darstellt. Somit haben
wir bei den cyclischen Gruppen die zundichst vorliegenden Fragen
tiberhaupt erledigt. Wir kdonnen das Resultat dahin aussprechen, dass
bei .den cuclischen Gruppen (18) die allgemeinste invariante Form durch

(35) si-af- | [ a9 + 292

gegeben sei, wo w, f irgend welche positive ganse Zahlen, AP, AP irgend-
welche Parameter bedeuten.

In den tbrigen Fillen gestaltet sich die Theorie nur dadurch
etwas abweichend, dass bei ihnen unter den allgemeinen Punktgruppen
von jedesmal N getrennten Punkten drei wvon geringerer Punktezahl
auftreten. Wir wollen fiir die Multiplicititen, die diesen besonderen
Punktgruppen beizulegen sind, sofern wir sie unter die allgemeinen
Punktgruppen subsumiren wollen, die Bezeichnungen w»,, v,, v; wieder
aufnehmen, die wir in § 9 des vorigen Kapitels verwandten. Besagte

Punktgruppen enthalten dann nur beziiglich NE, WE und —71! getrennte
1 2 8

Punkte und liefern uns dementsprechend 3 ausgezeichnete Grundformen
F,, F,, F; resp. von demselben Grade. Wir bilden F%, F%, F%». So
zeigt sich, dass diese Potenzen bei den jeweils in Betracht kommenden
homogenen Substitutionen alle denselben constanten Factor annehmen.
Daher ist jede lincare Combination

. LFyp 4 A Fp 4+ 2, Fy
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eine invariante Form, und zwar, wie thr Grad zeigt, eine Grundform.
Aber die allgemeine Grundform enthils, wie gesagt, nur einen wesent-
lichen Parameter, wihrend wir hier in 4,: A; : A5 deren zwei vor uns
haben. Wir schliessen daraus, dass es zur Darstellung aller Grund-
formen bereits geniigt, die linearen Combinationen
AL,Fp+ 4, Fp
in Betracht zu ziehen, dass also zwischen Fy, F,, F, eine Identitit
bestehen muss: .
(30) KO F} 4 ADFy + 493 = 0.
Indem wir uns immer F% vermdge dieser Identitit eliminirt denken,
haben wir schliesslich als Ausdruck der allgemeinsten invarianten Form:

(87) Fe-Fi-Fr [ [ GOFr 4+ 40F),

wo die positiven ganzen Zahlen a, B, ¥ und die Parameter 4%, 2§
durchaus willkiirlich sind.

Beim Dieder gestaltet sich die ganze hiermit besprochene Theorie
auf Grund der in § 4 festgestellten Lage des Coordinatensystems noch
so einfach, dass wir unmittelbar das Resultat hinschreiben konnen.
Wir haben

N=2n, v,=v,=2, v3=1n

und finden dementsprechend:

P 2 — 24
(38) F,=—= 2'—'—2 , Fo=—"5"" Fy =22,

F, =0 die Ecken des Dieders, F, = 0 die Kantenhalbirungspunkte,
F, = 0 das Paar dér Pole vorstellt. Zwischen F,, Fy, F; besteht dann
in Uebereinstimmung mit (36) die Identitiit: ’
{39) F—F2 —Fr=0.

Was Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder angeht, so erfordert bei ihnen
die Aufstellung der ausgezeichneten Grundformen besondere Ueber-
legungen, zu denen Wir uns nunmehr hinwenden®).

# Die bei den einzelnen Fillen in Betracht kommenden Formen F,, F;, F;
susammen mit den zwischen ibnen stattfindenden Relationen finden sich zum ersten
Male bei Hrn. Schwarz in dessen Abhandlung: Ueber diejenigen Fille, in denen
die Gaussische Rethe Fla, §, 7, @) eine algebraische Function thres vierten Ele-
mentes ist (Borchardt's Journal Bd. 75 (1872), giehe auch vorliufige Mittheilung in
der Ziiricher Vierteljahrschbrift von 1871) berechnet. Wenn ich hier diese grund-
legende Arbeit nur erst beilaufig citire, so geschieht es, weil die Gesichtspunkte
derselben bei Behandlung der Formen F' zuniichst ganz andere sind, als die unseren.
Ihren Ausgangspunkt bilden gewisse Fragen aus der Theorie der conformen Ab-
bildung, auf welche wir erst im folgenden Kapitel des Niheren eingchen konnen.
Dagegen hat Hr. Schwarz weder die Gruppen linearer Substitutionen, poch die
sogleich bei uns hervortretende Beziehung rur Invariantentheorie.

Klein, Gleichungen 5. Grades. 4
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§ 10. Vorbereitendes iiber ‘die Tetraeder- und Oktaederformen.

Bei Tetraeder und Oktaeder haben wir, nach § 5, zweierlei Lage
des Coordinatensystems zu unterscheiden. Indem wir mit der ersten
derselben beginnen, finden wir fir die Ecken des Oktaeders (d. h. jetzt
die Durchstosspunkte der riumlichen Coordinatenaxen mit der Kugel)
die Argumente

=0, oo, + 1, + i,
und es ist also das Oktaeder eimfach durch folgende Glewchung gegeben:
(40) G g) =0
In ahnlicher Weise bestimmen wir die Gleichungen fir die beiden zu-
gehorigen Tetraeder, bez. den durch ihre 8 Ecken bestimmten Wiirfel.
Die 8 Wiirfelecken haben die Coordinaten:
1

i§=i’?='ﬁ‘_§=7§'

Wir werden die Ecken eines der beiden zugehorigen Tetraeder heraus-
greifen, wenn wir unter den 8 hier moglichen Zeichencombinationen
diejenigen 4 wiihlen, bei denen das Product gng positiv ist. Durch
Fintragen in die F ormeln (6) gewinnen wir so als Argumente der
4 Tetraederecken:

R I et Ak & Lt

ys—1 V341 Y R

Sonach erhalten wir (durch Ausmultipliciren der Linearfactoren) die
Gleichung des ersten Tetraeders in der Form:

L =

(41) 7t 42 V—3-5°%" + 7t =0.
In derselben Weise finden wir fiir das Gegentetraeder:
(42) gt —2 V—3-a’%" + 7' =0

und endlich fir den Wiirfel, indem wir die linken Seiten von (41) und

(42) mit einander multipliciren:

(43) 28 + l4z'2" + 2,0 = 0.

Ich will die linken Seiten von (40), (41), (42), (43) in der Folge
mit ¢, ®, ¥, W bezeichnen. Drehen wir jetzt das Coordinatensystem, wie
wir es in § D zum Schlusse in Aussicht nahmen, um die g-Axe durch
45", so verwandeln gich diese Formen in andere mit lauter reellen
Coefficienten. Ich werde diese Formen durch Accente kennzeichnen,

t = a2 (& + &),
(44) ¢ =2z'+2 V3. ats' — 2t
¥o=z'—2 V3228 — &5
W =z — ldgtet + 2"
Gleich Null gesetzt stellen diese Formen natislich Oktaeder, Tetraeder

setze also:
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und Gegentetraeder, sowie den Wiirfel auf das neue Coordinatensystemn
bezogen dar.

§ 11. Der Formenkreis des Tetraeders.

Nach den Erliuterungen des § 9 darf sich unsere ganze Betrach-
tung der Tetraederformen nunmehr darauf beschrinken: einmal die
constanten Factoren zu bestimmen, welche die Grundformen:

=2+ 2V—-3-2%"+ &',
(45) Y=zt —2)Y—38.2227+ 2},
t=z2 (2" — &),
oder die entsprechenden @', ¥, ¢’ (44) bei den homogenen Substitu-
tionen des Tetraeders erfahren, sodann die lineare Identitit anzugeben,
welche ®% W3 ¢2 oder @3 ¥ ¢’ mit einander verbindet.

In ersterer Beziehung erinnern wir an die Erzeugung der Tetraeder-
gruppe, wie wir dieselbe in § 13 des vorigen Kapitels aufgestellt und in § 5
des gegenwiirtigen Kapitels bereits benutzt haben. Bei den Substitutionen
der Vierergruppe (21) bleiben offenbar &, ¥, ¢ iberhaupt ungeiindert. Da-
gegen erhalten ® und ¥ bei jenen Substitutionen, die der Drehung U von der

2in dim
Periode 3 entsprechen, Factorene 8 und e 3 ,wihrend ¢ auch bei ihnen in-
variant bleibt. Die Folge ist, dass neben ®° und ¥? auch ®Y¥ = W fort-
withrend ungeindert bleibt, ® und ¥ selbst aber nur bei den Substitutionen
der Vierergruppe in sich iibergehen. Was diesen letzteren Umstand an-
geht, so erblicken wir darin die Bestitigung eines Princips, das wir
a priori aufstellen konnen. Dasselbe besagt, dass diejenigen Substitu-
tionen einer homogenen Gruppe, welcle eine zugehirige invariante Form
wberhaupt ungedindert lassen, innerhalb der Gesammiheit der Substitutionen der

‘Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe bilden miissen. — Genau dieselben

Bemerkungen finden natiirlich bei den Formen &', W', ¢, W’ ihre Stelle.

Indem durch diese Bemerkungen die Existenz der in Aussicht ge-
nommenen Identitit zwischen % W2, ¢ etc. sichergestellt ist*), werden
wir dieselbe in der Weise berechuen kionnen, dass wir in den expliciten
Ausdriicken von &3, W3 t? nur die ersten Terme in Betracht: ziehen.
Auf solche Weise finden wir ohne Miihe:

(46a) ° . 12/=3.8f — @ + ¥ =0,
oder auch . . .
(46Db) 123 ¢ — 0%+ ¥i=0.

Ueber die hiermit gewonnenen Resultate hinaus mogen hier noch
zwei Bemerkungen ihre Stelle finden, welche sich beide auf die In-

*) Da®?, V8, t2 bei den Tetraedersubstitutionen (22) gleichférmig ungeindert bleiben.
4 *
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variantentheorie bindrer Formen beziehen sollen, und von denen die eine
die Bedeutung darlegen mag, welche die genannte Theorie fiir uns in
der Folge wiederholt gewinnen wird, die andere aber bestimmt ist, die
von uns beim Tetraeder erbaltenen Resultate in sonst bekannte Er-
gebnisse der Invariantentheorie einzuordnen.

Gesetzt, wir haben von den Formen (45) pur erst die eine, O,
berechnet, so giebt uns die Invariantentheorie das Mittel, um aus ihr
durch blosse Differentiationsprocesse andere Tetraederformen abzuleiten.
Wir haben nur irgendwelche Covarianten von & aufzustellen. In der
That, geht ® durch irgendwelche homogene lineare Substitution bis auf
einen Factor in sich iiber, so gewiss auch jede Covariante; es ist dies ein
unmittelbarer Ausfluss aus der Definition der covarianten Formen. Jetzt
ist ® eine binire Form vierter Ordnung, und die Invariantentheorie
zeigt*), dass eine solche Form nur zwei unabhingige Covarianten be-
sitzt: die Hesse'sche Form von ®, und die Functionaldeterminante der-
selben mit ®. Erstere ist vom vierten, letztere vom sechsten Grade;
gusserdem iiberzeugen wir uns, dass erstere picht etwa mit @ iiber-
einstimmt. Hiernach schliessen wir sofort, dass die Hesse’sche Form
von &, gleich Null gesetzt, das Gegentetraeder darstellt, und ebenso, dass
die Functionaldeterninante, gleich Null gesclzt, das gugehirige Oktaeder
repriisentirt. Demn beide Formen miissen, gleich Null gesetzt, solche
Punktgruppen reprisentiren, welche bei den Tetraederdrehungen un-
geindert bleiben, und andere Gruppen von nur 4 oder nur 6 zusammen-
geordneten Punkten, als die gerade genaunten, existiren nicht oder
kommen wenigstens nicht in Betracht (indem die 4 Ecken des ur-
spriinglichen Tetraeders, welche ebenfalls eine solche Gruppe bilden,
bereits durch ® = O gegeben sind). Wur hdtten also von den Formen
(45) die beiden ¥ und t auch berechnen kimmen, indem wir von ® die
Hesse'sche Form und dann von dieser und @ die Functionaldeterminante
bildeten. In der That kommt durch directe Ausrechnung:

oo 0t
02,* 02,02, .
a*laa 812d> =48Y—3V,
02,07, 0%
und: s
’ 2 9P
02 A
v oY =32Yy—3-t
05 Oz,

*) Man vergl. z. B. Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen (Leipzig
1872), p. 134 ff., oder auch die anderen Lehrbiicher der Invariantentheorie, z. B.

T
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Die Invariantentheorie besitzt, wie man sieht, vermbge dieser
, Bemerkungen die Bedeutung eines Hiilfsmittels der Rechnung. Was
unsere ferneren invariantentheoretischen Ausfiihrungen angeht, so recur-
riren wir auf die allgemeine Theorie der biniren biquadratischen
Formen. Sei

. C47) F = a,2* + 40,2°2% + 62,22, + 4a2,2,° + A

eine solche Form. So haben wir einmal, wie schon erwihnt, zwei
Covarianten, die wir jetzt, unter gehoriger Fixirung der Zahlenfactoren,
mit H und T bezeichnen wollen:

»F _F oF oF
1 92, 02,02 1 02, oz,
) \H=-5"| pr or | T= % |28 2H
P2,02, 0%° 02, 02,
. Wir haben ferner 2 Invarianten:
Qy Gy Gy
(49) Jo = QoQy — da,a; + 3a,?, gs=10a, G 04 g
ay Qg a4 x‘

(wo ich linker Hand diejenige Bezeichnung angewandt habe, auf die
ich spiter, im Anschluss an Weiersirass Theorie der elliptischen
Functionen, ohnehin zuriickkommen muss)., Wir haben endlich als ein-
zige Relation zwischen diesen Formen die folgende:

\ (50) AH — g, HF* 4+ g, F*+ T =0.

Setzen wir jetzt unser ® an Stelle von F, so kommt vor allen

Dingen:
: . g = 0.
Das heisst, wenn wir die geometrische Redeweise aufnehmen,
[ welche z B. bei Clebsch 1. c. pag. 171 erklirt 1st:

Die Form © stellt, gleich Null gesetzt, emne dquianharmonische Punkt-
gruppe vor™).

Wir finden ferner fiir unser ®:

1 —4

H=

-\P, T=4t, g3=-——————3‘/:__§-

Salmon- Fiedler (Algebra der linearen Transformationen, Leipzig, 2. Aufl. 1877),
Fai de Bruno-Walter (Einleitung in die Theorie der biniren Formen, Leipzig :
1881) ete.

*) Zu demselben Ergebnisse kommen wir natiirlich, wenn wir das Doppelver-
hiltniss von 4 complexen Werthen 2 =2 + iy allgemein aof der Kugel geometrisch
interpretiren, wie dies Hr. Wedekind in seiner Inauguraldissertation (Erlangen 1874)
und in seiner beziiglichen Notiz in den Mathematischen Annalen (Bd. IX, 1875)
ausgefihrt hat.
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_ Hiernach subsumirt sich die Identitat (46a) unter die allgemeine Re-

lation (50) als besonderer Fall, wie es zu erwarten war. Wir miissen
also sagen, dass unsere geometrisch-gmppentheoretischeu TUeberlegungen
bei den Tetraederformen nicht sowohl zu neuen algebraischen Ergeb-
pissen, als vielmehr nur auf neuem Wege zu sonst bekannten Resul-
taten hingeleitet haben.

§ 12. Der Formenkreis des Oktaeders.

Indem wir punmehr zu den Oktaederformen iibergehen, kennen
wir von den zugehbrigen drei ausgezeichneten Grundformen bereits
die beiden:

(51 a) { t=2,2 (‘514 - 524)7
W =22 + 1422 + 2° :
resp.
(b1b) { t" =22 (4" + 2",
W' =2° — 14242, + 2,°

Man verificirt leicht, dass man, unter Vernachlissigung eines auftreten-
den Zahlenfactors, W auch als Hesse'sche Form von ¢ hitte berechnen
konnen. Wir erhalten eine neue Oktaederform, indem wir jetzt die
Functionaldeterminante von ¢ und W bilden. So entsteht (unter Weg-
werfung eines Zahlenfactord):
(52) {x = 2,12 — 332,82, — 3322° + %', oder auch:

1 = 2" 4 332824 — 33242° — &%
Wir beweisen leicht, dass dieses g die dritte ausgezeichnete Grundform
des Oktaeders ist, d. h. gleich Null gesetzt die 12 Kantenhalbirungs-
punkte des Oktaeders reprisentirt. In der That: g ==0 muss eine
Grappe von nur 12 vermdge der Oktaederdrehungen zusammengeord-
neten Punkten darstellen, und da y von #* verschieden ist, also die
doppelt zihlende Gruppe der 6 Oktaedereckpunkte nicht in Betracht
kommt, so bleibt in der That keine andere Maglichkeit.

Wir sahen bereits soeben, dass ¢ und W bei den homogenen
Tetraedersubstitutionen (22) vollig ungeéindert bleiben. Dasselbe gilt
folglich von z. Denn y kann sich als Covariante bei ungeénderter
Grundform hochstens um eine Potenz der Substitutionsdeterminante
sndern, diese Determinante ist aber in unserem Falle gleich 1. Jetzt
erzeugten wir in § 5 die homogenen Oktaedersubstitutionen, indem wir
zu den genannten Tetraedersubstitutionen eine einzelne Substitution (23),
die einer Drehung ¥ von der Periode 4 entsprach, hinzunahmen. Wir
constatiren durch directe Ausrechnung, dass ¢ bei dieser Substitution
(und also iiberhaupt bei allen Oktaedersubstitutionen, die nicht zugleich

i
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Tetraedersubstitutionen sind) sein Zeichen wechselt. Hiernach bleibt W'
als Hesse'sche Form, and weil es sich wieder um Substitutionen von
der Determinante 1 handelt, tiberhaupt ungeéndert, g aber alternirt
genau wie ¢ im Vorzeichen, so dass das Product yt ungedndert bleibt.
Jedenfalls werden mithin 8, W3 3 bel unseren homogenen Oktaeder-
substitutionen tiberhaupt nicht geindert, und es besteht also zwischen
ihnen die oben in Aussicht genommene lineare Relation. Indem wir
wieder nur einige Anfangsterme der fiir diese Formen aus (51), (562)
resultirenden expliciten Ausdriicke in Betracht ziehen, ergiebt sich fiir
letztere: ‘

(53) 1088 — W34 2 =0,

eine Relation, die genau 80 auch fir ¢, W, 1’ besteht.

Die Form ¢t ist in der Invariantentheorie der bindren Formen seit
lange wohlbekanut, indem sie sich als Covariante 6. Grades der biniiren
Formen 4. Ordnung, sofern man letztere in der kanonischen Form:

a(zt+ 2+ 6bz,* 2"
voraussetzte, von selber einstellte. Ebenso haben die synthetischen
Geometer sich wiederholt und eingehend mit dem Punktsysteme t =0,
d. h. nach ibrer Redeweise: mit dem Aggregate dreier, wechselseitig
harmonischer Punktepaare beschaftigt. Auch hat Olebsch in  semer
Theorie der bindren algebraischen Formen die Form ¢ als besonderen
Fall der allgemeinen bindren Formen 6.Ordnung in Betracht gezogen™).
Endlich, was die Relation (53) angeht, so subsumirt sich diese mit
den ihr analogen zusamiuen unter eine allgemeine Formel der In-
variantentheorie, vermoge deren man das Quadrat einer Functional-
determinante zweier Covarianten durch ganze Functionen von Formen

-piederer Grade ausdriickt.

§ 13. Der Formenkreis des Ikosseders.
Um die Form 12. Grades aufzustellen, welche gleich Null gesetzt

die 12 Ecken des Ikosaeders reprisentirt, berechnen wir zuerst im
Auschlusse an unsere friiheren Entwickelungen (§ 6) die Argumente
der einzelnen Ecken. Fine der Ecken hat das Argument 2 = 0; in-
dem wir dasselbe in die 60 nicht homogenea Ikosadersubstitutionen

(32) eintragen;, erhalten wir fur die 12 Ecken:
(54) z=0, 0 & (5 + 54)) & (52 + 53)? (v=20,1, 2, 3, 4).

-

*) Vergl. pag. 447 £ Man sebe auch Brioschi, Sulla equazione del ottaedro,
Transunti della Accademia dei N. Lincei 8, 111 (1879), oder Cayley: Note on the
oktahedron function, Quarterly Journal of Mathematics, t. XV1 (1879).

N '
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Daher konnen wir die gesuchte Form f gleich folgendem Producte
nehmen:

2,2 l l (2, — & (¢4 €9 25) - I_I(.z'1 — & (& 4+ &) z),
oder: ’
' 2,7 (8,0 — (e + - 25 (2,° — (& + & - 2°)
oder endlich: )
(b5) of =22, (5, + 112,°2° — 2,'°).
Wir wollen nun sofort wieder aus dem so gewonnenen f, unter
Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren, die Hesse'sche Form und von

dieser und f die Functionaldeterminante berechnen. So gewinnen wir
die beiden Formen:

o f o*f
1 | 0#* 02,02,
(56) H= + _1_2—1— ot 2 f

02,02, 02z,°

=— (5,2 + 2,2) 4 228 .(2115225 — 252,%) — 4942,2,",

_of of |

1 0z, az,

(67) T—+ % | sm  om
I

= (% + 2,>) + 522 (7,22 — 2,°2,**) — 10005 (2,%2," + 2,2,*),

und ich behaupte betreffs ihrer, dass H = 0 die 20 Ecken des Penta-
gondodekaeders, T = 0 die 30 Kantenhalbirungspunkte (die Endpunkte der
15 Querlinien) reprisentirt. :

Um diese Behauptung etwas ausfiihrlicher zu beweisen, als dies
im analogen Falle bei Tetraeder und Oktaeder geschehen ist, bemerken
wir zunichst, dass H und T als Covarianten von f, gleich Null ge-
setzt, sicher solche 20 bez. 30 Punkte der Kugeloberfliche reprisen-
tiren, deren Gesammtheit bei den 60 Ikosaederdrehungen ungeindert
bleibt. Nun ordnen sich aber die Punkte der z-Kugel bei diesen
Drehungen im Allgemeinen zu je 60 zusammen, und die Zahl der zu-
sammengehorigen Punkte sinkt dann und pur dann herab, und zwar
beziehungsweise auf 12, 20, 30, wenn wir es mit den Eckpunkten des
Tkosaeders, des Pentagondodekaeders und den Kantenhalbirungspunkten
zu thun haben. Ein Aggregat von Punkten, das bei den 60 Ikosaeder-
drehungen ungeindert bleibt, muss eine Zusammenfassung solcher ein-
zelner Punktgruppen sein. Die Anzahl der Punkte, die es umfasst,
lasst sich also nothwendig in die Gestalt setzen:

0 604 12+ p- 20+ 430,

“\
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wo «, B, y, 0 ganze Zahlen sind, und 8, 7, 0 die Multiplicititen an-
geben, mit der die Eckpunkte des Tkosaeders, des Pentagondodekaeders
und die Kantenhalbirungspunkte an dem Punktaggregate participiren. —
Soll diese Anzahl nun, wie im Falle von H =0, gleich 20, oder,
wie im Falle von T = 0, gleich 30 sein, so ergibt sich beidemal nur
eine Moglichkeit der Bestimmung von «, B, 7, 0, nimlich im ersten
Falle a =f =0 =0, y=1, und im zweiten Falle ¢ = f =y = 0,
o — 1. Dies ist aber, was wir betreffs der Bedeutung von H =20,
T = 0 behauptet hatten. —

Wir untersuchen jetzt, wie sich f, H, T den homogenen Tkosaeder-
substitutionen gegeniiber mit Riicksicht auf etwa vortretende Factoren
verhalten. Indem wir nur die erzeugenden Substitutionen (24), (26) in
Betracht ziehen, constatiren wir nach kurzer Rechnung, dass [ tiber-
haupt ungefindert bleibt. Also gilt dasselbe von H und I. Denn wir
haben H und T als Covarianten von [ definirt, und die Determinante
jeder einzelnen Substitution (27) ist gleich Eins. Das Verhalten von
f, H, T in dieser Beziehung ist also so einfach wie moglich. Es be-
steht hiernach gewiss, wie oben in Aussicht genommen wurde, eine
lineare Identitit zwischen f°, H® und T% Indem wir wieder nur auf
die Anfangsterme der expliciten Formeln (55), (56), B7) recurriren,
finden wir fiir dieselbe:

(58) T:— — H® 4 1728 f%

Wir haben so Resultate gefunden, die den beim Tetraeder und
Oktaeder entwickelten genau analog sind. Sollen wir nun auch hier
wieder Beziehungen zur allgemeinen Invariantentheorie bindrer Formen
darlegen, so kionnen wir uns allerdings nicht auf &ltere Arbeiten be-
rufen. Denn die Kenntniss der Formen f, H, T wurde in der That
zuerst durch Betrachtung der reguliiren Korper und der umgeschriebenen
(z 4 iy)-Kugel gewonnen. Erst hieran ankniipfend habe ich in Bd. 9
der Annalen (. c.) die hauptséchlichen invariantentheoretischen Eigen-
schaften der Form [ untersucht. Aber es ist eine Reihe neuerer in-
variantentheoretischer Publicationen, deren ich hier zu gedenken habe.
Dieselben beziehen sich auf die invariantentheoretische Definition der
Form f, bez. der anderen von uns in Betracht gezogenen Formen. In
diesem Betracht hatte ich selbst schon im 9. Annalenbande den Satz
ausgesprochen, dass f, gleich unseren fritheren Formen ® und ¢, durch
das identische Verschwinden der vierten Ueberschiebung (f, f)* charak-
terisirt ist. Diesen Satz hat dann Hr. Wedekind in seiner Habili-
tationsschrift dahin vervollstindigt, dass es, von trivialen Fillen
abgesehen, {iberhaupt keine anderen biniren Formen gibt, deren vierte
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Ueberschiebung iiber sich selbst identisch verschwindet, als @, und /%)
Fine andere, analoge Bigenschaft hat Hr. Fuchs bei Aufsuchung dieser
: Formen herangezogen™**): dass namlich alle Covarianten dieser Formen,
: welche niederen Grades sind, als die Formen selbst, oder auch Potenzen
von Formen niederen Grades sind, identisch verschwinden missen. Hr. Gordan
hat sodann gezeigt™*¥), dass die hierin liegende Eigenschaft n der
That zur .Charakterisirung der Formen @, ¢, f gerade ausreicht. Ich
gedenke endlich der neuesten Arbeit von Hrn. Halphent)- Derselbe
geht allgemein von der Forderung dreigliedriger Tdentititen (36) aus:

AOF + AOF; 4+ AOFp = 0

und zeigt, dass dieselben nicht anders statt haben konnen, als eben
in den von umns antersuchten Fallen. Wir konnen somit unsere Formen
auch als durch diese Identitaten definirt ansehen. Uebrigens sind
diese Entwickelungen vOD Hrn. Halphen mit den anderen enge Ver-
wandt, die Wir noch im fiinften Kapitel des gegenwirtigen Abschnitts
erbringen werden, wenn €8 gich darum handeln wird, tiberhaupt alle
endlichen Gruppen bindrer homogener Substitutionen aufzustellen.

§ 14. Die fundamentalen rationalen Functionen.

Nachdem wir jetzt bei den invarianten Formen, die zu den homo-
genen Substitutionsgruppen gehoren, hinreichend verweilt haben, ist
es leicht, den letzten Qchritt zu thun und solche rationale Functionen

von 2 = —2—‘— zu bilden, welche bei den nichthomogenen Substitutionen

2 -
des § 7 tiberhaupt ungefindert bleiben. In der That werden Wwir nur
geeignete Quotienten unserer invarianten Formen, VoI der nullten
Dimension in 7 und 2, aufzustellen haben. Wir behaupteten schon in
§ 1, dass sich in allen Fillen ein solcher Quotient Z bilden lasst, der,

*) Studien im biniren W erthgebiet , Carlsruhe 1876, siehe auch Brioschi:
Sopra una classe di forme binarie, Annali di Matem. 2, VI (1877). Neuerdings
hat Brioschi auch solche Formen achter Ordnung in Betracht gezogen, welche bis
auf einen Zahlenfactor mit ihrer vierten Ueberschiebung bereinstimmen, siehe
Comptes Rendus de I'Académie . .. ., t. 96 (1883).

*x) Siehe Gottinger Nachrichten vom Dec. 1875, sowie die Abhandlungen in
Borchardt's Journal Bd. 81, 85 (1876, 78). Die ,,Primformen“, welche Hr, Fuchs
daselbst betrachtet, gind genau die von uns im Texte sogenannten ,,Grundformen“.

*+%) Math. Annalen Bd. XIL (1877): Binare Formen mit perschwindenden Co-
varianten.
1) Mémoires présentés par divers savants & 1'Académie ete., T. 28 (1883):
Meémoire sur la réduction des équations différentisiles linéaires aux formes nté-
grables (der Pariser Akademie ale Preisarbeit 1880 eingereicht).
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gleich Const. gesetzt, die verschiedenen jedesmal auf der Kugel in
Betracht kommenden Punktgruppen einzeln darstellt. Es heisst dies
offenbar nichts anderes, als dass es cine rationale Function der ge-
suchten Art gibt, welche vom N** Grade ist, unter N die Anzahl
der in Betracht kommenden nichthomogenen Substitutionen verstanden.
Ebe wir diese fundamentalen rationalen Functionen wirklich aufstellen
und damit den kiirzesten Beweis fir ihr® Existenz liefern, ist es niitz-
lich, dass wir uns tber ihre Stellung innerhalb der iibrigen ungeéndert
bleibenden rationalen Functionen von z orientiren.
Ich sage zunichst, dass jede solche rationale Function von z eine
rationale Function von Z ist. In der That, sei E(2) eine solche Function,
 so wird R(z) fiir alle Punkte der Kugel, die aus einem durch die
N Drehungen der in Betracht kommenden Gruppe hervorgehen, den-
selben Werth annehmen. Aber die N in solcher Weise zusammen-
geordneten Punkte sind immer, nach Voraussetzung, durch einen Werth
von Z charakterisirt. Die Functionen Z und R, welche, durch Ver-
mittelung von 2z, jedenfalls algebraisch von einander abhiingen, sind
daher so verbunden, dass zu jedem Werthe von Z immer nur emn
Werth von R gehort, d. h. R ist eine rationale Function von Z, was
su beweisen war. Dass umgekehrt auch jede rationale Function von
7 eine Function R(z) ist, braucht kaum erwihnt zu werden.
Ich sage ferner, dass Z durch die ihm auferlegte Eigenschaft, von
' linearen Umformungen abgesehen vollstandig bestimmt ist. Sei niamlich
7' eine zweite rationale Function von 2z, welche gleich Z die Kigen-
schaft hat, gleich Const. gesetzt immer nur eine Gruppe zusammen-
gehoriger Punkte darzustellen. So schliessen wir genau wie vorhin,
dass Z' von Z, sber ebensowohl, dass Z von Z' rational abhéngt.
aZ+ B
vZ 49
umgekehrt jedes in solcher Weise eingefiihrte Z' ebenso gut, wie das
urspriingliche Z, als fundamentale rationale Function wiirden gebrauchen
konnen, ist wieder selbstverstindlich.

An letztere Bemerkung kniipft sich die weitere, dass wir unsere
fundamentale rationale, Function Z, vm sie zu einer vollig bestimmten
zu machen, moch drei unabhdngigen ' Bedingungen unterwerfen kinnen.
Was zunachst die cyclischen Gruppen angeht, so setzen wir einfach:

BC) z= (Y,

wo also Z fiir den einen Pol der cyclischen Gruppe verschwindet, fiir
den anderen unendlich wird, und lings des Aequators den absoluten
Betrag Eins annimmt. In den iibrigen Fillen haben wir, wie wir

Dass wir

Daher ist Z’ eine lineare Function von Z: Z' =

e e
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wissen, immer dreierlei ausggzeichnete Punktgruppen zu unterscheiden,
welche innerhalb der allgemeinen zugehtrigen Punktgruppen resp. mit
der Multiplicitit v,, »,, v; enthalten sind. Im Anschlusse an ein viel-
fach dibliches Verfahren wollen wir nun unser Z Jedesmal so normiren,
dass es fiir diese dreierlei Punktgruppen beziechungsweise die Werthe 1, 0, oo

annimmt. Dann wird Z die Gestalt ¢ - —;":—,’, Z — 1 analog die Form
3

, Fp

¢ - =L

Fy

formen verstanden. Zugleich miissen ¢ und ¢’ so beschaffen sein, dass

die Gleichung:

annehmen, unter F,, F,, F, die frilher so genannten Grund-

mit der wiederholt besprochenen, zwischen F,, F,, F, bestehenden
Identitit zusammenfillt, was ¢ und ¢’ vollkommen bestimmt.

Indem ich jetzt dazu iibergehe, die auf solche Weise definirte
Function Z in jedem Falle explicite anzugeben, bediene ich mich einer
Schreibweise, welche die beiden Ausdriicke von Z und Z — 1 gleich-
formig zusammenfasst; ich werde namlich Z:Z — 1:1 mit

! .ol 1 2
cFp :¢'Fn :F»

proportional setzen. Wir crhalten solchergestalt die folgende Tabelle, auf
welche wir moch oft zuriickkommen werden:

1) Dieder:
n n \2 n n \2
60) Z:Z2—1:1= (5% :(Z'jz?) C— (42)";
2) Tetraeder:
(61a) Z:Z—1:1=¥ : — 12V —3-¢ .0
oder auch:
(61b) Z:Z—1:1=V¥3: —12V3.¢2: 08,

je nachdem wir erste oder zweite Lage des Coordinatensystems an-
nehmen wollen;

3) Oktacder, mit derselben Unterscheidung:

(62a) Z:Z—1:1e= W3 19 1108 ¢4,

oder:

(62b) Z:Z—~1:1=W3:92:108 t'4;
4) ITkosaeder:

(63) Z:Z—1:1=H3 :— T?:1728 5.

|

“‘\\T\‘; '
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Wegen der hier verwendeten Bezeichnungen vergleiche man durchweg
die Hauptformeln der Paragraphen 11, 12 und 13.

§ 15. Bemerkung fiber die erweiterten Gruppen.

Zum Abschlusse kehren wir noch einmal zu unseren erweiterten
Gruppen (§ 7) zuriick. Wir wollen wissen, wie sich bei ihnen unsere
nunmehr gewonnenen rationalen Fundamentalfunctionen Z verhalten.
- Von analytischer Seite entstanden die erweiterten Gruppen L ¢, in-
dem wir mit den nichthomogenen Substitutionsgruppen die Operation
' — 7z verbanden, wobei wir nur, sofern vom Tetraeder die Rede war,
die zweite Lage des Coordinatensystems voraussetzten. Nun haben
aber, sofern wir an der genannten Voraussetzung festhalten, alle unsere
Grundformen reelle Coefficienten und es wird Z vermdge der vor-
gtehenden Formeln aus diesen Grundformen jedesmal mit Hiilfe reeller
Coefficienten abgeleitet. Die Sache ist also einfach die, dass bei allen
denjenigen Operationen der erweiterten Gruppen, die nicht schon n den
zugehirigen, nichthomogenen Substitutionsgruppen enthalten sind, Z jedesmal
in seinen conjugirt imaginaren Werth tibergeht.

Indem wir dieses Ergebniss mit den Sitzen verbinden, die wir
in § 11 des vorigen Kapitels abgeleitet haben, erhalten wir noch ein
letztes bemerkenswerthes Resultat. Es ist dieses, dass -Z fiir alle
solche Punkte der z-Kugel, die in den Symmetriecbenen der jedesmaligen
Configuration gelogen sind, aber auch nmur fir solche Punkte, reelle Werthe
annimmt. Bs sind also die Punkte der genannten Symmetrieebenen
durch die Realitit des zugehorigen Z jeweils charakterisirt.

Blicken wir zuriick, 80 haben wir in dem zweiten nunmehr be-
endeten Kapitel dieses erreicht, dass wir die geometrisch-gruppen-
theoretischen Resultate des ersten Kapitels mit einem bestimmten
Gebiete der neueren Mathematik in Verbindung gesetzt haben, nam-
lich mit der Algebra der linearen Substitutionen, und der zugehdrigen
TInvariantentheorie. In ganz 3hnlicher Weise sollen die folgenden beiden
Kapitel bestimmt sein, die Verbindung mit zwei anderen modernen
Disciplinen herzustellen. Es sind dies die Riemann’sche Functionen-
theorie und die Galois’sche Theorie der algebraischen Gleichungen.

SIS S



Kapitel IIL
Formulirang und functionentheoretische Discussion der
Fundamentalaufgaben.

§ 1. Definition der Fundamentalaufgaben.

Die Untersuchungen des vorigen Kapitels haben uns in den Formeln
(59)—(63) des vorletzten Paragraphen zur Kenntniss gewisser rationaler
Functionen Z von z gefiihrt, die bei den jeweils in Betracht kommen-
den Gruppen nichthomogener Substitutionen ungeindert bleiben, und
durch welche sich alle anderen ungeiindert bleibenden rationalen
Functionen von # rational ausdriicken. Wir kniipfen an dieses Ergebniss
eine Aufgabenstellung, welche wir als die zur jedesmaligen Gruppe
gehorige Gleichung bezeichnen. Wir denken uns nimlich Z seinem Zahlen-
werthe nach beliebig gegeben und verlangen, aus thm das zugehirge 2
als Unbekannte zu berechnen, oder anders ausgedriickt: wir betrachten
wicht mehr Z als Function von z, sondern z als Function von Z. Die
Gleichung, .welche solchergestalt der cyclischen Gruppe entspricht, ist
nach Formel (59) L c. keine andere, als die binomische Gleichung:

(1) , (j—>= Z.

Die anderen Gleichungen correspondiren genau so den Formeln (60)—(63);

. jch will sie hier kurz in der Gestalt

. F.*
@ e

zusammenfassen, die wir schon im vorigen Kapitel gelegentlich ge-
brauchten. Dabei bedeuten F,, Fy mit F, zusammen jene drei Haupt-
formen, aus denen sich alle anderen invarianten Formen als ganze
Functionen zusammensetzen, und vy, vy sind jeweils der Tabelle zu ent-
nehmen, die in § 9 des ersten Kapitels mitgetheilt wurde, und die ich
hier der besseren Uebersicht halber noch einmal hersetze:

' v, ‘ v, v, { . N

Dieder 2 ‘ 2 n 'l 2n

@) \ Tetraeder | 2 \ 3 3 ‘ 12
Oktacder 7 2 3 4 1 24
\Ikosaeder @ 2 | 3 5 | 60

S
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Tch habe dabei eine letzte, mit N iiberschriebene Columne hinzugefiigt,
welche den Grad der jeweils in Betracht kommenden Gleichung
angibt*).

Aber mit den Gleichungen (1), (2) ist nur erst ein Theil unserer
fritheren Betrachtungen umgekehrt; wir erhalten eine zweite Art der
Problemstellung, indem wir auf die jedesmaligen invarianten Formen
selbst zuriickgehen. - Diese Formen bleiben bei den homogenen Sub-
stitutionen von der Determinante 1 im Allgemeinen nur bis auf einen
Factor ungeiindert. Indess ist es micht schwer, unter ihnen diejenigen,
bei denen dieser Factor gleich 1 ist, und die man die absoluten In-
varianten nennen konnte, herauszuheben. Der Erfolg zeigt, dass sich
diese absoluten Invarianten jedesmal aus dreien als ganze Functionen
Jusammensetzen; ich habe diese drei Formen in der nachstehenden
Tabelle zusammen mit der zwischen ihnen jewells bestehenden Identitit
angegeben.

" 1. Oyclische Gruppen.
Formen: 2,2;, 2", %"
{Identitﬁt: (2,22 = 2" - 2%
I1. Diedergruppen.
Beim Dieder hatten wir:

(4)

n n
Z; — &

7 + 2
F1= g F2=

aund die Relation:
F=F2+ F;.

Suchen wir jetzt die absoluten Invarianten, so erhalten wir bei ge-

radem n:
(52) {Formen: Fg? F? F FFy
Tdentitit: (F,FyFy)* = F*- Fp2. (F2 — Fp);

und bei ungeradem n:
Formen: Fg, F2F,, FiFy;
Identitit: (F,Fp)*- Fy’ — (F,*Fy) (F2F, — F1 ).
IIT. Tetracdergruppe™®).

{Formen: F, =t F,F,=W, Fp = %

6 2
©) Identitit: W® = 0? (®* — 12V —3-£).

#) Ich werde auch den Grad von (1) im Folgenden gelegentlich mit N Ybe-

zeichnen.
*¥) Bei Tetraeder and C(fktaeder gebrauche ich jetzt im Gegensatze zu frither
pur poch die nicht accentuirten Buchstaben.
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IV. Oktaedergruppe.

) {Formen: F,= W, F? =, F\F, = 1t

Tdentitit: (yf)? = && (W* — 108¢).
. V. Ikosaedergruppe. :
(8) _(Formen: F, = T, F,=H, Fy=1;

|1dentitat: T® 4 H* — 1728f° = 0.
Wir denken uns jetzt im einzelnen Falle die drei in die Tabelle auf-
genommenen Formen, in Uebereinstimmung mit der zwischen ihnen
bestehenden Identitit, aber sonst beliebig, ihrem Zahlenwerthe nach
gegeben und verlangen, die Werthe der beiden Variabeln z,, 2, hieraus
zu berechnen. So haben wir, was wir das zugehorige Formenproblem
: nennen wollen. Die Anzahl der Losungssysteme eines Formenproblems
| betrigt immer 2N, unter N den Grad der correspondirenden Gleichung
: verstanden. Alle diese Losungssysteme gehen dabei aus einem be-
. liebigen derselben genau 80 vermbge der 2 N homogenen Substitutionen
hervor, wie dies bei den N Losungen der jedesmaligen Gleichung mit
Bezug auf die N nichthomogenen Substitutionen augenscheinlich der
Fall ist.

§ 2. Reduction der Formenprobleme.

Was die Losung der Formenprobleme angeht, so konnen wir die-
selbe allemal vermoge der entsprechenden Gleichung und einer zu-
tretenden Quadratwurzel bewerkstelligen. Nehmen wir z B. die eyclischen
Gruppen. So berechnen wir uns zuvorderst aus den Formen (4) die
rechte Seite von (1):

2
7 = (2 zu)’i & "
="_%n P
% (2 %)
. .z : . .
Josen dann (1), wodurch wir =z ¢rfahren, und gewinnen endlich
H

. . . z - .
2,, 2, selber, indem wir diesen Werth von - in die angegebene Form
2

sweiten Grades 2,2, (die wir jetzt X nennen wollen) eintragen, worauf

X
(9) %y == V‘z” 2 =22

wird. Im Falle der anderen Gruppen gestaltet sich die Sache ganz
entsprechend. Denn* nicht nar, dass das jedesmalige Z (2) sich auch
bei ihnen rational aus den Formen (5) —(8) zusammensetzt, wir konnen
aus diesen Formen auch immer rational einen Ausdruck aufbauen, der
vom zweiten Grade in 2z, % ist. Iech wihle als solchen in allen
Fallen:
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F, - F
(10) X = ==t
: 1

Haben wir dann vermdge (2) den Quotienten z—‘=z bestimmt, so
2

ergiebt der Vergleich mit (10):

(11) z, = X (21, 7)

Xz, 1)’ 4 =& 2y,

wo X(z,, 2,) die vorgegebene Grisse (10), X(z, 1) eine bestimmte
rationale Function von z:

F,(z 1) .F, (2, 1)

bedeutet.

Hiermit haben wir nun zugleich das Mittel, um die bisherige
Formulirung unserer Formenprobleme zu vereinfachen, um dieselbe zu
reduciren, wie wir sagen wollen*). Vermdge (9) und (11) hingen 2, 2,
nur von X und Z ab, die ihrerseits rationale Functionen der Formen
(4)—(8) sind. Wir tragen jetzt diese Werthe von 2, 2, in die Formen
(4)—(8) ein. So werden diese Formen, weil sie alle geraden Grad
haben, rational in X. Zugleich werden sie aber auch rational in Z. Denn
sie stellen jetzt derartige rationale Functionen von z vor, die sich
bei den N zugehorigen nicht homogenen Substitutionen nicht #ndern.
Wir werden also in der Folge, so oft von den Formenproblemen
die Rede ist, uns nicht etwa die Formen (4)—(8) gegeben denken
[wobei wir immer die zwischen ihnen bestehenden Identititen be-
riicksichtigen miissten], sondern licber gleich von vornherein dic Aus-
~ qriicke Z und X, und nun z;, #, als Functionen dieser beiden Grdssen
betrachten.

Ich theile hier noch die rationalen Functionen von Z und X
explicite mit, denen die Formen (4) — (8) gleich werden. Man verificirt
dieselben leicht, indem man einerseits darauf zuriickgeht, wie sich
Z und X aus den Formen (4)—(8) zusammensetzen, andererseits den
zwischen diesen Formen bestehenden Identititen Rechnung tragt.
Ich- finde:

I bei den cyclischen Gruppen:

X?l
(12) 2,8y, = X, zf" = /7. Xn’ 2221. — -Z_;

.

*) Dass eine solche Reduction mdglich sei, bemerkte mir gelegentlich Hr. Nother,
welcher dieselbe in ganz anderer Weise aus seinen allgemeinen Untersuchungen
iber Flichenabbildung ableitete.

Klein, Gleichungen 5. Grades. 5

e s
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II. beim Dieder:
fiir gerades n: .
) 2
s g N
(13&) F?= X g 1, Ff=— X (i 1) ,
Z?
n-+2 )
Xn+l . (7 _ 1)_2—
FI'FWEF3 = P : )
. zt
und fiir ungerades n: .
n 3
X2.Z—1 x"ti.z—n1n ?
(18b) Ff=-——7—> R, =— 25—,
VA 2
n41
X*.(Z—1) *
FlF? = -—'n(—-—l_) 3
VA 2
III. beim Tetraeder:
3 X (Z — 1) Xz
(14) Fl =TT T 43z Z 0 F2F3 = = 432 Z ’
X5 . (Z — 1)
F23 = — ————:_f——‘;
: 51841 —38 - Z
1V. beim Oklaeder:
15) F—108. 2 Z=D Fr—108. XD
F,F,—108t. X Z -1,
V. beim Ikosaeder: ‘1
16 _ 10 LY i
(16) F1=129'_§'—(?ZT v ’ F2="‘126' X (szﬂ—,
Xt (Z — 1)®
F, = — 12%. _'—(“Z’T')-

§ 3. Plan der folgenden Untersuchungen.

Es gilt jetzt, die nunmehr gewonnenen Fundamentalaufgaben in
doppelter Hinsicht zu discutiren, nidmlich in functionentheoretischem
und algebraischem Sinne. Indem wir die Untersuchungen letzterer Art
bis zum folgenden Kapitel verschieben, wenden wir uns sofort den
functionentheoretischen Betrachtungen zu.

Es ist 2, die Unbekannte der einzelnen Gleichung, Function von Z
allein, wihrend die z,, 4, des entsprechenden Formenproblems ausser-
dem von X abhiingen. Nun ist aber die Art dieser Abhingigkeit nach
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den Formeln (9) und (11) so iiberaus einfach, dass wir nicht linger
bei ihr zu verweilen brauchen. Wir werden also auch z, 2 nur in-
sofern discutiren, als sie Functionen von Z sind.

Eine solche Untersuchung spaltet sich naturgemdss in zwel Theile.
Es gilt zunichst, eine allgemeine Uebersicht iiber die verschiedenen
Zweige unserer Functionen zu gewinnen, dann aber Mittel anzugeben,
am den einzelnen Functionszweig durch convergente Processe (also etwa
durch Potenzreihen) zu berechnen. Das Erstere erreichen wir in unserem
Falle sehr einfach durch die Methode der conformen Abbildung (§ 4,5).
Wir erfahren damit zugleich die Form der Reihenentwicklungen, die
fiir die verschiedenen Zweige unserer Functionen in Betracht kommen
(§ 5). Es werden uns sodann die Coefficienten dieser Entwicklungen
durch den Nachweis geliefert, dass z in Bezug auf Z einer einfachen
Differentialgleichung dritter Ordnung  geniigt und in Folge dessen dic
Wurzeln 2,, 2, des parallellaufenden Formenproblems als Lisungen
einer homogenen, linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ratio-
nalen Coefficienten erscheinen (§ 6—9). Endlich beweisen wir in § 10,
dass auf Grund der letztgenannten Differentialgleichung 2, 2 parti-
culire Fille der Riemanw'schen P-Function sind, womit unsere Unter-
suchungen an ein wohlumgrenztes und vielfach untersuchtes Gebiet der
modernen Analysis angeschlossen erscheinen.

Was die Resultate angeht, die wir auf solche Weise gewinnen,
so sind dieselben der Hauptsache nach bereits alle in der oben ge-
nannten Arbeit von Hrn. Schwarz enthalten®); nur dass ber Hrn.
Schwarz die Anordnung des Stoffes genau die umgekehrte von der-
jenigen ist, die wir hier einhalten. Ausgehend von der Differential-
gleichung der hypergeometrischen Reihe construirt Hr. Schwarz zunichst
die Differentialgleichung dritter Orduung, von welcher der Quotient z
zweier Particularlésungen z,, 2, dieser Differentialgleichung abhingt.
Er untersucht sodann die conforme Abbildung, welche z von den bei-
den Halbebenen der unabhingigen Variabeln Z entwirft, und steigt
endlich durch die Forderung, dass z eine algebraische Function von Z
sein soll, zu den von uns betrachteten z-Functionen und den sie defi-
nirenden Fundamentalgleichungen auf**). Wir, umgekehrt, beginnen
mit diesen Gleichungen, construiren aus ihnen die conforme Abbildung,
erschliessen dann die Existenz der Differentialgleichung dritter Ordnung,

*\ Usber dienigen Félle, tn welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe
eine algebraische Function thres vierten Elementes darstellt. Borchardt’s Journal,
Bd. 75, p. 292—335 (1872). :

*%) Ich resumire im Texte von den durch Hrn. Schwarz erhaltenen Resultaten
nur diejenigen, welche zu unserer eigenen Darstellung unmittelbaren Bezng haben.

5%
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der # geniigt, und gehen von dieser endlich zur Differentialgleichung
zweiter Ordnung der - P-Function, oder, was im Wesentlichen dasselbe
ist, der hypergeometrischen Reihe iiber. Es sei dabei gleich hier er-
wihnt, dass wir bei diesem letzten Schritte einen Gedanken verwerthen,
den Hr. Fuchs in seinen schon oben genannten Abhandlungen eingefiihrt
hat*), indem wir nimlich X (g,, %), also ene von 2, 2 abhingige
Form, direct durch Z darstellen.

Natiirlich wiirde ich die hiermit bezeichneten Entwickelungen noch
gehr viel kiirzer haben zusammenziehen konnen, hitte ich betreffs der
Riemann’schen P-Function specielle Kenntnisse voraussetzen oder auch
nur die allgemeinen Grundziige der modernen Theorie der linearen
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten benutzen wollen,
wie diese Hr. Fuchs im 66. Bande von Borchardt's Journal entwickelt
hat**). Indem ich hierauf verzichte, gewinnt meine Darstellung die
Bedeutung, in einen Theil der gerade genannten Untersuchungen auf
verhiltnissmissig kurzem Wege einzufilhren. Ich mochte in diesem
Betracht gleich hier auf § 3 des fiinften, hier folgenden Kapitels ver-
weisen, wo im Anschlusse an die jetzt gegebene Entwickelung un-
mittelbar die allgemeinsten linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung wit rationalen Coefficienten bestimmt werden, welche durch-
aus algebraische Integrale haben.

§ 4. Ueber die conforme Abbildung durch die Funetion LXVAR

Indem wir uns jetzt zur conformen Abbildung hinwenden, welche
durch z(Z) vermittelt wird, deuten wir in friitherer Weise die com-
plexen Werthe von s —x -+ iy auf der Kugelfliche, wihrend wir
Z =X+ 1Y in einer Ebene interpretiren**¥).  Wir construiren in
der Ebene Z die Axe der reellen Zahlen und zerlegen dieselbe so in
eine positive und eine negative Halbebene. Wir markiren ausserdem, S0
lange es sich um die binomischen Gleichungen (1) handelt, die beiden
Punkte Z = 0, oo, andernfalls aber die drei Punkte Z =1, 0, o©.

Ein Blick auf die Gleichungen (1), (2), beziehungsweise auf die
ausfilhrlicheren Formeln (59)—(63) des vorigen Kapitels belehrt uns,
dass bei den binomischen Gleichungen die n in Betracht kommenden

*) Siehe das Citat auf pag. 58.

#) Zur Theorie der linearen Differentialgleichung mit verdnderlichen Coefficienten
(1865).

#¥x) Wer mit der Theorie der conformen Abbildung nicht binreichend vertrant
ist, wird Hrn. Holzmiller's neuerdings erschienenes Werk: Einfihrung n die
Theorie der isogonalen Verwandtschaft wnd der conformen Abbildungen etc. [Leipzig,
1882] mit Nutzen zu Rathe ziehen kinnen.

*\\\
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Functionszweige bei Z =0 und Z = oo alle im Cyclus zusammen-
hiingen, wihrend in den iibrigen Fallen von den N vorhandenen Zweigen
bei Z =1 je v, bei Z=0 je vy, bei Z=00 je vy cyclisch ver-
bunden sind. Nun sage ich, dass die Function z(Z) auch keine anderen
Verzweigungen darbietet, als die hiermit angegebenen. Allgemein nimlich,

. . z . .
wenn Z als rationale Function von 2z = - o der Form gegeben ist:
2

9 (2, 2y)
Z= ¥ (2, 5) _
[wo @, ¢ ganze homogene Functionen der beigesetzten Argumente
vom Grade N sein sollen}, so findet man diejenigen Werthe von 2
und also von Z, fiir welche Verzweigungen statt haben, indem man
die Functionaldeterminante (2N — 2)%* Grades:

| : do 0¥ oy 0¢

gleich Null setzt; verschwindet dieselbe y-mal an einer Stelle z = 2, so
hingen dementsprechend (¢ + 1) Zweige der Function z bei Z = Z,
im Cyclus zusammen ™). )

Berechnen wir nun in einem beliebigen unserer Falle (1), (2) diese
Functionaldeterminante, so kommen wir immer auf die Verzweigungs-

punkte zuriick, die wir schon kenmen. Denn im Falle der binomischen

Gleichungen erhalten wir einfach:

| ) 271' —1, 5’2‘— 1—=0

and bei den iibrigen Gleichungen, mit Riicksicht darauf, dass v, alle-

mal = 2 und F, die Functionaldeterminante von Fj und F; ist:
Pt Fp—tFpot=0,

wo die verschiedenen Wurzeln von F,=0alle Z=1, diejenigen von

F,=0 Z=0, endlich die von Fy=0 Z=00 ergeben*¥).

*) Die hiermit formulirte Regel weicht von der in den Lehrblichern angege-
benen durch den Gebrauch der homogenen Variabeln 2, 2 ab. Derselbe ist des-
halb vortheilbaft, weil er endliche und unendliche Werthe von z, wie dies die
geometrische Interpretation von 2 auf der Kugel und iberhaupt die moderne Auf-
fassung des Unendlichen verlangt, in eine Form der Aussage zusammenzufassen
gestattet.

##) Zur Begrtindung unseres Schlusses hitten wir dieser expliciten Berechnung
der Functionaldeterminante eigentlich gar nicht bedurft, sondern es hitte geniigt, zu
bemerken, dass die Gesammtzah! der mit der richtigen Multiplicitit gezihlten Ver-
zweigungspunkte bel Z =0, 00, bez. bei Z =1, 0, 0o mit dem Grad 2N —2)
der Functionaldeterminante tibereingtimmt, [Wir miissen dabei jedesmal auf #
im Cyclus susammenhingende Zweige (v — 1) Warzeln der Functionaldeterminante
rechnen.}

SUDIIURUI" I 4
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Die hiermit gewonnenen Angaben geniigen bereits, um die ge-
suchte conforme Abbildung der Art nach vollkommen zu charakteri-
siren. Bezeichnen wir als #-Eck jede auf der Kugel gelegene, mit der
nothigen Anzahl von Ecken verseheve, aber iibrigens mit stetig ge-
krtimmten Curven begrenzte Figur, und beachten wir noch, dass Z in #
rational ist, und also jedem Z N Werthe von 2, jedem z aber nur ein
Werth von Z zugehort, so haben wir sofort:

Vermige der binomischen Gleichung (1) werden die beiden Halbebenen
Z alternirend auf 2:N Zweiccke der z-Kugel abgebildet, welche in den

Polen der z-Kugel (d. h. den Punkten z,2, = 0) mit Winkeln = %

zusammenstossen und die z- Kugel vollstindig aber wirgends mehrfach
tiberdecken.
Genau so werden in den Fillen (2) die Halbebenen Z abwechselnd auf
2N Dreiccke der - Kugel abgebildet, die mit Winkeln gleich vi , vl s ;75
1 2 ]
Je an cinen Punkt von F, = 0, einen Punkt von F, = O und einen Punlit
von Fy; = 0 hinanreichen.

Wir beachten jetzt, dass alle Wurzeln von (1) oder (2) aus einer
beliebigen derselben jedesmal durch N lineare Substitutionen, denen
Drehungen der z-Kugel um den Mittelpunkt entsprechen, aus einander
hervorgehen. So schliessen wir unmittelbar:

Die N Zuweiecke oder Dreiccke, welche im einzelnen Falle der posi-
tiven Halbebene Z, sowie dic N Zweiecke oder Dreiecke, welche der nega-
tiven Halbcbene Z entsprechen, sind beziehungsweise unter einander con-
gruent.

Endlich aber erinnern wir uns des Satzes, den wir im Schluss-
paragraphen des vorigen Kapitels aus der Existenz der erweiterten
Gruppen ableiteten. Wir zeigten dort, dass Z reelle Werthe nur
lings derjenigen grossten Kreise der z-Kugel annimmt, welche von
den Symmetrieebenen der jedesmaligen Configuration ausgeschnitten
werden. Nun trennen die reellen Werthe von Z innerhalb der
Z-Ebene die beiden unterschiedenen Halbebenen. Daher haben wir
schliesslich:

Die Begrenzaungslinien der Zweiecke und Dreiecke sind keine anderen,
als dic erwdlmten Symmetrickreise, und es fallen also unsere Zweiecke
und Dreiecke mit denjenigen Figuren zusammen, welche wir in § 11 des
ersten. Kapitels als Fundamentalbereiche der erweiterten Gruppen be-
zeichnet haben.

Ich bitte den Leser, sich selbst die hiermit bezeichneten gestalt-
lichen Verhiltnisse recht anschaulich machen zu wollen; est ist hier nicht

4
2 p—

‘
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der Ort, um dieselben noch eingehender zu discutiren*®). Die Ab-
bildung, welche den binomischen Gleichungen entpricht, ist natiirlich
mannigfach sonst untersucht worden, nur dass man durchweg die
z-Kugel durch eine Ebene ersetzt hat, auf welche wir unsere Kugel
vermittelst stereographischer Projection bezogen denken miissen®**).

Uebrigens will ich in den Entwickelungen der folgenden Para-
graphen die binomischen Gleichungen und iiberhaupt die cyclischen
Gruppen, bei der Sonderstellung, welche sie den anderen Fallen gegen-
iber einnehmen, bei Seite lassen und nur jedesmal unter dem Texte
die auf sie beziiglichen einfachen Resultate angeben.

§ b. Verlauf der Function 2, , #; im Allgemeinen; Reihenentwickelungen.

Bei der geometrischen Deutung der Functionen 2(Z), wie wir sie
jm vorigen Paragraphen gegeben haben, rubt das Charakteristische
darin, dass wir nicht etwa iiber der Z-Ebene eine vielblattrige Fliche,
sondern auf der z-Kugel eine Gebietseintheilung constrairt haben**¥),
Handelt es sich jetzt darum, den Verlauf der Functionen # (£ ), 2, (Z) 20
iiberblicken, so verlegen wir dementsprechend die Betrachtung abermals
auf die z-Kugel. Indem wir die cyclischen Gruppen nach Verabredung
bei Seite lassen, haben wir auf die Formeln (11) zu recurriren, die
wir folgendermassen schreiben wollen:

F, (2, 1)
— = .
(17) 2y = VX F’//Q @) 7. (2, K 2, Z - &g

s erscheinen hier z;, % als eindeutige Functionen des Ortes auf einer
die z-Kugel iberdeckenden zweiblittrigen Flache, welche in allen
Punkten F, = 0, oder Fy = 0, oder auch Fy =0 (den Punkt 2 = o©
picht ausgeschlossen) Verzweigungspunkte besitzt, also dem Geschlechte:
Ng/1 1 1

(18) pm— 1+ Y (245 )

angehort. Wir bestimmen fiir die einzelne Function sofort die Null- und
Unendlichkeitspunkte, die natiirlich in resp. gleicher Zahl vorhanden sein

*) Was insbesondere die Ikosaedergleichung angeht, so gibt ein Blick auf die
Figur den hitbschen Satz: dass diese Gleichung fir reelles 7 allemal 4 und nur 4
yeelle Wurzeln besitzt.

*) In seinen ., Vorlesungen siber mathematische Physik* (Leipzig, 1876) be-
geichnet Hr. Kirchhoff diejenigen ebenen Figuren, welche unseren Zweiecken ent-
sprechen, als Sicheln.

#++) In dhnlicher Weise kann man den Verlauf jeder eindeutigen Function
Z = F(2) zur Anschauung bringen. Man vgl z. B. O. Herrmann: Geometrische
Untersuchungen 1iber den Verlauf der elliptischen Transcendenten im complexen
Gebiete, Schlomilch’s Zeitschrift Bd. 28 (1883).
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miissen. Was zunichst z, betrifft, so verschwindet es, und zwar je einfach*),
fiir alle Punkte von F) = 0 und tiberdies fiir # = oo, im Ganzen also

fiir (g -+ 1) Punkte; dagegen wird es fiir alle Punkte von F, =0

und diejenigen Punkte von F; = 0, die nicht nach £ = oo fallen,

. , je einfach unendlich; die Zahl der Unendlichkeitspunkte ist also
(i\* + WE —1), was in der That, vermdge der bei uns in Betracht
2 3

kommenden Zahlenwerthe der N und v mit <TN— 4 1) tibereinstimmt.
1

Ganz #hnlich bet 2z, nur dass die beiden Punkte 2 =0 und 2z =
(welche beide zu den Wurzelpunkten von Fy; = O gehéren) ihre Ralle
vertauscht haben.

Wir kénnen jetzt die Art der Reihenentwickelungen, welche unsere
drei Functionen ¢, 2, 2, in der Nihe der singuliren Stellen Z= 1,0,
gestatten, mit leichter Miihe angeben. Ich bringe dies hier nur so
weit zur Ausfihrung, als wir es in den folgenden Paragraphen ge-
brauchen. Verabreden wir fiir einen Augenblick (wie es auch sonst

dblich ist), dass Z— Z, fir Z, = oo den Werth —, z — z, ent-

'

sprechend fiir 2, = oo den Werth % bedeuten soll. Sei ferner ¢, einer

der Werthe von z, welche Z = Z, zugehoren. So haben wir aus der
conformen Abbildung des vorigen Paragraphen unmittelbar den fol-
genden allgemeinen Satz:

In der Nihe von Z;,=1, 0, oc lisst sich (z — 2,) in enc an-
steigende Potenzreihe entwickeln:

1 2
(19) s—gy=a(Z—2) +b(Z—2)" +---,
wo v der Reihe nach dic Zaklen vy, v,, vy bedeuten soll, und der Cocfficient a
von Null verschieden ist.

Wir betrachten jetzt insbesondere den Fall Z; = oo, 2, = 0 und
die zugehdrigen Entwickelungen von z, z,. Die Formel (2), auf welche
wir hier zoriickgreifen miissen:

Fp
Fp

c- =7,

*) Man sagt von einer Function, die auf einer zweiblittrigen Fliche in einem
Verzweigungspunkte z, Null oder unendlich wird, dass sie einfach Null oder un-
1

endlich werde, wenn sie in erster Anniherung sich wie C (¢ — z0)2, bez, wie
1

-5 1
C(z — z,) % verhilt. Ist z, =00, s0 haben wir statt (¢ —2,) den Ausdruck —
in Betracht zu ziehen.
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enthilt linker Hand den Factor —f—— mit einer rationalen Function von
» z 3

z» multiplicirt, welche fir z= 0 den Werth + 1, beziehungsweise
beim lkosaeder den Werth :l /annimmt. Daher haben wir gundchst

fiir 2 die Entwickelung:

= —(5)3(2)

wo das Minuszeichen allein beim Ikosaeder zur Anwendung kommt,

und P (—2) eine nach ganzen Potenzen von 2 fortschreitende Reihen-

entwickelung bedeutet, deren erster Coéfficient gleich + 1 ist. Wir
betrachten jetzt die Formeln (17). Der in ihnen auftretende Quotient
 F @Y
F,(z, 1) - Fy(a, 1)

zerlegt sich in das Product von —- 1n ene rationale Function von 27,

welche wiederum fir 2 =0 in den ibrigen Fillen gleich - 1, beim
Tkosaeder aber gleich — 1~ ist. Indem wir jetzt fir 2 die Reihen-
entwickelung (20) eintragén, zerstoren sich offenbar die beiden beim
Tkosaeder auftretenden Minuszeichen, insofern v; beim Tkosaeder eine
ungerade Zahl ist. Daher erhalten wir aus (17) und (20) fiir z;, 2, W
allen Fillen folgende Reihenentwickelung :

1

21). =YX (7 21 ()

Z\ 1
4y = 2.4 (-c“) - B, (7);
wo $B,, B, Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen von —2 fort-

schreiten und mit dem Terme —+-1 beginnen.

Wir werden erst in § 10 auf die hiermit gewonnenen Formeln
guriickkommen. Erinnern wir uns einstweilen, dass ¢ beim Dieder
=— — 1, beim Tetraeder = + 1 ist, wihrend es beim Oktaeder den

Werth —1%8— und beim Ikosaeder den ‘Werth 17128 besitzt.

§ 6. Uebergang zu den Differentialgleichungen dritter Ordnung.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung derjenigen Differential-
gleichung dritter Ordnung mit rationalen Coéfficienten, welcher z, wie
oben behauptet wurde, in Bezug auf Z geniigt. Dieselbe entsteht da-

durch, dass alle N Zueye von 2 lincare Functionen des einzelnen unter
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ihmen sind, und zwar auf folgende Weise: Unter n eine beliebige
Function von Z verstanden, eliminire man allgemein zwischen :Z ig

und seinem ersten, zweiten und dritten Differentialquotienten die 8 Con-
gtanten oz f:y: 0. So gewinnen wir einen Differentialausdruck dritten
Grades, welcher bei beliebigen linearen Transformationen vony ungeindert
bleibt. Indem wir jetzt fiir % unser 2 substitniren, wird dieser Diffe-
rentialausdruck, wegen der erwahnten Eigenschaft der N Functions-
zweige von Z, unabbingig von dem Zweige, den Wir auswihlen mogen,
einen bestimmten Werth annehmen. Daher st fir-n =2 besagter
Diﬁ“erentialausdruck eine eindeutige Function von Z, und also auch (weil
z in Z algebraisch ist) emne rationale Function von Z. Indem wir ihn
der geeigneten rationalen Function von Z gleich setzen, haben wir
die in Aussicht genommene Differentialgleichung dritter Ordnung, der
— 2 als Particularlosung geniigt.
Es handelt sich zunéchst darum, den betreffenden Differentialausdruck

dritter Ordnung wirklich zu bilden. Sel £= on +

YN
gchreiben wollen:

[ oder, wie wir
67 )

ynt —an +0E— =0
so folgt durch successives Differentiiren nach Z: _
p (e +ng) —en + o =0,
Ot F 2y +at) —el T 8¢ =0,
Yo7 e 4 sy 3+t — an” + 08" =0.
In den drei so gewonnenen Gleichungen ist § von selbst in Wegfall
gekommen; die Elimination der anderen Constanten gibt nach leichter

Reduction:

i 0 ¢
0 — 217/ gr t” 1/1// !
3"]” g! + 312/ g// gru nur

oder auch, unter Trennung der Variabelen:
e s (E oAl A (T
g2 (§> o "?_.(n')'
Der gesuchte Dz'ﬂ“ercntialausdmck ist also:
“ 7N\ 2
@) EANEYEA
wir werden denselben i der Folge mit 1), oder avch mit [n), bezeichnen™).

*) Nach einer Mittheilung, welche ich Hrn. Schwarz verdanke, kommt dieser
Ausdruck bereits in Lagrange’s Untersuchungen iber conforme Abbildung vor

(Sur la construction des cartes géographiques, Nouveaux Mémoires de T'Académie
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Wir wollen hier noch berechnen, wie [5], sich indert, wenn wir
statt Z eine neue Variable Z, einfiithren. Sei

’ az
Z = .F(Zl), Z = ﬁ etec. ---- - s
so folgt der Reihe nach:
3z, =z &
dq _ d'q , dn »
az® =~ dzt R iy A
dan _ da’q ’ dﬂn r rprt d7] . o,
azs —azs L'+ 3 4z L8+ 452
Dalher:
(23) [n),, = ), - 2 + (2],
was die gesuchte Formel ist. Hingt insbesondere Z von Z, linear ab:
_ AZ 4+ B
2=z 3D’
so kommt hier [Z], noch in Wegfall und wir haben einfach:
. AD — BC)?
(34) [’7]2‘ = [’2]2 : '(Té‘m)T

& 7. Zusammenhang mit den linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Ebe wir weiter gehen, wollen wir den Zusammenhang der be-
sprochenen Differentialgleichungen dritter Ordnung mit den homogenen,
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung darlegen, wie der-
selbe sogleich zur Geltung kommen soll. Sei allgemein eine lineare
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten gegeben:

(25) ¥’ +py+qy=0

Unter y,, y, irgend zwel Particularldsungen derselben verstanden,
setzen wir:

Y,

Ye

Wenn wir dann Z in seiner Ebene irgend welche geschlossene Wege
beschreiben lassen, so wjrd dabei 5 immer nur in lineare Functionen
an + p
vn+ 9

de Berlin, 1779). Vergleiche iibrigens Hrn. Schwarz’' wiederholt genannte Abhand-
lung in Bd. 75 von Borchardt’s Journal, wo weitere literarische Notizen zusammen-
gestellt sind. In den Sitzungsberichten der sichsischen Gesellschaft vom Januar
1883 habe ich darzulegen versucht, welch’ innere Bedeutung eine Differential-
gleichung dritter Ordnung: [7] == f(2) erhilt, wenn man von der im Text be-
sprochenen Entstehung des Ausdrucks [7] ausgeht.

')7=

seiner selbst iibergehen kionnen. Denn nach jedem solchen

TN,
~
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Umlaufe haben sich y,, ¥, in gewisse lineare Combinationen von
Y,, Y, verwandelt. Daher schliessen wir, dass unser v eimer Differential-
gleichung dritter Ordnung der gerade betrachieten Art gewiigt:
(26) (nl,=r ()
unter r (Z) eine rationale Function von Z verstanden.

Es soll sich jetzt darum handeln, dieses 7 (Z) aus den Coefficienten
p, ¢ von (25) zu berechnen. Nach Voraussetzung ist:

v+ +a =0,
v, +p-v +q-v.=0,

also durch Combination beider Gleichungen:

@7 "y — 9" y) + 0@y — ¢ 9) = 0.
Wir haben ferner:
(28) Y Y. y‘—zzyeﬂl_ — ,’7"
woraus durch logarithmisches Differentiiren:
W =%y g%
U Y — Y % Y. 7’
oder, vermdge (27):
29 " p—2 ¥
(29) " r—2-

Durch nochmaliges Differentiiren folgt hieraus:
7" 77 \? , % o (¥ \
n ( n ) » Ys + ( Ys

und also durch Combirnation mit (29):

’

Y

Y,

Nun sind die Terme, welche hier rechter Hand das y, enthalten, ver-
mbge der fiir y, geltenden Differentialgleichung zweiter Ordnung gerade
gleich 2¢. Daher finden wir:

1 ’
(30) m,=2¢— 59 —7r,

was die gewlinschte Endformel ist.

Gehort so zu jeder linearen Differentialgleiehung zweiter Orduung (25)
eine bestimmte Differentialgleichung dritter Ordnung (26), so gehdren
offenbar zu jeder Differentialgleichung (26) unendlich viele Gleichungen (25).
Wir haben nur zu setzen:

1 , S
) =—50—p —2%—2p:

o 1 ./ :
(31) 29— P —p =7
und werden dabei das p (als rationale Function von Z, wenn wir
darauf Gewicht legen) noch beliebig annehmen konnen, worauf das ¢
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(und zwar wieder als rationale Function von Z, wenn p und  rational
sind) eindeutig bestimmt-sein wird.

Offenbar ist (26) vollstindig gelost, wenn das Gleiche von einer
der zugehorigen Gleichungen (25) gilt. Aber auch umgekehrt lassen
sich die Lisungen von (25) sehr einfach angeben, wenn man die Lisungen
der zugehirigen Gleichung (26) als bekannt ansieht. Man schliesst nim-
lich aus (27) durch Integration in bekannter Weise: 5

— fpdZz !

(32) UY — 9y = ke ’
unter % die Integrationsconstante verstanden. Verbinden wir dies mit
(28), so folgt:

Y1=19"Y,,

T g/
RV

Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung verlangt also, nach-
dem vorher die zugehorige Differentialgleichung dritter Ordnung geldst
ist, zu ihrer Losung nur noch eine einzige Quadratur.

(33)

§ 8. Wirkliche Aufstellung der Differentialgleichung dritter Ordnung

fir 2 (Z).
Um jetzt die Differentialgleichung dritter Ordnung wirklich auf-
zustellen:
[77]2 =7 (Z)7

der umser z als Particularlosung geniigt, benutzen wir, was iiber die
Reihenentwickelungen von (z — 2,) nach Potenzen von (Z—~ Z,) in
Formel (19) enthalten ist. Wir denken uns diese Reihenentwickelungen
explicite hingeschrieben und aus ihnen durch directe Differentiation
eine Reihe fiir [¢], berechnet. Als Anfangsglied dieser Reihe (die
iibrigens nach ganzen Potenzen von (Z — Z,) fortschreiten muss, weil
[£], eine rationale Function von Z ist) ergibt sich bei Z,=1,0,
beziehungsweise:
v, —1 v, — 1 Vg2 — 1
25, 3(Z—1)%’ 2v,* . 27 29% . Z%

Nun sage ich ferner, dass [#], an einer Stelle Z,, die von 1, 0, oo °
verschieden ist, sicher nicht unendlich wird. An einer solchen Stelle
haben wir nimlich (wie wieder aus der conformen Abbildung folgt):

st = a(Z— L) F b (Z— L)+,
wo a 2 0, und hieraus fiir [2], eine nach ganzen Potenzen von (Z—Z)

fortschreitende Reihe, welche nur positive Exponenten besitzt. Wir
setzen, diesen Resultaten entsprechend:

‘____‘____._._JJ L
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r(Z v,2 — 1 B C
() 2(4 1)‘+A»—1+ 25,2 - Z° +7+ ’
wo 4, B, C Constante sein werden, und miissen diese nun so be-
stimmen, dass die Reihenentwickelung, welche  (Z) in der Nihe von

. 1 .
Z = oo nach steigenden Potenzen von -~ zuldsst, das gerade an-

gegebene Anfangsglied %22:212— besitzt. Der Erfolg zeigt, dass A, B, C
8

durch diese Forderung vollstindig bestimmt sind. In der That kommt
unmittelbar:

e | v, 1
C=0, 44+ B=0, 29,2 + +A—? '
Indem wir eintragen, wird unsere Dif}"erentmlglezchzmg emfach:
BT S
vt —1 ' v, * v, ?
(34) ["]]z 2(4__1)2 + 27 CZ: + Q(ZQ—I)Z ’

wo nun fiir »,, v,, v, die Zahlenwerthe unserer Tabelle (3) gesetzt
werden mobgen®).

Die drei kritischen Punkte Z =1, 0, oo treten in dieser Diffe-
rentialgleichung, eben weil der eine dieser Punkte bei Z = oo liegi,
formal nicht mit derjenigen Symmetrie auf, die ihrer eigentlichen Be-
deutung entspricht. Wir werden dies sofort verbessern, wenn wir
statt Z irgend eine lineare Function von Z, die fiir Z=1, 0, o
irgend drei endliche Werthe a,, a,, a; annimmt, als neue Veréinder-
liche einfithren. Indem wir die Formel (24) benutzen, iibrigens aber
die neue Variable selbst wieder Z nennen, kommt: '

(35) [n],= Z—a,-Z—1—a2-Z—a3 {gvi(z_a (@ —a,) (a,—ay)
+ 'v?(Z—_la)( —a) (a; — ay)
+_2_1/-‘—-(-Z:—1a) (a5 —a,) (a;— a,) } ’

wo nun, wie man sieht, alle wiinschenswerthe Symmetrie herrscht.

§ 9. Lineare Differentialgleichungen gweiter Ordnung fiir 2, und z,.

Die Entwickelungen des § 7 setzen uns jetzt in die Lage, die
allgemeinste lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ratio-
nalen Coefficienten anzugeben:

¥) Fir die binomische Gleichung (1) kommt als entsprechende Differential-
glelchung durch directe Differentiation:

="t
Mz = 2n2 VA
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(36) y' +ry+q-y=0

welche zwei Particularldsungen ¥, y, hat, deren Quotient gleich un-

serem ,{ ist, wir haben nur noch Formel (31), (34)
1

1 1
ni—1 M

—1
R A ) »,2—1 » 2
2 V=0 =gz T oz + TZ =12

zu setzen. Ich sage nun, dass unter diesen Differentialgleichungen jedes-
mal eine ist, welcher die Wurzeln 2,, 2, unseres Formenproblems geniigen.
In der That kénnen wir wieder von vornherein erkennen, dass die 2, 2,
Particularlésungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit rationalen Coefficienten sein miissen. Seien namlich ¢£,° 2,° zwei zu-
L sammengehorige Zweige unserer Functionen, so driicken sich beliebige
andere Zweige als lineare homogene Functionen dieser 2,°, 2,° aus. Sie
geniigen daher alle der folgenden Differentialgleichung: ~

17 ’

Y Y Y |
datz° dz"° ol
- az A =0
@atan L,
| az iz 2 |

Hier schliessen wir nun sofort, dass sich die Coefficienten, welche 4", 3", ¥
bei Ausrechnung dieser Determinante erhalten, wie rationale Functionen
von Z verhalten. Sie sind sogar ohne Weiteres selber rationale Functionen.
Denn ersetzen wir 2°, 2,° durch irgend ein anderes Paar zusammen-
| gehdriger Zweige von 2z, z,:

ez’ + B2°, vz’ + 025°,
80 bleiben diese Coefficienten, weil «d — By vermbge der Definition der
Formenprobleme immer gleich 1 ist, nach dem Determinantenmulti-
plicationssatze iiberhaupt ungeindert.
Es kommt jetzt darauf an, aus der Gesammtheit der Differential-
gleichungen (36) die eine auszusuchen, welcher z, und #, geniigen. Es

seien y,, y, solche zwei Liosungen von (36), dass % =z So wollen
2

wir vorab allgemein
F, ( 19 ) - F, !
X (yu .'/z) = — 1‘{/’(1/17 ;2§y1 yz)

berechnen. Wir gehen' zu dem Zwecke von der Gleichung aus:

o FEED g
-y F e, 1)
| Indem wir dieselbe differentiiren und, wie oben, beachten, dass allemal
F, von einem Zahlenfactor abgesehen die Functionaldeterminante von -
F, und F; ist, erhalten wir, unter ¢’ eine geeignete Constante verstanden:

ek
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vy ~1 .
c’_F2 (2111) FI(Z,I)_g'=1’
Fptt,
oder auch, unter Einfiihrung eines anderen geigneten Multiplicators ¢”:
’” Fl (Z, 1) r__
! L Eey Ren L L
Hier setzen wir jetzt 2 = ¥. So kommt:

T J2

s Fy W %) e ety
¢ F, (4, ¥2) - Ty vy, 9) (yl Y> Y2 yl) o 1’

. oder endlich, indem wir die Bezeichnung X und ﬁbrigehs die Formel
! . (32) heranziehen:
-6 X (W, ) =k Z-c/ris
was die gewiipschte Formel ist.
Nun war fiir die Losungen #,, 2, unserer Formenprobleme nicht

Z . -
nur b =z, sondern es war auch bestimmt, dass X (z,, 2,) von Z
2

unabhingig sein sollte. Wir werden also den Cocfficienten p der ent-
sprechenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung so annelmen
miissen, dass Z aus der zugehirigen Formel (37) dberhaupt herausfillt.
Dies gibt, wie man sieht,

e/P3%2 = Z oder p=%-

Indem wir diesen Werth in (36) eintragen, haben wir die gesuchte
Differentialgleichung gewonnen. Dieselbe lautet nack leichter Umsetzung*):

vy Y Y 1 1 1 1 Z2
(38) y T 7 tig—o {—;;H-Z(Erf‘;d—z—;a-l-l)—;‘z]—“-

§ 10. Beziehungen zu Riemann’s P-Function.

Wir haben jetzt alle Mittel, um z,, £, und aus ihnen 7z = ,‘?, in
“2

der Umgebung irgend einer Stelle Z = Z; durch Potenzreihen zu be-
rechnen. In der That sahen wir in § 5, wie man im einzelnen Falle
die Art dieser Potenzreihen bestimmen kann, und haben nun einfach,
um die noch unhekannten Cofficienten der Reihenentwickelung zu finden,
die Reihen selbst in (38) zu substituiren. Wollen wir dies insbesondere
fir die Umgebung des Punktes Z == oo ausfithren, so kénnen wir un-
mittelbar die Formeln (21) benutzen.

* Fiir die Losungen 2, , z, des Formenproblems der cyclischen Gruppen findet

man in dhnlicher Weise:

v ¥ y
v+7z ~TumE ="
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Wenn ich den hiermit bezeichneten Schritt nicht mehr explicite
ausfithre, auch die Convergenz und die analytische Fortsetzung der
angedeuteten Entwickelungen nicht niher discutire, so geschieht es,
weil wir mittlerweile alle Vorbedingungen gewonnen haben, um die
Untersuchung der Functionen ¢,, 2, an eine fertige und wohlgekannte
Theorie anzuschliessen. Es st die Lehre won den Riemann’schen

P -Functionen s
P(a ﬁ 4 Z')
o’ ﬁ v’

und der Darstellung threr verschiedenen Zweige durch Gaussische lyper-
geometrische Rethen™).

Ich habe bereits gesagt, dass ich betreffs der P-Functionen keinerlei
specifische Vorkenntnisse voraussetzen will. So mégen wir diese
Functionen hier in derjenigen Weise definiren, die sich an unsere bis-
herigen Entwickelungen am bequemsten anschliesst, nimlich als Lisungen
der folgenden linearen Differentialgleichung zwetter Ordnung:

@) P4 gem (l—e—a)—A+p+p)2)

+ g7 (0 — & + BB — py) 2+ ) =0,

(wo e+ o' 4+ B4 B + -+ immer gleich 1 genommen ist).**)

Offenbar ist (38) ein specieller Fall von (39); wir haben, um (38) zu
gewinnen, in (39) nur zu schreiben:

, 1 ’ 1 1 P
P=y, 2=2, a=—d'=y -, f=—f'=g - y=m,- ¥'=

’
7y

v, 2—1
2y, ’
was mit der Bedingung ¢ + o'+ g+ 8" + 9 4 p" =1 vertriiglich
ist, weil v, in allen unseren Fillen=2 ist. Es sind also ¢, , z,, mit Riick-
sicht auf den besonderen Werth von v, specielle Fille der Function:

1 1 1
2% 2v 4
(40) P : s Z
1 1 3
2v, 2v, 4

*) Wer in diese Theorie eindringen will, thut wohl noch immer am Besten
peben Gauss' Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. (1812, Werke t. I1I)
und Kumsmer's Abhandlungen iiber die hypergeometrische Reihe (1836, Crelle’s
Journal Bd. 15) die Originalarbeit von Riemann zu studiren: Beitrdge zur Theorde
der durch die Gauss’sche Reihe I (e, B, y, x) darstellbaren Functionen (Bd. 7 der
Gottinger Abhandlungen (1857), oder Werke, p. 62—82).

**) Man gewinnt diese Differentialgleichung durch leichte Umsetzung aus der-

0 .
jenigen, welche Riemann 1. e. speciell fir P (“, ﬁ, , x) mittheilt (Werke,
p. 75). e fy

Klein, Gleichungen 5, Grades. 6




82 1, 3. Die Fundamentalaufgaben, in functionentheoretischem Sinne behandelt,

Jetzt kbnnen wir unsere z,, 2, innerhalb der allgemeinen mit diesem
Symbol bezeichneten Functionen noch niher charakterisiren. Eben zu
diesem Zwecke habe ich die Formeln (21) explicite aufgestellt. Wenn

1

1
wir in denselben 2, mit Z?*, 2, mit Z 2% multipliciren, so bleiben
die Producte bei Z = oo endlich und von Null verschieden und sind
tberdies in der Umgebung des Punktes Z = oo einéindrig. Es be-
zeichnen also die Formeln (21) genau solche Reihenentwickelungen, wie
sie Riemann I c. unter der Benennung PP, PW%) einfiihrt. Nur dass
Riemann den ersten Coefficienten von P® und P®) unbestimmt lisst.
Wihlen wir denselben insbesondere so, wie es in den Formeln (21)
geschehen ist, so konnen wir schliesslich sagen, dass unsere z,, 2, unter
den allgemeinen F-Functionen (40) speciell diejenigen sind, die aus den

Reihenentwickelungen. P®, P®) durch belichige analytische Fortsetzung

erwachsei.

Mit diesem Satze haben wir den Zielpunkt der Entwickelungen
des gegenwirtigen Kapitels erreicht. Ich wollte %eigen, dass unsere
Functionen 2, #,, z, zu denjenigen gehdren, in welche die moderne
Functionentheorie sowohl durch ihre geometrischen Anschauungen als
durch ihre analytischen Hiilfsmittel eine sozusagen vollstindige Einsicht
gewihrt. Wird Letzteres zugegeben, so haben wir damit zugleich
einen Gesmhtspunkt gewonnen, der im zweiten Abschnitte unserer Dar-
stellung zur Geltung kommen soll: er erscheint dann nimlich rationell,
complicirtere algebraische Functionen, sofern es moglich ist, auf unsere
jetzigen 2, 2, 2, zuriickzufiihren.

Uebrigens aber kionnen die hier gegebenen Entwickelungen noclk
in hoherem Grade, als unsere anderen, nur als Einleitung betrachtet
werden. In der That hat uns die Absicht, tiberall die Argumentation
moglichst elementar zu gestalten, daran gehindert, den eigentlich inter-
essanten Punkt zu erldutern: wie ndmlich die linearen Substitutionen,
denen wir z, beziehungsweise #, und 2,, im vorigen Kapitel unter-
worfen haben, nunmehr zu Stande kommen, indem wir ¢, ¢, 2, als
Functionen von Z auffassen und letztere Variable in ihrer Ebene ge-
eignete geschlossene Wege durchlaufen lassen. Auch wiirden wir, wenn
wir den im § 5 gegebenen Ansatz noch ein Weniges weiter verfolgt
hiitten, den unmittelbaren Uebergang zu Riemann’s P-Function haben
finden konnen, ohne vorher die Differentialgleichungen explicite for-
mulirt zu haben. Ich iiberlasse dem Leser, sich hinsichtlich dieser
und verwandter Fragen durch eigene Studien und Ueberlegungen zu
orientiren.

L T

S\ Y
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Kapitel IV.
Ueber den algebraischen Charakter unserer Fandamentalaufgaben.

§ 1. Aufgabe des gegenwirtigen Kapitels.

Nachdem wir im vorigen Kapitel unsere Fundamentalaufgaben
nur erst in functionentheoretischer Hinsicht discutirt haben, behandeln
wir sie jetzt unter den Gesichtspunkten der Gleichungstheorie. Ich ver-
stehe dabei unter letzterer den Inbegriff der Lehren, welche sich auf die
rationalen Resolventen beziehen, d. h. auf diejenigen Hiilfsgleichungen,
denen irgendwelche rationale Functionen der Wurzeln der vorgelegten
Gleichungen geniigen.

Einen ersten wichtigen Theil dieser Theorie, welche iiber die Art
der iiberhaupt in Betracht zu ziehenden Resolventen entscheidet, bil-
den diejenigen Ueberlegungen, die man nach den grundlegenden Ideen
von Galois mit dem Namen des Letzteren zu bezeichnen pflegt, und
die darauf hinauslaufen, die einzelne Gleichung, oder auch das einzelne
Gleichungssystem, durch eine gewisse Gruppe von Vertauschungern der zu-
gehiorigen Losungen 2w charakterisiren (das Wort Gruppe in derselben
specifischen Bedeutung genommen, die wir im voraufgehenden ersten
Kapitel erklirt haben). Ich werde in den Paragraphen 2—4 des Fol-
genden die Grundziige dieser Theorie so weit zur Sprache bringen, als zum
Verstindnisse des Spiiteren durchaus nothwendig scheint, verweise aber
iibrigens, und zwar nicht nur wegen der niheren Ausfithrung, sondern
namentlich auch wegen der Beweise, auf die schon oben genannten Lehr-
biicher®). Anschliessend hieran gelingt es sehr einfach, unsere Fun-
damentalaufgaben im Galois'schen Sinne zu charakterisiren (§ 5, 6).
Insbesondere folgt, dass sich dieselben simmtlich durch Wurzelziehen
miissen erledigen lassen mit alleiniger Ausnahme der Jkosaeder-
gleichung, deren niederste Resolventen vom fiinften bez. sechsten Grade
sind; ich werde in den Schlussbemerkungen dieses Kapitels (§ 16) noch

*) Siehe oben p. 6, Anmerkung.
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ansfiibrlicher auf die principielle Bedeutung dieses Resultates aufmerk-
gsam machen.

Inzwischen geniigt es nicht, bei irgend welcher gegebenen alge-
braischen Aufgabe die Art der Resolventen zu kennen; wir verlangen
dartiber hinaus, diese Resolventen wirklich und zwar in einfachster Weise gu
berechnen. Hiermit beschiftigt sich der zweite Theil des gegenwirtigen
Kapitels, unter strenger Beschrinkung auf die bei unseren Fundamental-
aufgaben zuniichst liegenden Probleme. Ich zeige vor Allem (§ 7),
wie man die Hiilfsresolventen wirklich bilden kann, vermoge deren die
Auflosung der Dieder-, Tetraeder- und Oktaedergleichung zu erfolgen
hat. Ich beschiftige mich sodann ausfiihrlich mit den Resolventen
finften und sechsten Grades der Ikosaedergleichung (§ 8—15). Die
particuliren Gleichungen funften und sechsten Grades, welche wir so
gewinnen, werden fiir unsere spiteren Entwickelungen von wesent-
licher Bedeutung werden. Dabel ist es vor allen Dingen die Methode,
auf welche ich hier Nachdruck legen mdchte: eine Methode, welche
bald functionentheoretische bald invariantentheoretische Momente benutzt
and in beiderlei Richtung einer Ausdehnung auf hohere Probleme
fihig scheint. '

§ 2. Ueber die Gruppe einer algebraischen Gleichung.

Handelt es sich darum, die Gruppe zu definiren, welche jeder ein-
zelnen algebraischen Gleichung im Sinne der Galois’schen Theorie
eignet, so wollen wir zuvorderst der Classification gedenken, welche
man fiir die rationalen Functionen von n verinderlichen Grossen:

‘{EO’ xl) ----- xﬂ—l

aus ihrem Verhalten gegen die Vertauschungen der x ableiten kann.
Es ist a priori klar, dass alle Vertauschungen der z, welche eine
solche rationale Function ungeindert lassen, eine Gruppe bilden, die
als Untergruppe in der Gesammtheit aller Vertauschungen enthalten
ist (vielleicht auch mit dieser Gesammtheit zusammenfillt). Aber auch
das Umgekehrte ist der Fall: Sobald uns irgend eine Gruppe von Ver-
tauschungen der x gegeben ist, kénnen wir immer solche rationale
Functionen der z bilden, welche bei den Vertauschungen dieser Gruppe,
aber bei keinen anderen Vertauschungen, ungeindert bleiben. Wir
nemnen diese rationalen Functionen der x der Gruppe der Vertauschungen
zugekirig und classificiren nun iiberhaupt alle rationalen Functionen
der z, welche es gibt, nach der Gruppe von Vertauschungen, zu der
sie gehoren.

Wir miissen ferner den sogenannten Satz des Lagrange kennen

RN ‘
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lernen®). Es seien B und E, zwel rationale Functionen der x, und
es bleibe R bei allen Vertauschungen ungeiindert, welche die zu R,
gehorige Gruppe ausmachen (womit natiirlich noch nicht gesagt ist,
dass R zu derselben Gruppe gehdren muss). Es seien ferner s, s,,-- s,
die elementaren Potenzsummen:

’ @ Sy =Zx, 8y = ZxQ; """ Sn=2x". |

" Dann- behauptet der genannte Satz, dass R als rationale Function
von R, und s;, S, - + - S, dargestellt werden kann. Wir konnen diesen
Satz leicht noch verallgemeinern, indem wir uns statt B, eine Anzahl
rationaler Functionen: R,, R, . . . gegeben denken und annehmen,
dass R bei allen denjenigen Vertauschungen ungeiindert bleibt, die
gleichzettyy R,, R, - - - - ungeindert lassen. Dann wird R eine
rationale Function von R, By - - - und den s,, 35, - - - 8, sein. In der
That konnen wir aus den R,, R,, - - - eine rationale Function R’
der z rational zusammensetzen, welche nur bei solchen Vertauschungen
der z ungelindert bleibt, die R,, R,, - - - simultan ungeindert lassen.
Nach der ersten Fassung, die wir dem Satze des Lagrange ertheilten,
wird dann B durch dieses R’ und iibrigens die s, s,, - - - s, rational
dargestellt werden kionnen, womit unsere neue Behauptung eo ipso
erwiesen ist.

Jetzt sei die Gleichung #*® Grades gegeben:

f(x> =0,

deren Wurzeln die bisher betrachteten z,, z,, - - + Z,—1 sein sollen.
So kennen wir jedenfalls die Werthe der s; (1) und hieraus durch ratio-
nale Rechnungsoperationen iiberhaupt die rationalen, symmetrischen
Functionen der . Aber es kann sein, dass uns irgendwelche unsym-
metrische Functionen der 2: R, R,, - - - gegeben sind. Dann k&nnen
wir auf Grund des erweiterten Lagrange’schen Satzes iiberhaupt jede
Function R der z in rationaler Weise berechnen, welche bei allen Ver-
tauschungen invariant bleibt, die gleichzeitig R, R,, - - - - ungeiindert
lassen. Es werden also allemal diejenigen rationalen Functionen der x und
nur diejenigen, wic wir sagen wollen, rational bekannt sein, welche
bei einer bestimmten Gruppe von Vertauschungen der x ungedndert bleiben.

Die hiermit skizzirte Theorie gilt zuniichst, wie wir sagten, fiir
durchaus variable z. Die Sache ist nun aber die, dass auch n jedem
speciellen Falle eine analoge Theorie existirt, Wenn wir in einem
solchen Falle von einer Function sagen, dass sie bei gewissen Ver-
tauschungen ungedndert bleibt, so verstehen wir darunter, dass sie

*) REfTea:ions sur la résolution algebrique des équations, Mémoires de V'Aca-
démie de Berlin, t. III (1770—71), oder OGeuvres, t. III (§ 100 der Abhandlung).
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ihren numerischen Werth nicht wechselt. Es gibt dann immer eine solche
Gruppe G von Vertauschungen der z, dass alle rationalen Functionen der
z, welche bei G ungedndert bleiben, und wur diese, rational bekannt sind.
Ueberdies gilt das Gesetz, dass alle Vertauschungen von G, die eme
irgendwie gegebene rationale Function der x ungeindert lassen, jedesmal
eine Gruppe bilden, so dass in Bezug auf die Vertauschungen von G die
eben besprochene Classification der vationalen Functionen und auch der

Satz von Lagrange ausnahmslos erhalten bleibt. Die Gruppe G ist dann

diejenige, welche Galois als Gruppe der Gleichung bezeichnet™).

Die Schwierigkeiten der Galois'schen Theorie liegen vielleicht
weniger in den hiermit formulirten allgemeinen Sitzen, als in dem
dabei verwendeten Begriffe des Rational-Bekanntseins. Wann werden
wir Functionen mit dieser Bezeichnung belegen? Wir miissen es
thun, wenn sie (in Folge besonderer Werthe der z,, &,, - - +) ratio-
nale Werthe haben, d. h. rationalen Functionen der s; (mit rationalen
Zahlencoefficienten) gleich sind. Aber wir konnen es bei ganz be-
liebigen Functionen R, R,, - - - thun, indem wir eben annehmen,
dass wir die Werthe von R,, R,, - - - bereits irgendwie berechnet
haben. Wir adjungiren dann, wie Galois es ausdriickt, diese B,, R,,---
und erweitern dementsprechend, um mit Hrn. Kronecker zu reden™¥),
den Rationalitiitsbereich, in welchem wir operiren. In diesem Sinne
sind die Aussagen, welche die Galois'sche Theorie betreffs der ein-
zelnen Gleichung f(z) = O liefert, bis zu einem gewissen Grade von
unserem subjectiven Ermessen abhingig. Adjungiren wir simmtliche
Wurzeln von f(@) =0, so besteht die Gruppe der Gleichung immer
pur aus der Identitit. Man muss sich also der Vorstellung entwthnen,
als miisse eine Gleichung n'*® Grades, deren Gruppe wir als wenig
ausgedehnt bezeichnen, darum nothwendigerweise irgendwie specificirte
Coefficienten haben.

§ 3. Allgemeines iiber Resolventen.

Es sei jetzt wieder G die Gruppe der Gleichung f(z)==0, N der
Grad der Gruppe. Die einzige Annahme, der wir G unterwerfen, ist die,
tramsitiv zu sein, d. h. Vertauschungen zu umfassen, vermbge deren die ein-
zelne Wurzel z; von f =0 an die Stelle jeder anderen Whurzel z, treten
kann. Es wirde anderenfalls f(x) = O reducibel sein, d. h. in rationale
Factoren zerfallen, und wir wiirden also statt f(z) = 0 zweckmiissiger-

*) Man sehe Oeuvres de Galots in Liouville's Journal t. XI, 1846.

*%) Man vergleiche hier: Kronecker, Grundgige einer arithmetischen Theorie
der algebraischen Grissen (Bd. 92 des Journals fiir Mathematik, 1881).
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weise die verschiedenen Gleichungen betrachten konnen, die durch
Nullsetzen der einzelnen Factoren entstehen.

Wir wihlen nunmehr irgend eine rationale Function der Wurzeln
x, R,, welche nicht bei allen Vertauschungen von G pngeiindert bleibt,
also nicht rational bekannt ist, wohl aber bei einigen Vertauschungen

g ungeiindert bleiben kann, deren Anzahl gleich v sei und die eine Gruppe
g, bilden migen. Bei den Vertauschungen von G nimmt R, im Ganzen
:1 = n’ verschiedene Werthe an:
R07 R” RN R
Wir bilden sodann die Gleichung, von der diese verschiedenen Werthe
abhiingen:
(R—R)(BR—R)----- (R— R,_y)=0.

So haben wir offenbar eine Gleichung gewonnen, deren Coefficienten
rational bekannt sind; denn sie sind symmetrische Functionen der ver-
schiedenen R und als solche bei den Vertauschungen von & invariant,
Dies ist, was wir als Resolvente der vorgelegten Gleichung fiz) =0
bezeichnen, und zwar, so oft es von Wichtigkeit wird, als rationale
Resolvente, insofern von ihr eine rationale Function der x abhingt.

Wir fragen nach der Gesammtheit der verschiedenartigen Resol-
venten, welche f(z) = O besitzt. In dieser Hinsicht mégen wir vorab
Folgendes festsetzen. Hitten wir statt R, eine andere rationale Function
. der Wurzeln gewihlt, welche gleichfalls zu g, gehtrt, so wiirde sich
diese nach dem Lagrange'schen Satze durch R, und die bekannten
Grossen rational ausdriicken lassen, die neue Resolvente wiirde swch also
aus der friheren (und ebenso die frithere Resolvente aus der newen) durch
rationale Transformation ergeben. Wir wollen verabreden, dass wir
zwei derartige Resolventen bei der allgemeinen hier zu gebenden Ueber-
| sicht iiberhaupt als identisch erachten werden. Dann gehort also zu
i jeder Gruppe g, immer nur eine entsprechende Resolvente.

Aber dieselbe Resolvente erwdchst auch, wenn wir statt g, von ge-
wissen anderen Untergruppen ausgehen. In der That, statt mit der Wurzel It
zu beginnen, kénnen wir beim Aufbau der Resolvente ebensowohl eine

der anderen Wurzeln R,, R,,- - -+ voranstellen. Dann treten an Stelle
von g, diejenigen Gruppen von Vertauschungen der z, welche bez
R,, R,,--- ungeindert lassen, und die wir mit g,, g,,-- bezeichnen

wollen. Wir fragen, wie diese g; mit dem urspriinglichen g, zasammen-
hingen. Es sei S; eine derjenigen Vertauschungen der z, durch
i welche R; in R, iibergeht; die Gesammtheit derartiger Vertauschungen
i wird dann durch S;7@ gegeben sein, unter 7 der Reihe nach jede
i beliebige Vertauschung von g, verstanden. Nun combiniren wir mit

| .
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palen Functionen der z durch diese eine Wurzel und tibrigens die be-
kannten Grossen rational darstellen.
: Doch betrachten wir die Eigenschaften der Galois'schen Resol-
. : vente genauer.

Zuvorderst, was ihre Gruppe angeht, so wird bei jeder von den
N Operationen der Gruppe G eine jede der N Wurzeln:

' RO’ Ru ..... Ry 1

versetzt. Es gibt also auch keine zwei Operationen von G, welche
beide dieselbe Wurzel R; an dieselbe Stelle R, briichten: die einzelng
Operation ist vollkommen bestimmt, wenn wir nur wissen, in welcher
Weise sie ein einzelnes R; beeinflusst. Indem wir den Begriff der
Transitivitit heranziehen, wie er schon soeben benutzt wurde, kionnen
wir sagen:

Die Gruppe T der Galois'schen Resolvente ist genaw cinfach transitiv.

Wir konnen also die einzelne Vertauschung von I mit dem Index
derjenigen Wurzel R; beneunen, welche bei ihr aus R, hervorgeht.
In diesem Siune wer@en wir sofort das Symbol S; gebrauchen.

Wir stellen jetzt vermoge des Lagrange'schen Satzes die ver-
schiedenen Wurzeln R,, R,, - - - Ry_; durch die erste derselben
rational dar. Auf solche Weise entstehen N Formeln, die wir folgen-
dermassen schreiben:

(2) Ry =9, (By), By =1, (L), ==+~ Ry—1=tpy—1 (L)
Hier bedeuten die ¥; rationale Functionen des beigesetzten Argumentes,
die nur insofern vollkommen bestimmt sind, als wir dieselbe nicht mit
Hiilfe der Galois'schen Resolvente selbst medificiren wollen, und es 1st
¥, (R,) natiirlich nur der Gleichformigkeit wegen statt B, selbst ge-
schrieben. Wir greifen eine dieser Formeln heraus, schreiben sie unter
Beiseitelassung der bisherigen Indices der R:

(3) R = ¢:(B)

und denken uns die Galois'sche Resolvente mit Hiilfe dieser Formel
transformirt (indem wir zwischen der Resolvente und der Formel (3)
das R eliminiren). So entsteht eine Gleichung vom Grade N -fir R,
welche mit der urspriinglichen Galois'schen Resolvente jedenfalls die
Woaurzel R; gemein hat. Nun ist unsere Resolvente nach Voraussetzung
irreducibel. Daher haben die beiden Gleichungen vom N** Grade
iberhaupt alle Wurzeln gemein, d. h. sie sind identisch. Wir haben
also den Satz:

Die Galois'sche Resolvente wird durch dic N rationalen Transforma-
tionen (3) in sich selbst transformirt.




\

unserer Fundamentalaufgaben. 91

Wenn wir also in Formel (3) statt R irgend eine Wurzel R, sub-
stituiren, so wird R’ gleich einer anderen Wurzel E; werden. Aber
statt B, konnen wir schreiben y; (R,), statt E; v;(R,). Daher ist:

Y; (Ro) =, P, (Ro)

und also tiberhaupt:

¥ = Ui Yy,
sofern wir ndmlich von den Verinderungen absehen, die an dem ein-
zelnen dieser Ausdriicke mit Hiilfe der fiir die R, geltenden Galois'schen
Gleichung angebracht werden kinnen. In diesem Sinne haben wir:

Die N rationalen Transformationen (3) bilden eine Gruppe.

Wir fragen, wie diese Gruppe mit der Galois'schen Gruppe T zu-
sammenhingt. Ersetzen wir in den Formeln (2) das R, rechter Hand
der Reihe nach durch R, R,,--- Ey_ 4, so erhalten wir linker Hand,
dem gerade Gesagten zufolge, die Wurzeln R, jedesmal in umgeinderter
Reihenfolge wieder. Wir bekommen also N verschiedene Anordnungen
der R, und nun ist die Behauptung, dass digjenigen N Vertauschungen,
durch welche diese Anordnungen aus der urspriinglichen Anordnung her-
vorgehen, genau dic Gruppe T ausmachen. Wir werden zu dem Zwecke
zeigen, dass eine rationale Function der R;:

F(RO’ Ru""RN—l)y

welche ungeiindert bleibt, wenn man die Aufeinanderfolge R, R,, - Ry_,
' durch eine beliebige der anderen N in Rede stehenden Anordnungen
' ersetzt, rational bekannt ist. In der That, jede rationale Function der R
kann vermoge (2)in die Gestalt zusammengezogen werden: ® (R)). Wenn
nun F die erwihnten Umstellungen zulisst, so wird es ebensowohl
F gleich ® (R,), gleich ® (R,) etc. sein, unter ® jedesmal dieselbe ratio-
- nale Function verstanden. Daher ist auch:

F= _IN (O@RY) + ORB)+ -+ OBy ),

also F gleich einer symmetrischen Function, und daher in der That
rational zu berechnen, wie behauptet wurde.

Die somit gefundene Beziehung zwischen I und der Gruppe der
Transformationen (3) wollen wir noch niler erforschen. Setzen wir
in (2) rechter Hand statt R, Ry, so tritt linker Hand an erster Stelle
ebenfalls R, auf. Wir erhalten also diejenige Reihenfolge der R,
welche aus der urspriinglichen durch die Operation S; von I hervor-
geht. Indem wir jetat statt I, (rechter Hand) durchweg wu; (%)
schreiben, konnen wir folgendermassen sagen:

Die Operation Sy ist diejenige, welche o, (By) (1 =0,1,--- (N=1)
durch ¢, ¢ (R,) ersetzt.

1
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S;T® die inverse Operation S;~ 1. So verwandelt sich R, wieder riick-
! wirts in R,. Daher bleibt R; bei allen Vertauschungen

79 —=8,.7°. 87!

. ; ungeindert. Nun®lisst sich umgekehrt aus jedem T bei welchem
R; ungeiindert bleibt, durch den entsprechenden Ansatz ein T in der

, Gestalt:
: 70 _ Sl-l . T(f) . S
ableiten. Diese neue Formel ist, wie man sieht, die unmittelbare Auf-
losung der gerade gegebenen; wir haben also mit letzterer iberhaupt
alle Vertauschungen, welche R, ungeiindert lassen, d. h. die Gruppe g,
definirt. Die Gruppe g; erwichst also aus g, durch Transformation ver-
maige S;.
Hier kann nun S; (wenn wir alle Wurzeln B,R,- R, _,in
Betracht ziehen wollen) jede beliebige Vertauschung von G sein. Denn

durch S7* muss aus R, doch immer irgend eines der R; hervorgehen.
Mithin konnen wir die Gruppen g,, g,, - go_1 als die Gesammtheit
derjenigen bezeichuen, die aus g, durch Transformation innerhalb G
entstehen. Solche Gruppen haben wir friher als gleichberechtigt be-
zeichnet. Daher haben wir endlich, als Zusammenfassung des Bisherigen,
den priicisen Satz: duss es so vicl verschiedenartige Resolventen einer vor-
gelegten Gleichung f(z) = O gibt, als innerhalb der sugehirigen Gruppe G
verschiedene Systeme gleichberechtigter Untergruppen existiren.

Wir bestimmen jetzt die Gruppe ' der einzelnen so erhaltenen
Resolvente. Ich sage, dass sie von denjenigen Vertauschungen der R
gebildet wird, die entstehen, wenn man die x den Vertauschungen von G
unterwirft. Denn eine rationale Function der R, welche bei den ge-
nannten Vertauschungen der R invariant bleibt, ist zugleich, als Function
der z betrachtet, bei den Vertauschungen von @ unverénderlich, und
umgekehrt kann sie das letztere nicht sein, wenn nicht zugleich das
erstere der Fall ist. Die Gruppe T ist also auf jeden Fall der Gruppe G
isomorph. :

Hier mitssen wir nun eine wichtige Unterscheidung machen, Der
gefundene  Isomorphismus kann holoedrisch oder meriedrisch sein. - Das
letztere tritt dann und nur dann ein, wenn innerhalb G solche Ver-
tauschungen der z existiren, welche simmtliche R, ungedndert lassen;
diese Vertauschungen werden dann eine Gruppe y bilden, die inner-
halb G ausgezeichnet ist. Die Resolvente spielt in beiden Fillen der
urspriinglichen Gleichung gegeniiber eine ganz verschiedene Rolle,

Im ersteren Falle konnen wir jede rationale Function der z, und
insbesondere die x selbst, aus den R; mit Hiilfe der bekannten Grissen
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rational zusammensetzen. Die urspriingliche Gleichung ist also selbst
eine Resolvente der Resolvente: die Auflosung der einen Gleiehung zieht
die der anderen nach sich, und umgekehrt. Indem wir die Gleichung
f(x) = 0 durch ihre Resolvente ersetzen, haben wir wohl eine Um-
formung der urspriinglichen Aufgabe, aber keinerlei Vereinfachung
erreicht. *

Ganz anders im zweiten Falle. Die z sind bei ihm keineswegs
in den R; rational. Haben wir die E; berechnet, so ist immer noch
die urspriingliche Gleichung f(x) = 0 zu l6sen. Diese Aufgabe ist jetzt
nur insofern vereinfacht, als jetst die Gruppe G (nach Adjunction der R,)
durch y ersetet ist*). Dafiir aber ist die Bestimmung der R, selber
leichter auszufiihren, als die Berechnung der z: denn die Gruppe T der
zugeliirigen Gleichung ist kleiner als G. Wir haben also das urspriing-
liche Problem in zwei Schritte von einfacherem Charakter zerlegt.

Offenbar sind die Resolventen der zweiten Art die wichtigeren.
Sie konnen nur dann auftreten, wenn die Gruppe G der vor-
gelegten Gleichung susammengesetzt ist. Indem wir in einem solchen
Falle die Zerlegung von G studiren, haben wir damit zugleich die
Mittel, die Gleichung f(x) = O durch eine ganze Reihenfolge resolviren-
der Hiilfsgleichurigen schrittweise zu vereinfachen. Eben dies ist die
Bedeutung der Resolventen, welche die gewohnliche Theorie bei der
Auflosung der Gleichungen dritten und vierten Grades benutzt.

§ 4. Die Galois’sche Resolvente insbesondere.

Nach dem, was gerade gesagt wurde, repriisentiren alle Resolventen,
deren Gruppe I' mit der Gruppe G der vorgelegten Gleichung f(z) =0
holoedrisch isomorph ist, abstract zu reden, Hquivalente Probleme.
Aber unter ihnen ist eine, welche fiir Zwecke der algebraischen Dar-
stellung ganz besondere Bedeutung besitzt: es ist digjenige, die man mit
dem Namen der Galois'schen Resolvente zu benennen pflegt, und die da-
durch definirt ist, dass thre einzelne Wurzel bei jeder in G enthaltenen
Vertauschung der x wmgeindert wird. Es reduciren sich dann also die
Gruppen g,, g,, - - -, die wir soeben den E,, R,, - - - entsprechen
liessen, alle auf die Identitit, und es wird gleichzeitig der Grad der
Resolvente so hoch wie moglich, nimlich gleich N. Dafiir aber bietet
sie den Vortheil, dass man nur eine ihrer Wurzeln zu berechnen braucht.
In der That miissen sich nach dem Lagrange’schen Satze alle ratio-

*) Hierdurch kann f(x) =0 (wenn eben y, in den z geschrieben, nicht trans-
itiv ist) moglicherweise reducibel geworden sein.
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Ebenso wird die Operation S, diejenige sein, welche o; (R,) durch
- ¥y (R)), oder, was dasselbe ist, welche o; (By) durch y; v, (R,)
ersetzt (wo wir beidemal ¢ von 0, 1, bis (N — 1) laufen lassen wer-
den). Combiniren wir die beiden so erhaltenen Sitze, indem wir zu-
erst S; und dann S, in Anwendung bringen, so folgt:

Bei der Operation S, S, wird o, (R,) durch o; v, 4, (&) ersetzt.

Die Beziehung, welche wir solchergestalt zwischen den Gruppen
des S und der ¥ finden, ist zunichst kein Isomorphismus. Denn
SiS, bedeutet, dass man zuerst S, und dann S, in Anwendung bringt,
wihrend .9, (R,) besagt, dass man zuerst das Y, von B, und dann
hiervon das 4 berechnet. Aber wir konnen die Beziehung sofort so
umindern, dass Isomorphismus resultirt. Wir brauchen zu dem Zwecke
S: nur der inversen Operation ;! entsprechend zu setzen. In der
That ist ja (¢49)”" =97 '- ¢x '. Daher haben wir:

Die Gruppen der S und der o sind holoedrisch somorph. —

Die hiermit formulirten Sitze sind um so wichtiger, als man sie
ohne Weiteres umkehren kann. In der That finden wir, indem wir
das bisher Gesagte in umgeiinderter Reihenfolge wiederholen:

Wenn eine irreducible Gleichung N*® Grades durch N rationale
Transformationen in sich iibergeht:

R = ¥, (R); R = % (R)) """" ’
so st sie ihre eigenc Galois'sche Resolvente und steht ihre Gruppe T zur
Gruppe der v in der eben geschilderten Bezichung*).

Soll dann bei einer solchen Gleichung eine rationale Function
der Wurzeln gebildet werden, die bei den Vertauschungen S; einer
gewissen in der Galois'schen Gruppe enthaltenen Untergruppe un-
geidndert bleibt und somit als Wurzel einer entsprechenden Resolvente
eingefithrt werden kann, so geniigt es, eine rationale Function der
einzelnen Wurzel R, aufzustellen, welche bei den zugehbrigen o, in
sich selbst transformirt wird; denn die Untergruppe der o enthilt

zugleich alle y; ' und entspricht also bei der isomorphen Zuordnung
der Untergruppe des .

.

§ 5. Einordnung unserer Fundamentalgleichungen.

Ich habe den vorigen Paragraphen so ausfiihrlich gestaltet, um
Jetzt unsere Fundamentalgleichungen: die binomischen Gleichungen und

*) Man verwechsele diesen Satz nicht (wie es gelegentlich geschehen ist) mit
der Definition der Abel’schen Gleichungen. Auch bei letzteren gibt es N rationale
Transformationen R’ = ¥, (R), aber man setzt iberdies voraus, dass die 1 ver-
tauschbar sind, also y,y, = ¥, ¥, ist.
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die Gleichungen des Dieders, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders un-
mittelbar in das Schema der Galois’schen Theorie einordnen zu kénnen.
Constatiren wir zuvorderst, dass unsere Gleichungen irreducibel sind.
Aus der functionentheoretischen Betrachtung des vorigen Kapitels folgt
nédmlich, dass die N Functionszweige, welche die einzelne unserer
Gleichungen definirt, indem wir jeweils die rechte Seite Z als unab-
hingige Variable betrachten, alle unter einander zusammenhingen.
Es sind also genau die Voraussetzungen erfiillt, auf die sich der Schluss-
satz des wvorigen Paragraphen bezieht. Denn die N Wurzeln, welche die
einzelne unserer Gleichungen besitzt, gehen auns einer beliebigen unter
ihnen ja in der That jedesmal durch N rationale Transformationen
hervor: nimlich durch die N uns wohlbekannten linearen Substitutionen.
Wir haben hiermit sofort: Unsere Gleichungen sind ihre eigenen
Galois’schen Resolventen, und kdnnen nun unmittelbar weitere Schliisse
ziehen, indem wir herannehmen, was frither iber die Gruppen der zu-
gehdrigen (nicht homogenen) linearen Substitutionen gesagt wurde.
Greifen wir zuniichst etwa das Oktaeder heraus und erinnern uns,
dass die Gruppe der 24 Oktaedersubstitutionen zusammengesetzt war.
In ibr war als moglichst ausgedehnte ausgezeichnete Untergruppe die
Tetraedergruppe von 12 Substitutionen enthalten, in dieser wieder die
Vierergruppe (von 4 Substitutionen), und in letzterer endlich eine
cyclische Gruppe von 2 Substitutionen. Wir schliessen also: dass wir
die Oktaedergleichung durch eine Rethenfolge von 4 Hiilfsgleichungen er-

ledigen kinnen, deven Gruppen bezichungsweise %;, 142", %, 2,d.h 2322
Vertauschungen umjfassen werden. Eine Gruppe von Primzahlgrad ist
nothwendig eine cyclische Gruppe. Nehmen wir nun noch hinzu, dass
man, im Anschlusse Lagrange, jede cyclische Gleichung vom n*" Grade
durch eine binomische Gleichung vom #*® Grade ersetzen kann*), so
erkennen wir, dass die Okiaedergleichung gelist werden kann, indem wir
folgeweise eine Quadratwurzel, dann eine Cubikwurzel und endlich noch
2 Quadratwurzeln zichen. Wir werden dies in § 7 durch explicite
Formeln bestitigen:

Was die Tetraedergleichung angeht, so ist sie mit dem, was fiber
die Oktaedergleichung gesagt wurde, selber miterledigt; denn die Tetra-
edergruppe ist ja ausgezeichnete Untergruppe der Oktaedergruppe. Fiir

*) Cyclisch heisst die Gleichung nt? Grades, wenn ihre Galois’sche Gruppe

cyclisch ist, also etwa nur die eyclischen Vertauschungen von (z,, z,, - - - &, _ )
umfasst. Die Methode besteht dann bekanntlich darin, als Unbekannte die Grisse
’ 2in

n—1 : - U
x, + e, 4+ -8 x, _ , einzofithren, wo ¢ = ¢

'1
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die Diedergleichung vom Grade 2n ergibt sich, dass sie sich durch Aus-
ziehung einer Quadratwurzel auf eine binomische Gleichung n*" Grades
reduciren lassen muss. Und endlich die Auflésung der binomischen
Gleichung selbst kann dann und nur dann in mehrere Schritte zerlegt
werden, wenn ihr Grad n eine zusammengesetzte Zahl ist.

So stellt sich neben die binomische Gleichung von Primzahlgrad
. als einzige unserer Gleichungen, die wir durch Resolventenbildung nicht
reduciren konnen, die Ikosaedergleichung. Wollen wir auch bei ihr
Resolventen bilden (wie wir dies § 8 ff. ausfiihren), so belehren uns die
fritheren Untersuchungen der Ikosaedergruppe dariiber, dass als niederste
Resolventen solche vom 5. und 6. Grade in Betracht kommen. Erstere
entsprechen dem Umstande, dass die Ikosaedergruppe 5 gleichberechtigte
Tetraedergruppen, letztere dem anderen, dass sie 6 gleichberechtigte
Diedergruppen von jedesmal 10 Operationen umfasst. Diese Resolventen
werden beidemal wieder eine Galois’sche Gruppe von 60 Vertauschungen
besitzen. Wir konnen nach dem Friiheren sofort sagen, dass dies bei
den Resolventen 5. Grades die 60 geraden Vertauschungen der Wurzeln
. sind, dass also das Differenzenproduct der Wurzeln rational gein muss.
Die Gruppe der Resolventen sechsten Grades werden wir erst spiter
genauer bestimmen (§ 15).

Indem wir so die Ergebnisse unserer fritheren Untersuchungen
. fir die Galois’sche Theorie verwerthen, diirfen wir freilich einen wesent-
lichen Umstand nicht iibersehen. Wir sind nur insofern berechtigt,
die linearen Functionen unserer Substitutionsgruppen zu den rationalen
Functionen ¢ des vorigen Paragraphen zu rechnen, als wir die in den
linearen Substitutionsformeln auftretenden Coefficienten fiir rational
bekannt erachten. Es sind dies gewisse Einheitswurzeln. Diese Ein-
heitswurzeln also miissen wir adjungirt denken, damit die vorstehend formau-
lirten Behauptungen richtig sind. Bei der Tkosaedergleichung z. B. miissen
wir die fiinften Einheitswurzeln adjungiren, d. h. Zahlenirrationalititen,
welche durch die Gleichung bestimmt sind:

xb — 1
z—1

= 0.

Erliutern wir an diesem Beispiel in etwa die Folgerungen, welche sich
anderenfalls einstellen wiirden. Bekanntlich hat die vorstehendeGleichung
vierten Grades eine cyclische Gruppe von 4 Vertauschungen®), also
~ eine Gruppe, die eine ausgezeichnete Untergruppe von 2 Vertauschungen
umfasst. Wir schliessen, dass jetzt die Ikosaedergleichung eine
Gruppe von 4 - 60 Vertauschungen besitzt, innerhalb deren eine

*) Man sehe z. B.: Bachmann, die Lehre von der Kreisthetlung, Leipzig 1872,
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Untergruppe von 2-60 Vertauschungen und dann eine von 60 Ver-
tauschungen ausgezeichnet ist. Diese neue Gruppe der Ikosaeder-
gleichung braucht sich also keineswegs ungedindert auf die einzelne
Resolvente der Tkosaedergleichung zu iibertragen. Bei den Resolventen
fiinften Grades ist dies sogar von vorneherein nicht mbglich, da deren
Gruppe doch niemals mehr als 5!==2.60 Vertauschungen umfassen
kann. In der That tritt in den Formeln, welche wir in § 14 fiir
die Differenzenproducte unserer Resolventen fiinften Grades aufstellgn
werden, als numerische Irrationalitit nur V5 auf, sodass keineswegs
die Adjunction der einzelnen fiinften Einheitswurzel nothig ist, um die
Gruppe der Resolventen auf nur 60 Vertauschungen zu reduciren. —
Wir verfolgen diesen Gegenstand nicht weiter, da er uns zu sehr in
zahlentheoretische Betrachtungen hineinfiihren wiirde*).

§ 6. Betrachtung der Formenprobleme.

Wir gedenken noch mit wenigen Worten der Formenprobleme,
die unseren Gleichungen parallel laufen. Es sind dies Gleichungs-
systeme mit jedesmal 2 Unbekannten z,, z,, Man wird auf solche
Gleichungssysteme durchweg die Grundbegriffe der Galois’schen Theorie
iibertragen konnen, indem man iiberall, wo in letzterer von den Wurzeln
einer Gleichung die Rede ist, die einzelnen Lisungspaare 2, 2, sub-
stituirt. Insbesondere werden wir dann sagen konnen, dass umsere
Formenprobleme shre eigenen Galois'schen Resolventen sind. In der That
leiten sich alle 2N Losungssysteme, welche unsere Formenprobleme
besitzen, aus dem einzelnen Losungssysteme durch 2N a priori be-
kannte lineare, homogene Substitutionen ab**). Es sind hier also die
homogenen linearen Substitutionsgruppen unserer fritheren Darstellung,
welche die Galois'sche Gruppe des jedesmaligen Problems bestimmen.

Diese homogenen Gruppen waren alle zusammengesetzt, indem
sie eine ausgezeichnete Untergruppe umfassten, die aus der Identitat
und folgender Operation:

I4

’
2y = —2, & = —%4
bestand. Wir schliessen daraus, dass sich unsere Formenprobleme

#) Im Texte haben wir die Galois’sche Theorie als im Wesentlichen bekannt
voransgestellt und pun aus ihy Eigenschaften der Ikosaedergleichung etc. deducirt.
Im Gegensatze, dazu kann es dem Anfinger nicht genugsam empfohlen werden,
die gaunze Betrachtungsweise umzukehren, und die Eigenschaften der Ikosaeder-
gleichung etc. zu benutzen, um sich aus ihpen, als einem einfachen Beispiele,
die allgemeinen Ideen der Galois'schen Theorie zu abstrahiren.

*%) Die dabei auftretenden Einheitswurzeln gelten im Texte wiederum als ad-
jungirt.
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immer miissen erledigen lassen, indem wir zunichst eine Gleichung
mit einer Gruppe von N Vertauschungen auflésen und dann eine
Quadratwurzel ziehen. Dies ist nun genau, was wir bereits in § 2
des vorigen Kapitels ausgefiihrt haben, als es sich um die Reduction
der Formenprobleme handelte. Es wird iiberflissig sein, noch aus-
fiihrlicher bei diesem Gegenstande zu verweilen.

§ 7. Die Auflésung der Gleichungen des Dieders, Tetraeders und
Oktaeders. N

Indem wir jetzt dazu iibergehen, die in Aussicht gestellten Auf-
losungsformeln fiir Dieder, Tetraeder und Oktaeder mitzutheilen, be-
ginnen wir wieder mit der Betrachtung der Oktaedergleichung. Wir
schreiben sie, wie frither:

@) L

1080
Als Wurzel der ersten Hiilfsgleichung werden wir sodann eine solche
rationale Function von #z einfiihren, welche bei den 12 Tetraeder-
substitutionen ungeiindert bleibt. Offenbar ist es am einfachsten, hier-
fir die rechte Seite der zugehtrigen Tetraedergleichung zu wihlen.
Indem wir dieselbe mit Z, bezeichnen, haben wir:
o -
Wir wihlen ferner als Unbekannte der zweiten Hiilfsgleichung,
der Vierergruppe entsprechend:
| (2,2 — 2
(6) - 1421‘12:2

und endlich als Unbekannte der dritten Hiilfsgleichung die rechte Seite
der binomischen Formel:

(D) (%)2 = Ly

Die vierte Hiilfsgleichung wird dann einfach darauf hinauskommen,

l)2

. z.
aus diesem Z; das - =2 selbst zu berechnen.
2
Um nun die Hiilfsgleichungen, von denen Z,, Z;, Z; und endlich
. abhiingen, wirklich zu bilden, brauchen wir uns nur zu ermnern,
2

dass alle rationalen Functionen von 2, welche bei den Tetraeder-
_substitutionen ungeindert bleiben, rational in Z; sind, dass ebenso
alle rationalen Functionen von z, welche bei den Substitutionen der
Vierergruppe ungeiindert bleiben, rational in Z; sind, ete. etc.. Daher
ist (wenn wir noch den Grad der in Betracht kommenden Functionen
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beachten) Z eine rationale Function zweiten Grades von Z,, dieses
wieder eine rationale Function dritten Grades von Z,, Z, seinerseits
eine rationale Function zweiten Grades von Zs, und Z, selbst, wie
schon in (7) angegeben ist, eine rationale Function zweiten Grades
von 2. Ein Blick auf unsere fritheren Formeln geniigt, um diese ratio-
nalen Functionen wirklich zu bilden. Wir finden der'Reihe nach:

. —127
(8) (Zx - 1)2 = Z’.
Z,—ea Y 1 —3
©) (=) =z, («=2H70), .
Z, —1)2
(10) A 47, ) = Zy,

und endlich, wie selbstverstindlich:
2
(11) (j, ) = Z,.

Eben diese Formeln, in denen wiv jetet Z,, Zy, Z, und z der Reile nach
als Unbekannte betrachten, sind dic gesuchten Hidfsgleiclungen. Man
wolle insbesondere beachten, dass die cubische Hilfsgleichung 9), wie
wir es in Aussicht genommen hatten, zu ihrer Auflosung nur einer
Cubikwurzel bedarf*).

Die Tetraedergleichung ist mit diesen Formeln ohne Weiteres mit-
erledigt. In der That brauchen wir, um sie zu behandeln, die Reihen-
folge der Hiilfsgleichungen nur mit (9) beginnen zu lassen. Aber auch
die allgemeine Diedergleichung:

(12) it

42z z,
macht keine Schwierigkeiten mehr; wir brauchen nur, um sie auf eine
binomische Gleichung zu reduciren, genau so, wie wir es gerade bei
der Vierergruppe thaten,

2 \"
(13) ' (z) =4
als neue Unbekannte einzufithren. Wir haben dann fiir Z, die quadra-
tische Gleichung:

Z, — 1)
(14) R ekt

und berechneﬁ hernach z—' aus der binomischen Gleichung (14).
2

*) Wenn in (9), von den anderen Hilfsgleichungen abweichend, die Irratio-
palitit e auftritt, so ist dies das Aequivalent dafir, dass man, um eine cyclische
Gleichung 3. Grades auf die binomische Form zu reduciren, wie wir schon soeben
bemerkten, in der That immer das « zu Hilfe nehmen muss.

Klein, Gleichungen 5. Grades. 7
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§ 8. Die Resolventen fiinften Grades der Ikosaedergleichung.

Indem wir uns jetzt zur Ikosaedergleichung wenden, untersuchen
‘wir zunichst und ausfiibrlich die Resolventen fiinften Grades. Wir
benutzen dabei vorab dieselben Grundsitze, die im vorigen Paragraphen
zur Anwendung gelangten. Bei der einzelnen in der lkosaedergruppe
- enthaltenen Tetraedergruppe bleiben, wie wir frither entwickelten,
dreifach unendlich viele rationale Functionen zwolften Grades von 2z
ungedndert, die sich durch eine beliebige derselben, welche wir »
nennen, aber erst spiter vollig definiren wollen, linear ausdriicken.
Indem wir dieses » als Unbekannte einfithren, erbilt die gesuchte
Resolvente fiinften Grades die Gestalt:

(15) F(r)=Z,

! wo F eine rationale Function fiinften Grades mit numerischen Coef-
' ficienten und Z die rechte Seite der Ikosaedergleichung ist. Es wird

sich darum handeln, F zu bestimmen. Dies gelingt natirlich sofort,

. - . . z. .l -
wenn wir r explicite als Function von - aufstellen und iibrigens die

2
linke Seite der Ikosaedergleichung heranziehen. Immerhin ist die

"Sache etwas complicirter, als bei den Hiilfsgleichungen des vorigen
Paragraphen, und ich ziehe es daher vor, im folgenden Paragraphen
eine Methode zu ertwickeln, vermdge deren wir den Werth von F ()
bestimmen konnen, ohne iiberhaupt auf Formeln in z zu recurriren®).

Neben diese erste Methode, die man die functionentheoretische nennen
konnte, stellt sich eine zweite, invariantentheoretische. Dieselbe kniipft
an die homogenen Substitutionen von z,, 2z, und die zugehorigen, un-
verindert bleibenden Formen an; sie bezieht sich also zuvorderst auf
das Ikosaederproblem, und wir werden erst nachtriglich die aus ihr
erhaltenen Resultate in Resolventen der lkosaedergleichung umsetzen.

Wir haben in § 1 des vorigen Kapitels fiir jede der dort be-
sprochenen homogenen Substitutionsgruppen das volle System der zu-
gehorigen, durchaus unveréinderlichen Formen zusammengestellt. Bei
den 120 Substitutionen der homogenen lkosaedergruppe sind dies die
Formen f, H, T selbst. Dagegen sind es bei den 24 Substitutionen
der homogenen Tetracdergruppe die zugehorige Oltaederform t, der
entsprechende Wiirfel W, und eine Form zwolften Grades, g, fiir
welche wir aber jetzt f setzen komnen, welches eine lineare Com-
bination von # und g ist. Die allgemeinste durchaus ungefindert

*) Ich habe diese Methode in Bd. XII der Aumnalen, pag. 175, und in Bd. XIV
daselbst pag. 141, 416 ff. (1877—78) wiederholt benutzt, um analog definirte
Gleichungen aunfzustellen.

s - VIR,
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bleibende Tetraederform ist also eine beliebige (in den 2, 2 homogene)
ganze Function von ¢, W und f.

Sei G eine solche Form. Indem wir annehmen, dass dieselbe
nicht zugleich bei den Ikosaedersubstitutionen ungeiindert bleibt, er-
halten wir aus ihr eben vermoge der Ikosaedersubstitutionen 5 ver-
schiedene Formen, die wir mit G,, G, ... G, bezeichnen wollen.
Wir bilden uns das Product: :

Tl e— G

Hier sind die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von G sym-
metrische Functionen der G,, d. h. Tkosaederformen. Daler wird G
ewmer Gleichung fiinften Grades gewiigen:

(16) G+ aG* + G + G+ dG 4 e=0,

in welcher die Coefficienten a, b, . . . ganze Functionen der f, H, T
sind. Es gelingt sofort, diese Coefficienten zu berechnen. Denn da wir
den Grad der G, in den z,, 7, kennen, so Wissen wir von vorneherein,
dass sich a, b, ¢, ... nur aus bestimmten Combinationen der /, H, T'in
endlicher Zahl linear zusammensetzen konnen, und es bedarf dann, um die
noch unbekannten numerischen Coefficienten zu bestimmen, nur noch des
Vergleichs weniger Glieder in den expliciten Formeln fir £, H, T und G.

Um jetzt die Gleichung (16) in eine Resolvente der lkosaeder-
gleichung zu verwandeln, werden wir G mit solchen Potenzen von
f, H, T multipliciren, beziehungsweise dividiren, dass eine rationale
Fuuction nullten Grades von z,, 2, d. h. eine rationale Function von 2
resultirt. Wir haben dann einfach diese Function in (16) statt G als
Unbekannte einzufiihren, worauf sich die Coefficienten @, b, ¢ ... von
selbst in rationale Functionen von Z verwandeln werden.

So viel iiber die invariantentheoretisthe Methode*). Um dieselbe
durchzufithren, berechne ich in § 10 zunichst die expliciten Werthe
von ¢ und W. Sodann gebe ich in § 11, 12 die fertigen Gleichungeu,
von denen einerseits ¢, andererseits eine beliebige lineare Combination
von W und tW abhingt, Gleichungen, die sich dann sofort in Re-
solventen der Ikosaedergleichung umsetzen lassen. Die erstere dieser
Gleichungen ist zumal auch dadurch bemerkenswerth, dass sie (bel
freilich ganz anderem Ansatze) schon in den anfinglichen Unter-
suchungen Brioschi’s iiber die Auflésung der Gleichungen fiinften
Grades aufgetreten ist**), wie wir spiiter noch ausfiihrlich zu besprechen

# Ich gab dieselbe in der hier benutzten Form zuerst in Bd. XII der Mathem.
Annalen (1877), pag. 617 ff. daselbst.
*+) Sjehe Annali di Matematica, ser. 1, t. 1 (1858).
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haben; — die andere wird in unserer Theorie der Hauptgleichungen
finften Grades, die wir in Kapitel 11 des folgenden Abschnittes ent-
wickeln werden, eine wichtige Rolle spielen und mag daher gleich
bier als Hauptresolvente bezeichnet sein*). In § 13 erliutere ich dann
noch, wie diese neuen Resolventen finften Grades mit der Resolvente
der r (die von der functionentheoretischen Methode geliefert wurde)
zusammenhingen, und bestimme endlich in § 14 fir sie den Werth
des jedesmaligen Differenzenproducts, der, wie wir wissen, in Z
rational sein muss.

§ 9. Die Resolvente der 7.

Um die Resolvente der r (15) zu berechnen, spalten wir guvorderst
F(r) in Zahler und Nenner, ziehen auch den besonderen Werth Z=1
in Betracht und schreiben also statt (19):

) q)(r):tp(r):x(r)=Z:Z——1:1,

wo @, ¥, § ganze Funetionen vom fiinften Grade sein werden. Indem
wir hiermit die urspriingliche Tkosaedergleichung zusammenstellen:
Ha(z):——Tz(z):1728 fo(e)=2:24— 1:1,

bemerken wir, dass @ = 0,¢v=0,1= 0 beziehungsweise diejenigen
Werthe von r ergeben, welche sich fir die 20, 30 und 12 Punkte
von H=0, T=0,f= 0 einstellen. Die Betrachtung der Figur
ergibt uns dementsprechend gewisse Sitze betreffs der Linearfactoren
von @, ¥, %

Zuvorderst ist klar, dass die simmtlichen Punkte von f==0 bel
den 12 Drehungen, die 7 ungesndert lassen (d. b. bei den 12 Drehungen
der zugehorigen Tetraedergruppe) unter einander permutirt werden.
Es wird also r fiir alle Punkte von /=0 denselben Werth annehmen.
Daher ist x(r) nothwendig die fimfte Potenz eines linearen Ausdrucks.
Wir betrachten ferner die 30 Punkte 7 = 0. Unter ihnen finden sich
vor allem die 6 Eckpunkte des zur Tetraedergruppe gehorigen Okta-
eders (welches wir soeben durch ¢ bezeichneten). Die iibrigen 24 Punkte
spalten sich (wie am Modelle ersichtlich) den Tetraederdrehungen
gegeniiber in zweimal 12, zusammengehorige. Wir schliessen daraus,
dass ¥ (r) eimen linearen Factor einfach, swei andere doppeltziihlend enthill.

*) Ich babe die Hauptresolvente zuerst, in allerdings etwas weniger einfacher
Form, in Bd. XII der Annalen, pag. 525, mitgetheilt. Implicite liegt dieselbe
auch den parallellaufenden Untersuchungen Gordaw’s zu Grunde, die wir erst
im folgenden Abschuitte ausfahrlich besprechen werden (siehe insbesondere Ba. XIII
der Annalen: Ueber die Auflosung der Gleichungen 5. Grades, 18178).
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Was diese Multiplicititen angeht, so bemerke man, dass ¢ () =0,
dem Terme T%(z) der lkosaedergleichung entsprechend, die in Be-
tracht kommenden Punkte simmtlich doppeltzihlend darstellen muss.
Der lineare Factor aber, der in den 6 Oktaederecken verschwindet,
wird ohnehin doppelt gleich Null: er darf also in ¢ (r) nur einfach zihlend
enthalten sein. Andererseits werden aus demselben Grunde die beiden
anderen Linearfactoren, welche je in 12 verschiedenen Punkten und
also nur je einfach verschwinden, in ¢ doppelt auftreten miissen. Ks
stimmt dies damit iiberein, dass der eine in g (r) vorhandene Linear-
factor finffach zu mehmen ist. — Wir betrachten endlich die Punkte
@ (r) =0 oder H=0. Unter ihnen finden sich, wie wir von frither
her wissen, die 8 Ecken des zur Tetraedergruppe gehorigen Wiirfels w.
Dieselben zerlegen sich der Tetraedergruppe gegentiber in zweimal 4
zusammengeordnete Punkte, deren jeder bei 3 Tetraederdreliungen fest
bleibt. Wir haben iiberdies noch 12 Punkte von H = 0, welche den
12 Tetraederdrehungen gegeniiber eine einzige Gruppe bilden. Daher
schliessen wir, dass @ (r) mu dres verschiedene Linearfactoren besitzt,
von denen die zwei, welche W =10 entsprechen, je einfach, der dritte aber
im Cubus auftritt.

Fassen wir zusammen, so haben wir ein Resultat erreicht, das
sich ausdrijekt, indem wir Formel (17) durch folgende ersetzen:

(18) 7.7 —1i1l=¢c (r—ap (*—pr+7)
‘ o (r—0) (F—er 8
c¢” (r— 1),

unter o, B, ¥, -+ € € ¢” noch unbekannte Constante verstanden.

Die Bestimmung dieser Constanten ist nur dann ein determinirtes
Problem, wenn wir vorher 7 in unzweideutiger Weise definirt haben.
Es sollte r eine der dreifach unendlich vielen rationalen Functionen
swolften Grades sein, welche bei den Drehungen der Tetraedergruppe

2
ungeiindert bleiben. Wir wollen jetzt insbesondere r == —zf- setzen, unter ¢

(wie schon oben) die zur Tetraedergruppe gehorige Oktaederform ver-
standen. Dabei soll ¢ so gewahlt sein, dass es, nach Potenzen von
t ¢,, 2, geordnet, mit dem Terme - 2,° anhebt und iberhaupt reelle
: Coefficienten hat*). Dann ist die nichste Folge, dass in (18) ¢” (r — 7)?
! S —

§ *) Beiden Forderungen kann gentigt werden, wie ein Blick auof die Figur
zeigt. Denn einmal enthalt jedes der 5 beim Ikosaeder auftretenden Oktaeder
einen Term mit 2§, weil keines einen Eckpunkt in z, = 0 hat, und andererseits
befindet sich unter diesen Oktaedern eines, welches den Meridian der reellen
Zahlen zum Symmetriekreige hat.

et s el S
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(weil es nur fiir 7 = co verschwinden soll) gleich C, und also ¢ = ¢
zu setzen ist, wihrend o verschwindet. Des Weiteren ergibt sich, dass
= — 1728 ¢ zu nehmen ist. Denn fiir sehr grosse Werthe von ?
2
2
reducirt sich ~;— unserer Verabredung zufolge in erster Annéherung auf
;’—, wahrend Z (wegen der Ikosaedergleichung) durch —i;z—gvg zu er-
2 2
setzen ist. — Endlich aber folgt, dass alle Coefficienten in (18) reell
sein werden. Wir haben also Formel (18) jetat so vereinfackt, dass wer
schretben kinnen:

(19) Z:Z—1:1=( — o) (* —pr+yp)
s (vt — er + &)
. — 1728,

unter o, B, v, &, § reelle Constanten verstanden.

Nun miissen a, 8, p, & ¢ in Uebereinstimmung mit dieser
Formel jedenfalls so bestimmt werden, dass identisch folgende Kela-
tion statt hat:

(20) (r— o) (® — Br+p)+ 1728 =r (#* — er 4+ §)%
Indem wir dicse Identitit in zweckmissiger Weise belandeln, erlennen
wir, dass mit ihrer Hiilfe «, B, y, €, § vollkommen bestimmé smd. Zu-
niichst nimlich haben wir, indem wir in (20) r == 0 setzen:
o’y == 4 1728.
Indem wir sodann (20) nach r differentiiren, finden wir weiter:
(r— ) (br* — Qe+ 4 r + (@B + 3)
= (1 —er 4 &) (br* — Ber + §),
oder, da (+* — &r 4 £) und (r — «)® nothwendig theilerfremd sind:
He= 2« + 48, 10« = 3¢,
b= «f + 3y, o’ = ¢,
also (durch Elimination von ¢, §):
1la =38, 64a®=9yp
und durch Zusammenstéllung mit der erstgefundenen Relation:
b = 3%
Nun soll aber « recll sein. Somit kommt: ¢ = 3 und hieraus =11,
y = 64, ¢ = 10, { = 45. Dic Resolvente des r lauict also einfach:
(21) Z:Z—1:1==(r—3)(r*— 11r 4 64)
: r(r* — 10r 4 45)?
:— 1728.
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§ 10. Berechnung der Formen f und W.

Wir berechnen jetzt nachtriiglich die Formen ¢ und W, wodurch
wir einerseits dazu gelangen, den Zusammenhang der im vorigen Para- ‘

graphen benutzten Grosse r mit dem :—; der Ikosaedergleichung ex-

plicite darzulegen, andererseits die nothwendige Grundlage gewinnen

fir die invariantentheoretische Methode der Resolventenbildung.
Schon in § 12 des ersten Kapitels bemerkten wir, dass zu der

Tetraedergruppe, die wir hier zu betrachten haben, die Drehungen

T, U, T1TU
gehoren, denen wir sodann in § 7 des zweiten Kapitels die Sub-
stitutionen:
S (e* — &) z 4 (e — &%)
= (g* — &%z — (gt — &)
, 1
& = — )
. (2 — ez 4 (¢ — &Y
g = (¢ — &*) 2z — (¢ — &9

entsprechend setzten. Wir berechnen fiir die Punktepaare, welche bei
diesen Substitutionen fest bleiben, in homogener Form die folgenden
Gleichungen:
22— 2 (8 4+ &2z, —22=0,
7'+ 27 =0,
72— 2 + ez —22=0.
Nun wird aber das Oktaeder t genaw von diesen 3 Punktepaaren gebildet,
Indem wir noch beriicksichtigen, dass die Form ¢ den Term + ¢,° ent-
halten soll, ergibt sich hiernach fiir letatere:
(22) t (2, %) = (2° + 2°) - (2, - 20 +&zye — &Y
(g — 2@ + & ge — 2,0
=2° 4 252 — bs'2,* — b5t — 22,2 + 2,5
Wollen wir jetzt das zugehorige W berechnen, so kann dies nach
unseren fritheren Entwickelungen geschehen, indem wir die Hesse'sche
Form von ¢ (2, z,) aufstellen. Wir mogen noch festsetzen, was fiir
die spitere Rechnung bequem ist, dass W (z,, 2,) den Term — z*
enthalten soll. Solchergestalt kommt:
(23) Wia, )= —2°+ 25 — T2} — 722}
+124°2° — 2%, — 5 8" — 2
und wir haben hiermit bereits den nichsten Zweck des gegenwirtigen
Paragraphen erledigt.

PRI |
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Wir unterwerfen die ¢, W jetzt den Operationen
S : g =482, 8 =+& 5.
So entstehen resp. diejenigen fiinf Werthe, welche bei unseren Gleichungen

finften Grades immer gleichzeitig in Betracht kommen, und die wir
t,, W, nennen wollen. Wir finden:

. (24) b (2, ) = &2°+2672°2 — Herzta?
| — Detratet — 2692, 2° + 25,
, @25) W, (4, &) =— &2 + &va,2, — 16272527 — Te'2,°2)°
+ Tetrg e — Te872%2,° — &% 5" — £5°

Dabei wollen wir ausdriicklich untersuchen, wie sich die fiinf ¢, oder W,
bei den 120 homogenen Ikosaedersubstitutionen permutiren. Es geht
dies allerdings schon aus der Angabe hervor, die wir in § 8 des ersten
Kapitels betreffs der entsprechenden geometrischen Figuren gemacht
haben. Aber es scheint doch niitzlich, die betreffende Regel auch ex-
plicite an unsere jetzigen Formeln anzukniipfen. Wir haben die 120
homogenen Ikosaedersubstitutionen aus folgenden Formeln durch Wie-
derholung und Combination erzeugt:

8: 7 =+ &z, 4 =+ &z,
T: +Vh-2/=—(E —&z 4+ (& — &)z,
ng-Zg' =4 (2 — )zt (¢ — &)z
Indem wir jetzt diese Werthe von 2/, 2, statt 2, 2 in die Formen ¢,
(oder auch die W,) einfithren, entstehen neue Formen t,, deren Zu-

sammenhang mit den urspriinglichen ¢, sich nach kurzer Zwischen-
rechnung folgendermassen ergibt:

I S: t-:r = tv+1,
T: &) =14, 4, =1, G, =1, =1, t, =1,
Dabei sind in der Formel fiir S die Indices modulo 5 genommen.

(26)

§ 11. Die Resolvente der u.

Wir berechnen jetzt zunichst die Gleichung fiinften Grades, der
unsere f, geniigen. Schreiben wir, der Formel (16) entsprechend:

o4 att 4 b8 Fet? +di fe=0,
so werden a, b, ¢, -+ - in 2, 2, beziehungswelse vom Gten, 12ten 1 8ten ...
: Grade sein. Nun sollen sie zugleich ganze Functionen der f, H, T
f sein. Daher miissen a und ¢ jedenfalls verschwinden, wihrend b, d, ¢
beziehungsweise zu £, f2, T proportional sein werden. Unsere Gleichung
finften Grades wird also folgende Gestalt haben:

A Bpaf -+ aft-t4pl=0, |
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wo %, 4, p Zahlenfactoren sind. Zu ihrer Bestimmung tragen wir
entweder den Werth von ¢ (22) und die Werthe von f, H, T, wie
wir sie frither angaben, in diese Gleichung ein, ordnen nach 2,%, 2,2z, ....
und verlangen, dass die drei hochsten nicht identisch verschwindenden
Terme -vermoge geeigneter Werthe der », A, p zu Null gemacht wer- |
den. Oder auch, wir bestimmen in den geeigneten symmetrischen

Functionen der f, (24) jedesmal den hdchsten nicht verschwindenden

Term und vergleichen denselben mit dem hochsten Term in f, f% T.

Auf beide Weisen kommt iibereinstimmend:

x=—10, =45, y=—1,
und unsere Gleichung fiinften Grades lautet somit*):
27 £ — 10f- 8 4 45f2-t — T = 0.

Um jetzt zu einer Resolvente der ITkosaedergleichung iibergehen,
setzen wir etwa:
:,
28) v 12;‘T t

(wo jetzt u allein von ? abhingt). So kommt durch einfaches Ein-
2

tragen:
29) 48u* (1— 2y — 403 (1 — Z) 4+ 15u — 12 = 0.
Ich werde diese Gleichung weiterhin als Resolvente der u bezeichnen.

§ 12. Die Hauptresolvente der Y,

In unseren spiteren Untersuchungen iiber Gleichungen fiinften
Grades werden solche Gleichungen, in denen die vierte und die dritte
Potenz der Unbekannten gleichzeitig fehlen, eine besonders wichtige
Rolle spielen. Offenbar gehort zu ihnen die Gleichung fiinften Grades,

der unsere W, geniigen. Denn es ist identisch: £ W, =0, £ W, =0,
indem es keine Ikosaederformen von den Graden 8 oder 16 gibt. Ge-
nau so gehort zu ihnen die Gleichung fiinften Grades, die man fiir die
niichsthohere Tetraederform, f- W, aufstellen kann. Denn es ist wie-
der identisch (und aus dem entsprechenden Grunde): X ¢, W, = 0,
Z(t, W, =0. Aber auch Z(W,)-(t, W,) wird, vermige derselben
Ueberlegung, identisch Null sein. Daker werden zu unseren Gleichungen
finften Grades iberhaupt dicjenigen gehiren, deren Wurzeln lineare Com-
binationen der W, und t, W, mit constanten Coefficienten sind:

(30) Y,=0-W, 411, W,

*) Dies ist eben jene Gleichung, welche, wie schon erwihnt, bereits in den
ersten Arbeiten von Brioschi auftritt. '
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Wir stellen uns dementsprechend die Aufgabe, fiir beliebige Werthe
der 6, v die zugehorige Gleichung fiinften Grades auszurechnen. Indem
die Einzelheiten der Rechnung keinerlei principielles Interesse darbieten,
theile ich hier gleich das Resultat mit. Man findet:

(81) Y*45Y2( 8f* -0°+ T-¢*t + 12f%06v*4 [fT-77)
+5Y (—fH -¢'418f*H-6’c* HT-67°421f°H 1)
+ ( H!*6*—10fH*-6**+4bf*H* 67+ TH* 1%)=0.
Um hieraus eine Resolvente der Ikosaedergleichung herzustellen, recur-
riren wir einmal auf die Formel (28) und setzen andererseits:

(32) v = Egﬂ :
Dann konnen wir Formel (30) folgendermassen schreiben:
(33) Y,=m-v, + 0,0,
wo: __6-H - HT
M= pr » "= 1@y

gesetzt ist. Indem wir die hieraus resultirenden Werthe von o, z in
(31) eintragen, erhalten wir:

34 Z.Y*4 bY*(8m®+ 12mPn + —G—"ﬂlg—j—,—@
1—2)

em*n® -+ 4mn® 3nt
4+ 15Y (—— 4wt + -2 + 4(1—Z)“)

o5 d0mia’ 15mn* 4 4n°\
+ 3 (4?5m (1_2)—|— A= Zy )-—-O.
Es ist dies diejenige Resolvente fiinften Grades der Ikosaedergleichung,
welche wir spiter als Hauptresolvente bezeichnen werden.

§ 13. Zusammenhang der neuen Resolventen mit der Resolvente der r.

Es gilt jetzt, den Zusammenhang unserer neuen Resolventen mit
der Resolvente der » (§ 10) darzulegen.

Zunichst, was die Uebereinstimmung der functionentheoretischen
und der invariantentheoretischen Methode angeht, so schreiben wir
Gleichung (27) etwa folgendermassen:

(35) T =t(* — 10ft2 4 4517).

Indem wir hier quadriren, beiderseits durch f° dividiren und endlich

fiir —t?— wieder 7 schreiben, kommt:
— 1728 (Z — 1) = r (r* — 107 + 45)’,
eine Gleichung, die in der That mit (21) @bereinstimmt.

‘Wir werden ferner
2V
o

12¢ - 2
_ —F und @
durch » rational auszudriicken haben.

~

-
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Was u angeht, so erreichen wir dies sofort, indem wir fir 7' den W
Werth (35) eintragen. Wir finden so:

12
(86) e (o
Um v entsprechend darzustellen, erinnern wir uns, dass nach den Ent-
wickelungen von § 10 die Punkte %: = 0 zugleich durch r —3=0 "

dargestellt sind. Es wird also ;I, mit t2 — 3/ bis auf einen Zahlen-
factor Gibereinstimmen. Der Vergleich eines beliebigen Terms in der
Entwickelung nach z,, 2 zeigt dass dieser Factor = - 1 ist. Daher
kommt ohne Weiteres:
: 12

(37) ve=_—g-
Tragen wir endlich die Werthe von (36), (37) in (33) ein, so ergibt sich:

o 12m (r — 3) — 144n
(38) Yo=G_puw—10r+ 45
Natiirlich wiirden wir jetzt die Resolvente der u und die Hauptresol-
vente auch berechnen kinnen, indem wir zwischen (21) und (36), be-
ziehungsweise (38), das 7 eliminirten *).

§ 14. Ueber die Differenzenproducte der  und der Y.

Ebenfalls mit Riicksicht auf die spiteren Anwendungen berechnen
wir jetzt noch die, wie wir wissen, in Z rationalen Differenzenproducte
der w und der Y. Wir betrachten etwa zunichst das folgende Product:

ITe—w

<y
wo die dem Productzeichen beigesetzte Bemerkung bedeuten soll, dass
nur diejenigen 10 Factoren ausmultiplicirt werden sollen, bei denen
v < v’ ist (wihrend gleichzeitig ¥ und v’ der Werthe 0, 1, 2, 3, 4
fihig sein sollen). Bekanntlich ist dieses Product gleich der Deter-
minante:

1ot ot
t, - - £, i
\
. i ‘
. | .
1 8- - t:‘ '

*) Dies ist die Art, vermdge deren Hr. Kiepert die Hauptresolvente abgeleitet
bat: Auflisung der Gleichungen fuinften Grades (Gottinger Nachrichten vom 6. Juli
1878, Borchardt's Journal Bd. 79).
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Wir multipliciren die letztere jetzt nach dem Determinantenmultipli-
cationssatze mit:

1
{15&25354

1

1

|
| o
- \ 1 & . . . 1
So entsteht eine neue Determinante mit durchaus reellen und ganz-
zahligen Zahlencoefficienten:

25’ ¢, Ze’ £ 26: ty 2& ts
£, Zsz'if . .

Dieselbe ist in z,, 2, vom 60t Grade, sie wird also (als Ikosaeder-
form) gleich einer linearen Combination von H® und f° sein miissen.
TIndem wir die Terme, welche 2,%° und 2,°°2,> enthalten, wirklich berechnen,
constatiren wir, dass dieselbe = 5° - H® (2, 2,) 1st. Daher ist unser ur-
spriingliches Differenzenproduct:

Il ¢ —t)=25V5 B @, 2).

vy’

Nun haben wir aber:

T u,
t= 57
Daher wird das Differenzenproduct der us:
255 VA
(39) l l (ty — ) = — —317{— CZ=1r

y<v
In ihnlicher Weise berechne ich das Differenzenproduct der Y,. Indem
wir zunichst von (30) ausgehen, finden wir:

I] @—v)——25y5-H(T6° 425 T -0
4 BRf(25.34. 0 — H?)*r*4-26-3%5-f* T- 6”7’
42.5.£2(20.30.7.f — 31 HY)gbs*  —T(25:34T-{*+11-H*)o’s"
9.30.5.f3(20.30. 7.5 — 13- HY)g*e® — 2. 5% [T (283" — H*) 8’
3054208875 — 11. HY)a™® —3%:5-f21(2" 3¢ f* — HY)or'
:_(26_36.11_f10___34_7.](‘5H3+H6)110} ,

,-_ﬂi\,\q !
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und, indem wir sodann zu (83) iibergehen, ergibt sich die definitive
Formel:

@) [ -1 =21 s —2)m 42050 ol

90.3%.52(3 — Z)min?4 2°-84- 5 -m'n’

R
n 25.3’-5(3-7-—31~Z)nz“n‘—25-33(3-7+2~11-Z)m"‘pj‘
-2y P
_ 93.89.5(3-1—13-Z)m'nd 4282 5(3 —2Z)m*n!
a—2zy
. 3‘-6(7——11-Z)m’n3+33~5(3_:3- Zymn®
a—2y

_(32‘11—33-7-Z+25‘3*."Z*)1u_° )

28 (1— 2)°

§ 15. Die einfachste Resolvente vom sechsten Grade.

Zum Abschlusse dieses Kapitels und pamentlich zu dem Zwecke,
um spiter unsere eigenen Entwickelungen mit den fritheren Unter-
suchungen anderer Mathematiker in einfache Verbindung zu setzen,
betrachten wir nun noch die einfachste Resolvente sechsten Grades
der Tkosaedergleichung, und zwar wollen wir zu dem Zwecke sofort
die invariantentheoretische Methode benutzen*).

Unter den 6 hier in Betracht kommenden Diedergruppen von
jedesmal 10 Drebungen greifen wir diejenige heraus, deren Hauptaxe
die beiden Punkte z =0, oo verbindet. Die niedrigste bei den ent-
sprechenden homogenen Substitutionen vollig ungeiindert . bleibende
Form ist, wie wir von frither wissen, das Quadrat von z,2,. Wir werden
also zuvorderst die Gleichung cechsten Grades berechnen, der dieses
Quadrat oder vielmehr die Grosse:

(41) P = D22’
geniigt, wo der Zahlenfactor 5 aus Zweckmissigkeitsgriinden beigefiigt
und dem ¢ der Index oo ertheilt worden ist, um die Benennungen
¢, (v=0,1, 2 3, 4 [mod. B]) fiir die entsprechenden Ausdriicke
iibrig zu haben, welche den iibrigen 5 Tkosaederdiagonalen entsprechen.
Indem wir die homogenen Ikosaedersubstitutionen, welche T S* ent-
sprechen, auf g In Anwendung bringen, finden wir fiir diese @.:
(42) @, = (&2 + 22,5 — &7 2,%)%

Sei jetzt die Gleichung sechsten Grades, der die ¢ genligen:

ot agt e+ Aot =0

*) Man vergl. etwa wieder Anpalen XII, pag. 617, B18.

W7
~

i
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so sind a’, ', ¢’, . .. Tkosaederformen beziehungsweise vom 4% 8ten
12te» . Grade. Daher folgt sofort, dass a’ =" = d’ = 0, wihrend
¢’, ¢, ', von numerischen Factoren abgesehen, beziehungsweise mit £, H
und f* iibereinstimmen miissen. Wir bestimmen diese Factoren in be-
kannter Weise, indem wir auf die Werthe von f, H und ¢ in 2, 2,
zuriickgreifen. So finden wir mit leichter DMiihe die folgende Gleichung:

(43) ¢*— 10f- ¢+ H- ¢ + 5f* = 0.

Beschiftigen wir uns einen Augenblick mit der Gruppe dieser
Gleichung. Dieselbe wird, wie aus unseren friiheren Entwickelungen
hervorgeht, durch diejenigen 60 Vertauschungen der ¢ gegeben sein,
welche den 120 homogenen lkosaedersubstitutionen entsprechen (wobei
wir nicht vergessen diirfen, dass wir ein fiir allemal & adjungirt haben).
Nun setzen sich die letzteren alle aus den Substitutionen S und 7' zu-
sammen, die wir noch in § 10 wieder nambhaft machten. Offenbar
bleibt bei S das ¢, ungeindert, wihrend ¢, in ¢, 4, iibergeht. Wir
konnen dies in die eine Formel zusammenfassen:

v'=wv 4 1 (mod. 5),
insofern ja fiir ¥ = oo das so bestimmte »” ebenfalls co wird. Anderer-
seits wird bei 7 das ¢, mit ¢@,, das ¢, mit ¢,, das @, mit ¢, wechsel-
weise vertauscht, was durch die eine Formel wiedergegeben wird:

v = — —:— (mod. 5).

Aus den beiden so gewonnenen Formeln setzen sich nun, bekannten
Lehren der Zahlentheorie zufolge, tiberhaupt alle Formeln:
v = ;’jgf (mod, 5)

zusammen, bei denen «, f8, 7, § ganze Zahlen sind, die der Congruenz
(¢d — By) =1 (mod. b) geniigen. In der That ist die Zahl dieser
Formeln, sofern wir alle solche Werthsysteme «, 8, y, 0, welche
modulo 5 iibereinstimmen oder durch einen gleichférmigen Vorzeichen-
wechsel zur Uebereinstimmung gebracht werden, immer nur als eines
zihlen, gleich 60. Also:

Dic Gruppe unserer Gleichung sechsten Grades wird von denjenigen
60 Vertauschungen der Wurzeln @, gebildet, welche durch dic verschieden-
artigen Formeln: '

(44) y'z‘;:—j{ (mod. 5)
geliefert werden.

Dies ist aber gerade, nach den Untersuchungen von Galois, die-
jenige Gruppe, welche der Modulargleichung sechster Ordnung fiir

Transformation fiinften Grades der elliptischen Functionen zukommt.
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Und in der That hat Hr. Krowecker, indem er gelegentliche Andeu-
tungen Jacobi’s weiter verfolgte, von den elliptischen Functionen aus-
gehend, schon vor langer Zeit, in natiirlich anderer Bezeichnungsweise,
genau die Gleichung (43) abgeleitet®*). Wir werden noch wiederholt
und ausfiihrlich auf diesen Umstand zuriickkommen.

Um jetzt (48) in eine Resolvente der lkosaedergleichung zu ver-
wandeln, setzen wir etwa:

g-H
(45) §= a3
wir erhalten so durch einfache Substitution:
(46) €6 — 10Z- £ L 1222 ¢+ 522 = 0.

Wir wollen dieses Resultat noch dadurch vervollstindigen, dass wir
aus ihm eine zweite Resolvente ableiten, deren Wurzel eine solche
rationale Function zehnten Grades von # ist, welche sich bei den
10 Substitutionen der in Betracht kommenden Diedergruppe nicht dndert.
Fine solche Function ist beispielsweise:

3
TN ——
indem n#mlich Zihler und Nenner dieses Ausdrucks den in z, 2
quadratischen Factor /¢ gemein haben. Um die zugehirige Resol-
vente zu bilden, schreiben wir (43) in folgender Weise:
(48) — H = ¢* — 10f > 4 5f*

?

P
cubiren und dividiren beiderseits durch 1728f° So kommt:
__ (&* — 10 + 5)°
Z = T Tamese
oder auch (wenn wir den Werth von (Z — 1) in geeigneter Weise
umsetzen):

(49) Z:Z—1:1=(8— 10t 4 5)°
P(E— AE — 1) (8 — 228+ 125)
1 — 1728E.
Dieselbe Gleichung hitten wir wieder ohne jede Benutzung expliciter
Formeln durch functionentheoretische Betrachtung ableiten kinnen*¥).
Ich gebe schliesslich noch die Formel, vermige deren sich § (45)
durch unser jetziges £ rational ausdriickt. Nach (48) ist:

£ = oH  —9°+4 10f-¢° —5f*
= : T 2
und also: 2/ 12f
— B2} 10E— 5
(50) g =5 4:1?5__.

#) Man sehe die Citate im ersten und dritten Kapitel des folgenden Ab-
schnittes, man vergl. andererseits §. & des hier folgenden Kapitels.
*#) Vergl. Mathematische Annalen X1V, pag. 143 (Formel (19) daselbst).
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§ 16. Schlussbemerkung.

Die Entwickelungen der letzten Paragraphen nehmen mehrfach
auf die Anwendungen Bezug, welche von ihnen im zweiten hier folgen-
den Abschnitte gemacht werden sollen. Es ist hiermit bereits ange-
deutet, dass die Betrachtungen des gegenwiirtigen Kapitels fiir unseren
weiteren Gedankengang von der massgebendsten Bedeutung sein wer-
den. Sel es gestattet, dies noch genauer zu pricisiren.

Wir sahen bereits im dritten Kapitel des gegenwiirtigen Ab-
schnitts, dass man die Auflosung unserer Fundamentalgleichungen
functionentheoretisch als Verallgemeinerung der elementaren Aufgabe
betrachten kann: awus eimer Grisse Z dic n*® Wurzel zu ziehen. Die
algebraischen Ueberlegungen des gegenwirtigen Kapitels haben uns
dann freilich gezeigt, dass die Irrationalititen, welche durch die
Gleichungen des Dieders, Tetraeders und Oktaeders eingefiihrt werden,
durch wiederholtes Wurzelziehen berechnet werden konnen. Die Iko-
saederirrationalitit dagegen hat ihre selbstindige Bedeutung behalten. Hier-
nach erscheint eine Erweiterung der gewohnlichen Gleichungstheorie
indicirt. Man beschrinkt sich in letzterer gewdhnlich darauf, diejenigen
Probleme zu untersuchen, welche sich durch wiederholtes Wurzelziehen
erledigen lassen. Wir werden jetzt als weitere, durchfiihrbare Operation
die Auflisung der Ikosaedergleichung adjungiren und fragen, ob unter
den Aufgaben, dic sich durch Wurzelzichen allein nicht erledigen lassen,
nicht solche sein migen, bei denen dies mit Hilfe der Ikosacderirrationa-
Litat gelingt.

In diesem Sinne nun behandelt der zweite Abschnitt unserer
Darstellung das allgemeine Problem der Auflisung der Gleichungen
fiinften Grades. Der Versuch, diese Auflosung mit Hilfe der Iko-
saedergleichung zu bewerkstelligen, erscheint um so naturgemiisser,
als die Gruppe der Gleichungen fiinften Grades mach Adjunction der
Quadratwurzel aus der Discriminante mit der Gruppe der lkosaeder-
gleichung holoedrisch isomorph ist, und als wir in den vorhin auf-
gestellten Resolventen fiinften Grades der Ikosaedergleichung ebenso
viele specielle Gleichungen fiinften Grades haben, deren Beziehung zur
Tkosaedergleichung von vorneherein feststeht.




Funftes Kapitel.
Allgemeine Theoreme und Gesichtspunkte.

§ 1. Wiirdigung des bisherigen Gedankengangs, Verallgemeinerungen.

Nachdem wir jetzt im dritten und vierten Kapitel die wesentlicheu
Eigenschaften unserer Fundamentalaufgaben studirt haben, werden wir
fragen, worin .die merkwiirdige Einfachheit derselben, die sich iiberall
bewihrt hat, in letzter Ursache begriindet sei. Hieriiber kann, wie
ich glaube, kein Zweifel sein: es ist dic Eigenschaft dicser Probleme,
dass tmmer aus ciner threr Lisungen alle anderen durch a priovi belannte
lineare Substitutionen hervorgehen. Der geometrische Apparat, von dem
wir in den Entwickelungen des ersten und zweiten Kapitels ausgegangen
sind, hat gedient, um zu unseren Problemen hinzufiihren und jhre
ersten Bigenschaften zu veranschaulichen: nun er uns dieses geleistet
hat, kénnen wir ihn in der Folge bei Seite lassen*®). Indem wir uns
diese Auffassung bilden, werden wir naturgemiiss fragen, ob nicht auch
andere Gleichungen oder Gleichungssysteme existiren mdgen, welche
in jenem wesentlichsten Punkte mit unseren Fundamentalanfgahen
tibereinstimmen ?

Wir suchen also zuvirderst, so weit es moglich ist, nach neuen
endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Veriinderlichen 2 (oder
zweler homogener Veriinderlicher ¢, 2%). Aber wir werden sofort
zeigen (§ 2), dass alle solche Gruppen auf die uns bereits bekannten
zurlickkommen. Wenn wir also unsere Fragestellung in der erwiihn-
ten, nichstliegenden Weise auffassen, so sind die bisher behandelten
Gleichungen und Gleichungssysteme die einzigen ihrer Art. Es ist
dies ein Resultat, welches geeignet ist, unseren bisherigen Betrach-
tungen, die bei ihrer inductiven Form zuvérderst auf kein fest um-
grenztes Ziel loszusteuern schienen, einen gewissen absoluten Werth
beizulegen. In der That sehen wir, dass unsere Fundamentalgleichungen
bei zahlreichen mathematischen Untersuchungen der letzten Jahre immer

*) Es soll dies nur ad hoc und dann ferner fiir die Entwickelungen des zweiten
hier folgenden Abschnittes gelten. Fir die genauere Durchfithrung der im Texte
in Aussicht genommenen Verallgemeinerungen ist eine anschauungsmissige Deutung,
Jjedenfalls sobald es sich um transcendente Functionen handelt, zur Zeit durchaus
unentbehrlich, wie wir denn auch in §. 6 des gegenwiirtigen Kapitels sozusagen
unwillkiirlich auf geometrische Erliuterangen zuriickfallen.

Klein, Gleichungen 5. Grades. 8
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als eine besonders bemerkenswerthe, geschlossene Gruppe auftreten.
In dieser Hinsicht werde ich in § 3 des Folgenden die einfachen Ent-
wickelungen erbringen, vermdge deren man zeigt, dass sich mit Hiilfe
unserer Fundamentalgleichungen alle linearen, homogenen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten, welche durchaus
algebraische Integrale haben, mit leichter Miihe aufstellen lassen. Uebrigens
aber verweise ich, was die analoge Bedeutung unserer Fundamental-
gleichungen fiir die linearen, homogenen Differentialgleichungen
mtr Ordnung mit rationalen Coefficienten angeht, auf die bereits
genannte Abhandlung von Halphen*®); was ferner die Rolle betrifft,
die unsere Fundamentalgleichungen in der Theorie der elliptischen
Modulfunctionen und dementsprechend in der zahlentheoretischen Unter-
suchung der binéren quadratischen Formen spielen, auf meine eigenen
Untersuchungen**) und diejenigen von Hrn. Gierster ¥*¥).

Inzwischen }i'(')ﬁnen wir unsere Fragestellung in doppeltem Sinne

verallgemeinern.
Einmal werden wir an Stelle der Variabelen z;, 2 eine grossere
Zahl homogener Verinderlicher: &, 2; - - Z» in Betracht ziehen und

nach den endlichen Gruppen linearer Substitutionen fragen konnen,
die bei ibnen bestehen mogen. Ich will dies sogleich (in § 4, 5) noch
piher ausfithren und hier nur hervorheben, dass in Folge der dabel
zu Tage tretenden Gesichtspunkte die Entwickelungen des zweiten
hier folgenden Abschnitts als einzelner Beitrag zu einer allgemeinen
Theorie erscheinen, welche die gesammte Gleichungstheorie in sich
befasst.

Unsere zweite Verallgemeinerung geht nach anderer Richtung:

wir werden an der einen Verdnderlichen z = -? festhalten, dafiir aber

unendliche Gruppen linearer Substitutionen in Betracht ziehen. Hier dffnet
sich jemes grosse Gebiet der eindeutigen transcendenten Functionen mit
linearen Transformationen in sich selbst, auf welche neuerdings von ver-
schiedenen Seiten her, und insbesondere durch Hrn. Poincaré, die all-
gemeine Aufmerksamkeit gelenkt worden ist{). Ich kann auf die hier

*) Sur la réduction des équations différentielles linéatres aux formes intégrables,
Mémoires présentés etc. XXVIII, 1. (1880 - 83).

#%) Vergl. insbesondere Bd. XIV der Mathematischen Annalen, pag. 148 —160
(1878). :

*##)y Ueber Relatiunen zwischen Classenzahlen bindrer quadratischer Formen von
negativer Determinante, Erste Note (Gottinger Nachrichten vom 4. Juni 1879, oder
auch Math. Annalen Bd. XV1I, pag. 71 ff.).

+) Man vergleiche die zahlreichen Mittheilungen von Poincaré in den Comptes
Rendus de ' Académie des Sciences, sowie seine Abhandlungen in Bd. XIX der Mathem.
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sich ansschliessenden Fragen in den folgenden Paragraphen natiirlich !
in keiner Weise genauer eingehen. Meine Darstellung soll nur so weit
fihren, dass.die Stellung der einfachsten Functionsclasse unter den
tibrigen, néimlich der elliptischen Modulfunctionen, klar begriffen wird.
Es kniipft sich daran der Nachweis (§ 7, 8), dass die Gleichungen des
Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders sich in dhnlicher Weise durch
elliptische Modulfunctionen 15sen lassen, wie etwa eine binomische
Gleichung durch Logarithmen, eine cubische Gleichung (und auch die
allgemeine Gleichung des Dieders) durch trigonometrische F unctionen,
— und diesen Nachweis wollte ich in seinen allgemeinen Ziigen
bringen, weil er einen derjenigen Punkte bezeichnet, auf welche sich
in der Theorie der Gleichungen, und insbesondere der Gleichungen
finften Grades, das Interesse der Mathematiker nachhaltig con-
centrirt hat.

Offenbar konnen wir die beiden hiermit angedeuteten Verall-
gemeinerungen auch verbinden: wir konnen transcendente Functionen
mehrerer Variabler mit wunendlick vielen linearen Transformationen in
sich selbst studiren*). Aber wichtiger sind fiir uns hier wohl die
Betrachtungen, die ich in § 9 entwickele, denen zufolge zwischen den
beiderlei Verallgemeinerungen iiberhaupt kein durchgreifender Unter-
schied besteht. Hierdurch werden die Perspectiven, zu denen in § 5
bereits die Betrachtung der endlichen Gruppen gefiibrt hat, so zu sagen
ins Unbegrenzte erweitert.

§ 2. Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen
einer Verinderlichen.

Die Aufgabe, alle moglichen endlichen Gruppen linearer Sub-
stitutionen einer Verfinderlichen zu bestimmen, ist auf verschiedene
Weisen behandelt werden. An meine anfingliche geometrische Me-
thode**) schliesst sich die analytische des Hrn. Gordan®¥*)  sodann

Annalen und in den Biinden 1 und 2 der Acta Mathematica (1881 —1883). Ueberdies
wolle man meinen Aufsatz in Bd. XXI der Mathematischen Annalen (1882} zu
Rathe ziehen: Neue Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie; es ist dort
namentlich auch die Literatur des Gegenstandes ausfithrlich angegeben und be-
sprochen.
*) In dieser Richtung bewegen sich die neuesten Untersuchungen von Hrn.
Picard, man vergl. Comptes Rendus. .. 1882, 83, sowie Acta Mathematica Bd. I, 1L
**) Sitzungsberichte der Erlanger physikalisch-medicinischen Gesellschaft vom
Juli 1874, Mathematische Annalen, Bd. 9 (1875). :
**%) Ueber endliche Gruppen linearer Substitutionen einer Verinderlichen. Math.
Annalen Bd. XII (1877).
8*
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der allgemeine Ansatz von Hrn. C. Jordan™), vermbge dessen Letzterer
in der Lage ist, auch bel grosserer Variablenzahl die entsprechende
Fragestellung zu erledigen. Ich werde hier eine functionentheoretische
Betrachtungsweise benutzen, welche ich bereits bei Gelegenheit an-
deutete**). Dieselbe geht darauf aus, sofort die Gleichungen in Be-
tracht zu ziehen, deren Wurzeln durch die Substitutionen der Gruppe
in einander transformirt werden, — worauf sich mit leichter Miihe
zeigen ldsst, dass diese Gleichungen im Wesentlichen auf die bisher
untersuchten Fundamentalgleichungen zuriickkommen. Der Gedanken-
gang, den Hr. Halphen neuerdings zu gleichem Zwecke eingeschlagen
hat***), ist von dem hier gegebenen nicht wesentlich verschieden.
Uebrigens ist eine Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Sub-
stitutionen einer Veriinderlichen implicite auch in den Untersuchungen
von Hrn. Fuchs iber algebraisch integrirbare lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung enthaltent), Untersuchungen, die wir
schon mehrfach in Kap. II und III citirten, und auf welche wir im
folgenden Paragraphen wieder Bezug nehmen werden. Man kann sagen,
dass diese Arbeiten von Hrn. Fuchs sich dadurch von den meinigen
unterscheiden, dass er gleich anfangs den formentheoretischen Stand-
punkt hervorkehrt, wihrend ich mit functionentheoretischen Betrach-
tungen beginne.
Es seien
v, (@) = 2, ¥, (%), ¥ @) Yy—1(x)
die N linearen Functionen, welche, gleich x' gesetzt, eine endliche
Gruppe von N linearen Substitutionen der Variabelen x vorstellen.
Es seien ferner a, b irgend zwei Grossen, in der Art ausgewihlt, dass
keiner der Ausdriicke ¢ (a) gleich b, oder, was dasselbe ist, keiner
der Ausdriicke v (b) gleich a ist. Wir bilden uns dann die Gleichung:
(1) (, (2) — a)__(lpx () — @) . Cee e (Wy_, (@) —a) - X
W @) —b) (@ —8 ... .- (¥y_ (@ —10)

So haben wir offenbar eine Gleichung N** Grades, welche bel den
N Substitutionen unserer Gruppe ungeiindert bleibt, und deren N, einem
beliebigen Werth von X entsprechende Wurzeln daher jedesmal aus
einer derselben durch ‘unsere N Substitutionen hervorgehen. In der

* Mémoire sur les équations différenticlles lincaires & intégrale algébrique,
Borchardt's Journal Bd. 84 (1878), sowie: Sur la détermination des groupes d’ordre
fini contenus dans le groupe linéaire, Atti della Reale Accademia di Napoli (1880).

#%) Math. Annalen Bd. 14, pag. 149—150 (1878).
#**) Siehe das Citat auf p. 114.

+) Gottinger Nachrichten vom August 1875, Borchardt's Journal Band 81, 85

(1875, 77).
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That, wenn wir in (1) statt « irgend ein ¢ (x) substituiren, so ist,
weil die ¢ nach Voraussetzung eine Gruppe bilden, der Erfolg nur der,
dass die Factoren im Zihler und ebenso die Factoren im Nenner der
linken Seite von (1) in gewisser Weise unter einander permutirt werden.

Unsere Behauptung soll nun diese sein: dass wir die Gleichung (1)
eifach dadurch in eine der bisher von uns betrachieten Fundamental-
gleichungen werden uberfihren kinnen, dass wir statt x, X geeignete
lineare Functionen von x und X substituiren:

wrf g aX4D
vz 0 T eX 44

Zum Beweise fragen wir zunichst, fiir welche Werthe von X die
Gleichung (1) mehrfache Wurzeln besitzen mag. Sicher ist, dass, wenn
fiir einen Werth von X eimmal v Wurzeln z zusammenfallen, dass
dann alle zugehirigen Wurzeln x au je v coincidiren. Es folgt dies aus
der Betrachtung der Substitutionen ¥ genau so, wie wir dasselbe
Theorem im ersten Kapitel hinsichtlich der Rotationsgruppen und
solcher Kugelpunkte, die bei einigen Rotationen fest bleiben, bewiesen
haben. Wir wollen jetzt annehmen, dass den Werthen X=X, X,,....
in dem hiermit erlduterten Sinne lauter »,-fache, v,-fache, ... Wurzeln
entsprechen mogen. Nach den Erlduterungen des § 4 unseres dritten
Kapitels haben wir dann fiir die Functionaldeterminante (2 N — 2)%=
Grades, welche sich aus Zihler und Nenner der linken Seite von (1)
berechnet [nachdem man beide,_durch Multipliciren mit den Nennern

. . N
der v, in ganze Functionen von z verwandelt hat], —- Wurzeln von
1

der Multiplicitit (v, —1), f—T Waurzeln von der Multiplicitit (v, — 1), ete.
2

Daher ist: -
D —1=2r-2,
oder, anders geschrieben:

® S(-t)—2-1

Unsere Methode wird jetzt vorab die sein, dass wir diese Gleichung als
eine diophantische Gleichung fiir die ganzen Zahlen vi, N betrachien und
séimmtliche Losungssysteme derselben aufsuchen.

Das Letztere geschieht in #usserst einfacher Weise. Wir consta-
tiren zuniichst, dass die Anzahl der v; nicht kleiner als 2 und nicht
grosser als 3 sein kann (insofern wir N, wie selbstverstiindlich, > 1
nehmen). Wire niimlich die Anzahl der »; gleich 1, so wire die linke
Seite von (3) < 1, wihrend die rechte fir N > 1 grosser oder gleich 1
ist. Wiire aber die Anzahl der v, < 4, so wiirde die linke Seite von




118 1, 5. Allgemeine Theoreme und Gesichtspunkte.

(2) S 2 sein, weil jeder Summand (1 — —E—) selber > % ist, und das

wire nicht minder ein Widerspruch.

Wir nehmen jetzt erstens die Zahl der v; gleich 2, schreiben also
statt (2) einfach:

(=) (=) =C )

1 1 2

(2 k4

oder:

Nun kann, wie selbstverstéindlich, keines der »; > N sein; es ist also

1 1 . . . . . 1
TZ—IV' Wir schliessen hiernach, dass im vorliegenden Falle >
i —_— . 1

. . 1 . .
und 71— beide gleich = sein miissen. Also Lommt:
2

(3) v, =, = N,
wo N beliebig ist, und dies ist unser erstes Liosungssystem.
Nehmen wir ferner die Zahl der »; gleich 3 und setzen also statt
(2) die Gleichung:
1 1 1 2
(4) ot =1+ %
So sage ich zuvorderst: Mindestens eines der v; muss gleich 2 sein.
Wiire nidmlich jedes der drer w; > 3, so wiirde die linke Seite von (4)
< 1 werden, was unmbglich ist. Wir setzen also etwa v, = 2. So bleibt:
1 1 1 2
Tt =3t
Es ist nun moglich, dass noch ein zweites v, sagen wir v,, gleich 2

ist. Wir finden dann:
1 2

vy N

. . . . - r .
Hiermit haben wir unser zweites Losungssystem, das wir folgendermassen
bezeichnen wollen, wnler n eine belichige Zahl verstanden:

(5) N=2n, v, =2, v,=2, v;=mn
Ist aber keine der beiden Zahlen v,, v, gleich 2, so muss mindestens
eine derselben gleich 3 sein. Denn anderenfalls wire —} 71- < %,
2 3
withrend es doch > —;— sein soll. Demnach setzen wir v, == 3. So bleibt:
1 1., 2
L=ty

Es ist also jedenfalls vy < 6. Dagegen kénnen wir nach Belieben
v, = 3,4, b wihlen. Wir bekommen dementsprechend N = 12, 24, 60,
womit jedesmal alle unsere Bedingungen befriedigt sind. Ls gibt also
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noch drei weitere Losungssysteme, die wir in folgender Tabelle zusammen-

stellen :

. N=12,v,=2,v,=3, v;=3;
(6) N=24, v, =2, v, =23, v, =4,
N=60,v, =2, v,=23, vy, = 5.

Die fiinferlei so gefundenen -Losungssysteme entsprechen, wie man '
sofort sieht, genau unseren 5 Fundamentalgleichungen: der binomischen
Gleichung, der Gleichung des Dieders, Tetraeders, Oktaeders und Iko-
saeders. Wir werden jetzt zeigen, da%s wir unsere Gleichung (1), je nach
dem Losungssysteme (3) oder (5) oder (6), das wir unserer diophantischen
Gleichung beilegen wollen, in der That auf dem in Aussicht genommenen
Wege in die jedesmal entsprechende Fundamentalgleichung iiberfiilren
kdonnen.

Nehmen wir den Fall (3) vorweg. Statt X mbgen wir bei ihm

X — X,

Z=3%"%x

einfithren. Wir haben dann fir Z = 0 und fiir Z = oo je eine N-fache
Waurzel z. Unsere Gleichung (1) lisst sich also folgendermassen
schreiben:

und hier haben wir nur noch:
T —
r — x,

=z

zu setzen, um die binomische Gleichung:
=7
vor uns zu haben.
In den anderen vier Fillen wollen wir
X—X, X ¢ X
Z=X—&'X—&
wihlen, so dass fiir Z =0 lauter v,fache, fiir Z = oo lauter v,-fache,
fir Z = 1 lauter »,-fache, d. h. doppelte Wurzeln sich einstellen. In-
dem wir mit ¢, ®,, &, geeignete ganze Functionen von & bezeichnen,
nimmt unsere Gleichung (1) dann folgende Gestalt an:

Z:Z—1:1=03(x): ¥} (2): by (a),

wo wir fiir v,, v,, v, eines unserer Lisungssysteme eingetragen denken
miissen. Hiermit combiniren wir jetzt die entsprechende Fundamental-
gleichung, der wir frither die Gestalt ertheilt hatten:

Z:Z—1:1=CcFn(2):¢Fn(e): Fo ().
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Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass in
Folge dieser zweierlei Gleichungen z eine lineare Function von x ist:

_ ezt *
SENTETN

Zu dem Zwecke erinnern wir uns der Differentialgleichung dritter Ord-

nung, die wir friher fiir z als Function von Z aufgestellt haben (siehe

§ 8 des 3. Kapitels):

1 1 1
— 4+ —— ——1
v, f—1 : v, ot

— vy —1 LA S M
[Z]Z‘gvlﬁ(z—1)2+2r22-zz+ 2 Z—1)Z

Indem wir die Beweisgriinde durchgehen, die wir bei Aufstellung dieser
Gleichung benutzten, erkennen wir, dass © in Bezug auf Z jewedls der-
selben Differentialgleichung geniigt. Nun sind, wie wir wissen, alle
Losungen einer solchen Differentialgleichung lineare Functionen einer
beliebigen Particularlosung. Daher ist auch z lineare Function von z,
was zu bewelsen war. —

Wir wollen das hiermit gewonnene Resultat noch genauer zu-
sammenfassen. Es handelte sich darum, alle endlichen Gruppen linearer
Substitutionen:

=1 (), i=0,1,....(N—1),
aufzusuchen. Wir erkennen jetzt, dass wir dieselben alle gewinnen,
indem wir die endlichen Gruppen, die wir in § 7 des zweiten Kapitels
zusammenstellten, als Ausgangspunkt wihlen und nun in die damals
gegebenen Formeln statt z ein beliebiges durch die Gleichung

o == %’Z—% einfithren, worauf natiirlich 2" in entsprechender Weise
’ s a'/
durch 2’ = 72,/’_‘%{1 ersetzt werden muss.

§ 3. Algebraisch integrirbare lineare, homogene Differéntialgleichungen
der zweiten Ordnudg.

Wie wir in § 1 in Aussicht nahmen, beschiftigen wir uns jetzt,
mit Unterbrechung unseres allgemeinen Gedankenganges, mit der Auf-
gabe: allc linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
rationalen Cocfficienten anzugeben:

M . y'+p-y+ay=0

welche durchaus algcbraische Lisungen besitzen. In der That erledigt
sich diese Aufgabe unter Zugrundelegung derjenigen Entwickelungen,
die wir im dritten Kapitel hinsichtlich der linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung ohnehin erbracht haben, nunmehr so ein-
fach, dass es unrichtig scheinen wiirde, sie hier bei Seite zu lassen.
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Wir ersetzen zuniichst, wie wir es im dritten Kapitel thaten (§ 7
daselbst), die Differentialgleichung (7) durch diejenige Differential-
gleichung dritter Ordnung:

3

g . , ;
8 [’ﬂz=%“"—§<%)=29_;1’2—1’=’"(Z);
2

von welcher der Quotient n zweier beliebiger Particularlosungen y,, y,
von (7) abhingt. Offenbar ist % algebraisch, wenn y, und y, es sind.
Erinnern wir uns nun der Formeln (Kap.}gZIGlch. (33)):

T~y [raz
Y$o="nN" Y Y= o€ ’
so sehen wir, dass wir dann, aber auch nur dann den Riickschluss

machen konnen, wenn fde der Logarithmus einer algebraischen

Function ist*). Es st dies eine erste, dem Coefficienten p aufzuerlegende
Bedingung. Indem wir dieselbe in der Folge als erfiillt ansehen, kionnen
wir iiberhaupt die Gleichungen (7) bei Seite lassen und haben nur
noch die Aufgabe, alle algebraisch integrirbaren Gleichungen (8) auf-
zustellen, wobei 7 (Z) eine unbekannte, aber Jedenfalls rationale
Function bezeichnet. Diese Aufgabe behandeln wir dann in der Weise,
dass wir zuvorderst alle algebraischen Infegralgleichungen angeben,
welche differentiirt zu Differentialgleichungen dritter Ordnung der ge-
suchten Art hinleiten; die Aufstellung der Differentialgleichungen selbst
wird dann hinterlier mit grosser Leichtigkeit erfolgen.

Die Function % (Z) wird als algebraische Function von Z in der
Ebene Z eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten besitzen; wir
wollen dieselben in der Art durch ein Netz von Querschnitten verbinden,
dass die Ebene Z eine einzige zusammenhingende Randcurve bekommt.
In der so zerschnittenen Ebene construiren wir uns dann zuniichst einen
ersten, nothwendig tiberall eindeutigen Functionszweig 7,, welcher der
Differentialgleichung (8) geniigt. Der allgemeinste Functionszweig, wel-
cher (8) befriedigt, wird, wegen der Grundeigenschaft des Differentialaus-
drucks [n]z, eine lineare Function dieses %, sein. So oft wir daher 1,
tiber einen der Querschnitte hiniiber fortsetzen, erfihrt es eine (natiir-
Lich nur von dem Querschnitte abhiéngige) lineare Substitution. Wir
erhalten also, indem wir in irgendwelcher Combination oder Wieder-
holung alle méglichen Querschnitte iiberschreiten, fir unser 7, eine
Gruppe linearer Substitutionen. Nun soll, verlangen wir, 5, von Z
algebraisch abhingen. Daher muss die Anzahl der Functionszweige,

*) Da p rational sein soll, so kénnen wir ebensowohl sagen: fp d Z soll der
Logarithmus einer rationalen Function sein.
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welche aus 7, beim Ueberschreiten der Querschnitte entstehen, und
somit auch die Zahl der linearen Substitutionen, welche %, erfihrt,
endlich sein. Wir kommen also unmittelbar auf die Fragestellung des
vorigen Paragraphen zuriick und konnen das Resultat desselben sofort
in folgender Form aussprechen:

Soll n, in Z algebraisch sein, so gibt es einc lineare Function z von 1,

Vo
2

F»

fiir welche enfweder 2V oder eine der anderen Fundamentalfunctionen ¢

“beim Ueberschreiten beliebiger Querschnitte der Z-Ebene ungedindert bleibt.
Dieses z ist natiirlich selbst eine Losung von (8). Andererseits -

wird der ungeiéndert bleibende Ausdruck, weil er eine algebraische
Function von Z sein soll, eine rationale Function von Z sein miissen.
Daher haben wir:

Soll Gleichung (8) algebraisch integrirbar sein, so muss sich bei geeig-
neter Auswahl der Particularlisung z die Integralgleichung in einer der
5 Formen schreiben:

F*(2) :
10 2N = R(Z), ¢ i~ =R(Z),
(10) Y= R(Z), g =R

unter R (Z) eine rationale Function von Z verstanden.

Wir leiten nun umgekehrt aus einer beliebigen der Gleichungen (10)
den Werth von [2]; ab. Wir schreiben zu dem Zwecke einen Augenblick:
Frie)
Fir @

so ist nach unseren fritheren Untersuchungen:

N = Z,, bez. ¢ 1
1,1 1
= N1 R St DRI At ST G 2
[n = sxe zv Y= maz —ir To 2T 2A-DZ
Nun fanden wir andererseits in § 6 des dritten Kapitels die allge-

meine Formel:
A 2
e = (7 ) o + 2.

Indem wir hier fir Z, seinen Werth R (Z) eintragen, gewinnen Wwir
die folgenden Differentialgleichungen, denen % == £ geniigt:

N2—1 ,
[ nlz=gxe g R* 4 [R]z,

1 3
v, * — - vy vy

. . 1 v, 1 ;?
(g]:=R 2'[;,7‘@:‘52+W—§+ e (R—1E + Bz

Offenbar subsumiren sich diese Differentialgleichungen unter die Formel
(8), indem auch bei ihnen rechter Hand -eine rationale Function von Z
steht. Daher schliessen wir, dass die in Formel (10) eingefiikrte ratio-
nale Function R (2) tiberhaupt jede beliebige rationale Function sein darf,
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und dass i diesem Sinme die Gleichungen (11), denen als particulire
Integrale die Gleichungen (10) entsprechen, die allgemeinsten von uns ge-
suchten Differentialgleichungen sind. Hiermit aber ist die Aufgabe, welche
wir zu Anfang dieses Paragraphen formulirten, vollstindig erledigt®).

§ 4. Endliche Gruppen linearer Substitutionen bei griosserer
Variablenzahl.

Indem ich mich jetzt zu der ersten in § 1 in Aussicht genommenen
Verallgemeinerung wende, ist meine Absicht keineswegs, Beispiele von
endlichen Gruppen linearer Substitutionen bei grisserer Variablenzahl
mitzutheilen®*), oder sonst betreffs dieser Gruppen in irgend welche
Einzelheiten einzugehen. Vielmehr soll es sich nur darum handeln,
in allgemeinen Ziigen zu schildern, wie sich einer jeden solchen Gruppe
entsprechend Fundamentalaufgaben formuliren lassen.

Sei unsere Gruppe zuniichst in homogener Form geschrieben. Dann
wird es gewisse ganze Functionen der Variabelen z,, z,, . .. z,_,
(Formen) geben, welche bei den Substitutionen der Gruppe sich nicht
dndern. Wir werden suchen, das wvolle System dieser Formen aufzu-
stellen, d. h. diejenigen Formen:

F,F,, ...... F,,

durch welche sich alle anderen durchaus invarianten Formen als ganze
Functionen ausdriicken lassen. Zwischen denselben werden gewisse Identi-
titen bestehen miissen, die wir siimmtlich berechnen. Wir denken uns jetzt

*) Nachdem Hr. Schwarz in der wiederholt genannten Abhandlung im 75. Bande
von Borchardt's Journal (1872) fiir die Differentialgleichung der hypergeometrischen
Reihe alle Fille aufgesucht hatte, welche algebraisch integrirbar sind, wurde dic
Frage nach den allgemeinsten algebraisch integrirbaren linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten in den soeben genannten
Aufsitzen zuerst von Hrn. Fuchs in Angriff genommen (1875—78). Ankniipfend
an die erste seiner Mittheilungen gab ich in den Sitzungsberichten der Erlanger
Societit vom Juni 1876 (siehe auch Math. Ann. Bd. 11) das nun im Texte abge-
leitete einfache Resultat. Man vergleiche hierzu noch Brioschi: La théorie des
formes dans Uintégration des équations differentielles linéaires du second ordre, im
11. Bande der Math. Ann. (1876), sowie meinen zweiten Aufsatz: Ueber lLineare
Differentialgleichungen, im 12. Bande daselbst (1877). Weitergehende Fragen, die
sich ebenfalls auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung beziehen, be-
bandelt mit derselben Methode Hr. Picard (Swr certaines éguations difiérentielles
lincaires, Comptes Rendus de I'Académie des Sciences, t. 90 (1880)). Halphen's
Untersuchungen tiber Differentialgleichungen hoherer Ordnung wurden bereits
soeben genannt.

**) Wegen solcher Beispiele siehe die bereits genannten Arbeiten von C. Jordan,
sowie meine Aufsitze in den Mathem. Annalen Bd. 4, pag. 346 ff,, Bd. 15, pag. 251 {f.
Ein besonderer Fall wird im dritten Kapitel des folgenden Abschnitts zu behandeln sein,
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die Zahlenwerthe der F, in Uebereinstimmung mit diesen Identititen,
aber sonst irgendwie gegeben. Dann haben wir das Formenproblem, welches
unserer Gruppe entspricht, indem wir verlangen, aus diesen Zahlen-
werthen die zugehorigen ,, 2, ... #n—1 zu berechnen. Das Formen-
problem hat so viele Losungssysteme, als die vorgegebene Gruppe
Operationen umfasst, und gehen alle diese Losungssysteme aus einem
beliebigen derselben durch die Operationen der Gruppe hervor.

Neben diese formentheoretische Auffassung stellt sich die andere,
welche nur die Verhdltnisse der z,, 2, . . « Zn—1 in Betracht zieht,
also mit (n — 1) absoluten. Variablen und gebrochenen linearen Substi-
tutionen arbeitet. Statt der Formen F,, F,, ... werden wir jetzt
gewisse rationale Functionen Z,, Z,, . .. in Betracht zu ziehen baben,
die ‘sich aus den F — oder auch aus solchen Formen, welche sich bei
den homogenen Substitutionen um einen Factor #ndern — als Quo-
tienten nullter Dimension zusammensetzen, und die so ausgewihlt
werden miissen, dass alle anderen ungeindert bleibenden rationalen
Functionen sich aus ihnen rational zusammensetzen. Indem wir so-
dann noch alle zwischen diesen Z bestehenden Identititen aufsuchen,
denken wir uns die Zahlenwerthe der Z in Uebereinstimmung mit
diesen Identititen, oder sonst irgendwie gegeben. Wir verlangen, aus
ihmen die Verhiiltnisse der z zu berechnen. So haben wir, was ich
allgemein als das zu der Gruppe gehirige Gleichungssystem benennen
will. Das Gleichungssystem hat in Bezug auf die nicht homogenen
Substitutionen der Gruppe ganz ihnliche Eigenschaften, wie das For-
menproblem in Bezug auf die homogenen.

Beiderlei Aufgaben: das Formenproblem und das Gleichungs-
system konnen wir dann in den Schematismus der Galois'schen Theorie
einordnen. Offenbar diirfen wir sagen, indem wir uns der allgemeinen
in § 6 des vorigen Kapitels eingefiihrten Redeweise bedienen, dass
beide ihre eigenen Galois'schen Resolventen sind. Ausserdem liegt
auf der Hand, dass die Auflosung des Formenproblems diejenige des
Gleichungssystems nach sich zieht, wihrend das Umgekehrte nicht ohne
weiteres der Fall zu sein braucht.

Wir wollen bei solchen Allgemeinheiten nicht zu lange verweilen.
Dagegen mogen wir uns noch lberzeugen, dass in einem gewissen
Sinne mit diesen Formulirungen die gesammte gewdhnlich sogenannte
Gleichunystheorie umspannt wird. Handelt es sich darum, eine Glei-
chung n*® Grades f(z) = O zu losen, so konmen wir die Sache so
fassen, als sei uns fiir die n Variabelen z,, z,,. .. Zn—1 (d. h. die
Wurzeln der Gleichung) ein Formenproblem vorgelegt. Die Gruppe
der zugehorigen linearen Substitutionen wird einfach von denjenigen
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Vertauschungen der x gebildet, welche die ,Galois'sche Gruppe® der
Gleichung ausmachen, die Formen F coincidiren mit dem vollen Sy-
steme denjenigen ganzen Functionen der z, welche im Sinne der Ga-
lois’schen Theorie als ,rational bekamnt“ gelten. Mit diesen Bemer-
kungen wird natiirlich an dem Inhalte der Gleichungstheorie zuvor-
derst nichts geiindert. Aber die in ihr zu entwickelnden Sitze erhal-
ten eine neue Anordnung. Als einfachste Probleme erscheinen jetat
diejenigen, die sich auf Gruppen biniirer Substitutionen beziehen, d.h.
eben dieselben Probleme, mit denen wir uns in den vergangenen Ka-
piteln beschiftigten. Es folgen ferner die terniren Probleme etc. etc.*)

§ 5. Vorausblick auf die Theorie der Gleichungen fiinften Grades
und Formulirung eines allgemeinen algebraischen Problems.

Die kurzen Bemerkungen des vorigen Paragraphen gentigen, um
die Entwickelungen des zweiten hier folgenden Abschnitts unter dem-
Jenigen Gesichtspunkte erscheinen zu lassen, den ich in § 1 des gegen-
wirtigen Kapitels andeutete. Es soll sich in unserm zweiten Ab-
schnitte darum handeln, die Auflésung ‘der allgemeinen Gleichung
finften Grades nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discrimi-
nante auf die Auflésung der Ikosaedergleichung zuriickzufiihren. Hier
haben wir in der Gleichung fiinften Grades zufolge der gerade dar-
gelegten Auffassung ein Formenproblem mit 5 Variabelen und einer
Gruppe von 60 linearen Substitutionen vor uns. Andererseits haben
wir in der Ikosaedergleichung ein Gleichungssystem (wenn dieser Aus-
druck bei nur einer Variabelen gestattet ist) ebenfalls mit einer Gruppe
von 60 Substitutionen, und zwar einer Gruppe, die, wie wir wissen,
mit der Gruppe der vorgelegten Gleichung fiinften Grades holoedrisch
1somorph ist. Indem wir unsere specielle Frage — und zwar mit
geometrischen Ueberlegungen, die, in dieser Form, nur bei ihr Platz
greifen — behandeln, gewinnen wir also einen Beitrag zu der allge-
meinen Aufgabe, diberhaupt 2u unlersuchen, inwieweit es gelingt Formen-
probleme oder Gleichungssysteme mit resp. isomorphen Gruppen auf ein-
ander zu reduciren. Unter Isomorphismus brauchen wir dabel natiir-
lich nicht nothwendig holoedrischen Isomorphismus zu verstehen.

Die Formulirung dieser Aufgabe hat eine gewisse Tragweite,
denn wir erhalten damit zugleich ein allgemeines Programm fiir
die Weiterentwickelung der Gleichungstheorie. Unter den Formen-

*) Die hiermit formulirte Auffassung liegt im Wesentlichen bereits meinem
Aufsatze in Bd. 4 der mathematischen Annalen (1871) zu Grunde: Ueber eine geo-
metrische Reprdsentation der Resolventen algebruischer Gleichungen; man sehe ferner
die sogleich zu nenuende Abhandlung in Bd. 15 daselbst.
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problemen oder Gleichungssystemen mit isomorpher Gruppe bezeich-
neten wir schon oben dasjenige als das einfachste, welches die ge-
ringste Zahl von Variabelen besitst. Ist also irgend eine Gleichung
f(z) = O gegeben, so werden wir zuniichst untersuchen, mit welcher
kleinsten Zahl von Variabelen man eine Gruppe linearer Substitutionen
construiren kann, die mit der Galois'schen Gruppe von f(z) =0 iso-
morph ist. Dann werden wir das Formenproblem, oder das Gleichungs-
system, aufstellen, welches zu dieser Gruppe gehort, und nun ver-
suchen, die Auflosung von f(z) = 0 auf dieses Formenproblem bez.
Gleichungssystem zuriickzafiihren. —

Die Umgrenzung des Stoffes, welche ich bei der gegenwirtigen
Darstellung festhalten mdchte, macht es mir unmdglich, auf den hier-
mit bezeichneten Gesichtspunkt genauer einzugehen. Ich werde nur,
bei der Betrachtung der Gleichungen fiinften Grades, zwischendurch
jmmer darauf verweisen, wie man die Gleichungen dritten und vierten
Grades in analogem Sinne behandeln kann, indem man erstere mit
der Diedergleichung vom Grade 6 und die letztere mit der Oktaeder-
gleichung (bez, wenn die Quadratwurzel aus der Discriminante adjun-
girt ist, mit der Tetraedergleichung) in Verbindung setzt. Um so mehr
sei hier eines Aufsatzes im 15. Bande der Mathemathischen Annalen®)
und der anschliessenden Untersuchungen von Gordan**) gedacht. Es
sind dort die hier in Betracht kommenden Principien so weit ent-
wickelt, dass eine befriedigende Theorie der Gleichungen siebenten
und achten Grades mit einer Galois'schen Gruppe von 168 Vertau-
schungen aufgestellt werden konnte, eine Theorie, welche als natur-
gemisse Weiterbildung der im Folgenden gegebenen Theorie der Glei-
chungen fiinften Grades erscheint ***).

§ 6. Unendliche Gruppen linearer Substitutionen einer
Vertinderlichen.
Wir schreiten jetzt zur zweiten Verallgemeinerung der fritheren Frage-
stellung. Nicht die Zahl der Variabelen werden wir vermehren, aber

*) Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achien Grade
(1879).

**) Siehe insbesondere: Ueber Gleichungen sicbenten Grades mit einer Gruppe
von 165 Substitutionen im 20. Bande der Mathem. Annalen (1882).

##¥) Wollte man die Gleichungen 6. Grades in analogem Sinne behandeln, so
miisste man nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante diejenige
Gruppe von 360 linearen Raumtransformationen zu Grunde legen, welche ich in
Bd. IV der Mathem. Anpalen 1 e aufgestellt habe und auf welche neuerdings
Hr. Veronese von geometrischer Seite zuriickgekommen ist (Sui gruppi Py, I, della
figura di sei complessi linears de rette eic., Annali di Matematica, ser. 2, t. XI, 1883).
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die Zahl der Substitutionen, indem wir statt endlicher Gruppen unend-
liche Gruppen zu Grunde legen. Unter Beiseitelassung des formen-
theoretischen Standpunktes will ich hier in functionentheoretischer
Form nur die allereinfachsten Beispiele zur Sprache bringen*). An
Stelle der rationalen Functionen von z (die bei den Gruppen endlich-
vieler Substitutionen ungeiindert blieben) haben wir dann transcen-
dente, aber eindeutige Functionen.

Gedenken wir in diesem Sinne zunichst der einfach-periodischen
und der #rigonometrischen Functionen.

Eine periodische Function von z geniigt der Functionalgleichung:

(12) f(z + ma) = f(2),
wo sm Jede beliebige, positive oder negative, ganze Zahl bedeuten darf.
Hier haben wir also die Substitutionsgruppe:
(13) 2 = ¢4 ma,
mit Bezug auf welche sich die z-Ebene in wohlbekannter Weise in
unendlich viele ,dquivalente Parallelstreifen zerlegt, die fiir die
Gruppe in dem frither geschilderten Sinne ,Fundamentalbereiche® sind.
Die einfachste periodische Function:
2im:
(14) e " =17
nimmt innerhalb eines jeden solchen Streifens jeden Werth einmal an;
in Folge dessen driicken sich alle anderen periodischen Functionen,
welche eine endliche Anzahl von Malen im einzelnen Parallelstreifen
jeden Werth erreichen, rational durch Z aus. Man sieht: dieses Z
spielt gegeniiber der Gruppe (13) dieselbe Rolle, wie friiher, bei den
endlichen Gruppen, die mit demselben Buchstaben bezeichnete ratio-
nale Fundamentalfunction. Wir kdnnen auch, wie bei den endlichen
Gruppen, von einer , Gleichung® sprechen, die zu unserer Gruppe ge-
hort. Es ist dies einfach Formel (14), in dem Sinne aufgefasst, dass
wir verlangen, aus gegebenem Z das # zu berechnen. Beachten wir
2inz
dabei, dass wir ¢ @ als Grenzfall einer Potenz von wachsendem Ex-
ponenten und dementsprechend (14) als Grenzfall einer binomischen
Gleichung betrachten konnen. Es geniigt zu dem Zwecke, sich der

wohlbekannten Definition zu erinnern:

¥) Es liegt nahe, im Texte namentlich auch die doppeliperiodischen Fune-
tionen heranzuziehen. Aber diese haben einen etwas complicirteren Charakter als
die anderen Beispiele. Deunn es gibt bei ihnen keine einzelne Fundamentalfunc-
tion Z, durch welche sich alle anderen Functionen rational ausdriicken, vielmehr
muss man durchans zwed Functionen Z,, Z, (zwischen denen dann eine alge-
braische Relation vom Geschlechte p = 1 besteht) zu Grunde legen.
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x\»

(15> &= (1 + ?)lim n=0m

Wir finden den Uebergang zu den trigonometrischen Functionen,
indem wir mit (13) die neue Substitution verbinden:
(16) 2= —uz,
und dadurch die Zahl der in Betracht zu ziebenden Substitutionen
verdoppeln. Um geeignete, zur neuen Gruppe gehdrige Fundamental-
bereiche zu erhalten, ziehen wir die gerade Linie, welche die Punkte
2 — ma enthilt, und zerlegen dadurch jeden der bislang betrachteten
Parallelstreifen in zwei Theile. An Stelle der Exponentialfunction (14)
tritt jetzt die folgende:

2inz —%inz

(17) e +e © =2cosgrgf;

unsere ,Gleichung verlangt also, aus dem Werthe des Cosinus den Werth
des Argumentes zu berechnen. Auch diese Gleichung ist ein Grenzfall
der friiheren. Schreiben wir nimlich die Diedergleichung:

Gn—ar) g

* 4zmz,n

zuvorderst folgendermassen:

Pt = —4Z42,

-

substituiren alsdann 1 + % fir # und lassen = iiber alle Maassen

wachsen, so verwandelt sich die linke Seite:

a\n x\—n
(42 +0+7)
in 2cos tg —

Ueber diese niichstliegenden Beispiele hinaus betrachten wir jetzt
noch die elliptischen Modulfunctionen und gewisse andere mit ihnen ver-
wandte Functionen, welche zuerst Hr. Schwarz in seiner wiederholt
genannten Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe (in Bor-
chardt’s Journal Bd. 75, 1872) in Betracht gezogen hat. In § 8 unseres
dritten Kapitels haben wir, wie wir noch eben erwithnten, fiir die
Wourzel z der Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung
gemeinsam die Differentialgleichung dritter Ordnung aufgestellt:

1 1 1

2 2 g T 2
v, 1 v, vy

= —1
v, —1 v,
(18) [z]z = 2y (Z =1y + 25,7, Z° + =50z ’

wo fiir v,, v,, vy resp. die Zahlenwerthe der folgenden, wiederholt
benutzten Tabelle einzutragen warew:
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v, v, vy

Dieder 2 2 : n 7
Tetraeder 2 3 3
_ Oktaeder 2 3 4
Tkosaeder | 2 3 | b

und zwar sind dies, wie wir soeben (in § 2) zeigten, die einzigen Zahl-
werthe, fiir welche ’% + % + :s > 1 ist. Die Functionen des Hrn.
Schwarz erwachsen, indem wir in (18) fir v,, v,, v, trgend drei andere
ganze Zahlen einsetzen (wobei dann % -+ ‘:;— -+ ’% <1 sein wird).

Um von dem Verlaufe dieser Functionen eine Vorstellung zu
geben, sei Folgendes bemerkt. Im dritten Kapitel haben wir gesehen,
dass vermige unserer Fundamentalgleichungen die Halbebene Z auf
Kreishogendreiecke der z-Kugel abgebildet wird, deren Winkel bez.

n T

PRI g; betragen. Genau dasselbe findet bei den jetzt in Rede
stehenden Functionen statt, sobald wir die Particularlosung von (18)
fixirt haben, die wir in Betracht ziehen wollen, und diese nun analy-
tisch fortsetzen. Wihrend aber damals, dem algebraischen Charakter
der Fundamentalgleichungen entsprechend, eine endliche Zahl von Kreis-
bogendreiecken geniigte, um die z- Kugel zu tiberdecken, so lagert sich
Jetzt eine unendliche Zahl solcher Dreiecke (von denen keines mit dem
andern collidirt) neben einander. Man muss dabei unterscheiden, ob

— + + — =1 oder <1 ist. Im ersteren Falle laufen die Kreis-

bogen welche die Dreiecke begrenzen, verlingert gedacht, simmtlich
durch einen festen Punkt der z-Kugel, und diesem festen Punkte
strebt man immer mehr zu, je mehr man die aufeinander folgenden
Dreiecke vervielfiltigt, ohne ihn doch je zu erreichen. Die Function
Z (2) hat iiberall, ausser in diesem Puncte, einen bestimmten Werth.
— im andern Falle haben die begrenzenden Kreislinien einen gemein-
samen Orthogonalkreis, und es bildet dieser Kreis die Grenze, der man
durch Vermehrung der Kreisbogendreiecke beliebig niiher kommt,
ohne sie doch jemals zu iiberschreiten. Die Function Z(z) existirt
daher nur auf der einen Seite des Orthogonalkreises, der Orthogonal-
kreis ist fiir sie dasjenige, was man als natiirliche Grenze bezeichnet*).
— Was die zugehorige Gruppe linearer Substitutionen angeht, so
denke man sich die besprochenen Kreisbogendreiecke abwechselnd

*) Vergl. durchweg die citirte Abhandlung von Schwarz, in der auch beziig-

liche Figuren gegeben sind.
Klain Rlsirhunman A (iradac n
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schraffirt und nicht schraffirt. Die Gruppe besteht alsdann aus allen
linearen Substitutionen von 2, welche ein schraffirtes Dreieck in ein
anderes schraffirtes Dreieck (oder ein nicht schraffirtes in ein mnicht
schraffirtes) verwandeln.

Unter den hiermit eingefiihrten Functionen bilden nun die ellip-
tischen Modulfunctionen (sofern wir uns auf deren einfachste Art be-
schrinken wollen) einen besonderen Fall: den Fall v, = 2, v,=3,
vy, = oo. Das Kreisbogendreieck der ¢z-Kugel hat dann, dem Werthe
von v, entsprechend, einen Winkel gleich Null. Indem wir den Grenz-
kreis, den Z(z) auf der z-Kugel besitzt, mit dem Meridiane der reellen
Zahlen zusammenfallen lassen, vermdgen Wwir zu erreichen, dass die
(tesammtheit der zugehorigen linearen Substitutionen durch diejenigen

ganzzahligen, reellen Substitutionen
’ ez+ 8

2= et
gegeben ist, deren Determinante («d — py) =1 ist. Es seien gy, s
die Invarianten einer biniren biquadratischen Form F(z,,z,) (s.§11
des zweiten Kapitels), so ist bekanntlich 4 = g,*> — 27g,° die zuge-
horige Discriminante. Man setze jetzt das in Rede stehende Z gleich

3
der absoluten Invariante gfj- So ist das z(Z) wichts Anderes, als das
Verhiiltniss zweicr prinitever Perioden des elliptischen Integrals:

also das ’—%\— der Jacobi’schen Bezeichnung®).

Es ist an dieser Stelle unmbglich, auf die verschiedenen hiermit
beriihrten Beziehungen genauer einzugehen. Nur dieses wollen wir
noch hervorheben, dass vermoge der entwickelten Auffassung die el-
liptischen Modulfunctionen genau so, Wie eben die Exponentialfunction
und der Cosinus, als letztes Glied einer Reihe von unendlich vielen,
analog gebildeten Functionen erscheinen. Man setze in Formel (18)
v, durchweg gleich 2, v, gleich 3 und lasse nun v, von 2 beginnend
alle ganzzahligen positiven Werthe durchlaufen. Dann hat man fiir
v, = 2 einen Fall des Dieders *¥) (nur dass v, > vy genommen ist,

*) Man sche Dedelind in Borchardt's Journal Bd. 83 (1877), sowie meinen Anaf-
satz: Ueler die Transformationen der elliptischen Functionen ete. in Bd. 14 der
Mathem. Annalen (1878). Wer sich eingebender fiir diese Theorie interessirt,
moge vor allem die Abhandlung von Hmm. Hurwitz im 18 Bande der Mathem.
Annalen (1881) zu Rathe ziehen (Grundlagen einer independenten Theorie der el-
liptischen Modulfunctionen etc.). ’ ‘

#x) Eg ist derselbe Fall, auf welchen, wie in § 7 des zweiten Kapitels er-
witbnt, die Berechnung des Doppelverhiltnisses von 4 Punkten oder auch des Mo-
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withrend wir sonst gewdhnlich die v nach threr Grisse anordneten),
fir v, =3, 4, 5 der Reihe nach Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, so-
dann fiir grossere Werthe von v, eine unendliche Reihe transcendenter
Functionen, deren Abschluss fiir vy = oo die elliptischen Modulfunc-
tionen sind.

§ 1. Auflésung der Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaeder-Gleichung
durch elliptische Modulfunctionen.

So kurz die vorstehenden Andeutungen sind, so geniigen sie doch,
um verstindlich zu machen, warum man die Gleichungen des Tetra-
eders, Oktaeders, Ikosaeders (oder auch den speciellen, gerade genannten
Fall der Diedergleichung) durch elliptische Modulfunctionen I6sen kann,
Gedenken wir zuniichst der logarithmischen. Auflssung der binomischen
Gleichung:

=7
oder auch, was ganz analog ist, der trigonometrischen Auflésung der
Diedergleichung:
P = —47 42
Beide Losungen lassen sich als Grenzfall einer trivialen, algebraischen
Losung ansehen, die darin besteht, dass man, unter m eine beliebige
positive ganze Zahl verstanden, zuvérderst € aus der Gleichung

§mn = Z, oder {mn | g—mn — —4 742
berechnet und dann 2 einer rationalen Function von ¢ gleich findet:
2= ¢m,
Die transcendenten Lisungen erwachsen hieraus, indem wir m — oo
nehmen, worauf £”* in der eben geschilderten Weise in ¢, gmn 4 g—mn

in 2 cos ¢¢ tibergeht, und 2z =— ¢" wird.

Genau dieselbe Bewandtniss hat es nun mit der Darstellung unserer
Fundamental - Irrationalitiiten  durch elliptische  Modulfunctionen. Man
iiberzeugt sich zuniichst, dass eine jede der Schwarzschen Functionen
Y1, ¥y, ¥ sich durch jede andere v/, v, vy eindeutig darstellen lisst,
deren Exponenten ganzzahlige Multipla der wrspriinglichen Vy, V,, V5 Sind.
Insbesondere also, wenn wir uns auf jene Serie von Functionen be-
schrinken, bei denen v, = 2, v, = 3 sind, so wird zur eindeutigen
Darstellung nur die Bedingung erforderlich sein, dass v, durch v,
theilbar ist. Dies aber ist jedenfalls der Fall, wenn »,” = oo ist.
Alle Functioner unserer Seric lassen sich also durch die elliptische Mo-

duls der elliptischen Functionen fibrt, und der andererseits in der Folge bei der
Auflésung der Gleichungen dritten Grudes zu Grunde gelegt werden wird.
9*




132 1, 5. Allgemeine Theoreme und Gesichtspunkte.

dulfunction eindeutig darstellen, und eben dieses ist, was man als Losung
der betreffenden Gleichungen mit Hidfe der elliptischen. Modulfunction be-
zeichnet. i

TIch theile hier ohne Beweis die einfachsten Formeln mit, welche
sich in dieser Richtung fiir Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder ergeben®).
Wir schreiben die dreierlei Fundamentalgleichungen, wie immer, in
folgender Weise:

QS Wfﬂ HB
e =% TEp Z, tisep
3
Sodann sei Z, wie eben, die absolute Invariante "% eines elliptischen In-

X
i K . wlpos — %"
tegrals erster Gattung, 17— dessen Periodenverhiltniss, g =¢ *

Dann haben wir zunichst fiir die Wurzel der Oftaedergleichung die
einfache Formel: :
§q2 x4 27

dieselbe entsteht aus der bekannten Gleichung:

Vi = &, (0, @)
'33 (07 q) ’

indem wir statt ¢ rechter Hand ¢® eintragen *¥).
Wir finden ferner fiir die Ikosaeder- Irrationalitat:

4
v — 1), 5x*— 37 9 iK' =w ) :
L= 3 A |
(20) 2 == q“ . 'Tit ] q;, . ‘—17]?17:4_ 3 i
pCEVT i o (T ") |

* Vergl. Bd. 14 der Mathem. Anpalen S, 157. 158, sowie den Aufsatz von
Yrn. Bianchi: Ueber die Normalformen dritter und finfter Stufel des elliptischen
Integrals erster Gattung und meine eigene Note: Ueber gewisse T Tetlwerthe der
@ - Functionen im 17. Bande ebenda (1880—81).
~ *x) Es entspricht dies der Bemerkung, die wir oben (S. 44 des Textes) dber
gewisse Untersuchungen von Abel machten. Um den in dieser Richtung vorlie-
genden Zusammenhang vollig zu verstehen, berechne man fiir die bignadratiscbe

Form (1 — %) (1 —/k*x?) die absolute Invariante %" . Man erhalt dann:

)3
4
(A 4 14 12 4 £%)?

und trigt man hier fiir Vi den Buchstaben z ein, so hat man genau die linke
Seite der Oktaedergleichung. — Die Bezeichnungen &,, 95, sowie fernerhin &,
die ich im Texte verwende, sind die bekannten Jacobt'schen.
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also einen Ausdruck, der mit
at
14 ¢*

iibereinstimmt, sobald wir Terme mit ¢ vernachlissigen diirfen.

Die Auflésung der Tetraedergleichung gestaltet sich ein wenig com-
plicirter. Wir werden bei ihr das bisher gebrauchte z zuvérderst durch
eine lineare Function von 2 ersetzen, welche in einer Ecke von @ — ()
verschwindet, in der gegeniiberliegenden Ecke von @ == 0 unendlich
wird. In diesem Sinne schreiben wir:

N—E+ (V84 1)
PG e
Fiir das so definirte £ haben wir dann zunichst die Gleichung :
g, & —1)°
und des Ferneren die transcendente Losung:

@«

2= @x+ 17

(1]

+= ’
PHCEVCEE 0 idiale

(21D) E= —6g}.

Wir haben hiermit fiir unsere dreierlei Gleichungen je eine Wurzel
bestimmt; wir erhalten die iibrigen zugehorigen Wurzeln, wenn wir

", iK . . . . ..
fiir N 'a die unendlich vielen Werthe substituiren:

1K’
“'jf'*'ﬁ

ing=e

t % +o’

wo «, 8, 7, 0 reelle ganze Zahlen von der Determinante Eins sind.
Dabei liefern alle solche Werthsysteme «, B, v, 8, welche modulo v, diber-
einstimmen, oder durch eimen gleichformigen Vorzeichenwechsel zur Ueber-
einstimmung gebracht werden kimmen, immer dieselbe Wurzel *).

§ 8. Formel zur directen L&sung der einfachsten Resolvente
sechsten Grades der Tkosaedergleichung.

Bei der principiellen Bedeutung, die wir der Ikosaedergleichung
beilegen, interessirt uns unter den Formeln (19) — (21) natiirlich am
meisten die zweite. Wir erwihnten bereits, dass die einfachste Resol-

*) vy st beim Tetraeder = 38, beim Oktaeder = 4, beim Ilosaeder = 5. —
Bei der besonderen hierhergehirigen Diedergleichung wiirde derselbe Satz fiir v,
= 2 gelten. Man vergl. wegen derselben Math. Annalen XIV, p. 158, 156.
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vente sechsten Grades, welche die Ikosaedergleichung besitzt, durch
Hrn. Kronecker in directe Beziehung zur Modulargleichung sechster
Ordnung fiir Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen Fune-
tionen gesetzt worden ist (siche § 15 des vorigen Kapitels). Die be-
treffende Formel ist spiter von Hrn. Kiepert und mir durch Einfiih-
rung der rationalen Invarianten wesentlich vereinfacht worden¥). Da
bei den Untersuchungen iiber Gleichungen fiinften Grades gerade auf
diese Formel vielfach Bezug genommen wird, so mag sie hier unter
Beiseitelassung des Beweises und mit Anpassung an die ibrigens ge-
brauchten Bezeichnungen ebenfalls mitgetheilt werden.

Wir haben in § 15 des vorigen Kapitels (Formel (46) daselbst)
der erwihnten Resolvente die folgende Form ertheilt:

£ —10Z2. 841222 . ¢+ 522 =0,
Es seien nun g,, 4 die vorhin schon so bezeichneten Invarianten eines
elliptischen Integrals und Z — ‘(%3 genommen. Es sei ferner 4’ der-

jenige Werth, der aus 4 durch irgend eine Transformation fiinfter
Ordnung hervorgeht. Dann ist die Wurzel unserer Resolvente einfach:

12

o) 7S
Va®
Wollen wir hier Alles durch K, iK', bez. durch ¢ ausdriicken und

hierdurch zugleich die sechs verschiedenen Wurzeln (22) auseinander-

halten, so haben wir zunichst fiir g, und lf/Zi die Werthe einzu-
tragen:

for = Gl o0 (TG4 M 20 1),
(e o}
{¥2=G)-¢-TJa— e,

r=1

(23)

und dann fiir 112/2' resp. folgende sechs Werthe zu setzen:

Vaz = ()0 [Ja -,
(24) - Z

112/4—,, — (Z’) . 821'9316 . ﬁ(l — gy, g?)z’

zx==1

*) Vergl. Bd. XIV der Mathem. Annalen S. 147, sowie Bd. XV 8. 86 (1878),
des Ferneren Kiepert: Auflosung der Gleichumgen 5. Grades und: Zur Transfor-
mationstheorie der elliptischen Functionen (Borchardt’s Journal Bd. 87, 1878—79),

endlich die soeben genannte Abbandlung von Hurwitz.
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2inm
wov=20,1,2,3, 4 und e = ¢ 5 zu nehmen ist. Die Indices oo, v
sind hier genau so gewihlt, wie in § 15 des vorigen Kapitels. Die
Formel (23) konnen wir zugleich benutzen, um die Angaben des vo-
rigen Paragraphen zu vervollstindigen; aus ihnen ergibt sich nidmlich

die absolute Invariante des elliptischen Integrals in der Form:
22

o 3
(1+2402u3- 9 x)

2
1 1—gq

ITI (1 _ q2x)24

(25) %> _ DN
4 1728 ¢*

§ 9. Bedeutung der transcendenten Lidsungen.

Die Bedeutung der transcendenten Losungen, welche wir nun
haben kennen lernen, ist zuvorderst eine rein praktische. Logarithmen,
trigonometrische Functionen und elliptische Modulfunctionen sind bei
der Wichtigkeit, welche sie auch anderweitig in der Analysis besitzen,
lingst tabellirt. Indem wir die Auflosung unserer Gleichungen auf
die genannten transcendenten Functionen zuriickfihren, machen wir
uns diese Tabellen dienstbar und sparen die langwierige Rechnung,
welche bei Durchfiihrung der in Kap. III gegebenen Methode der Lo-
sung durch hypergeometrische Reihen erforderlich sein wiirde*).

"Aber es gibt eine tiefere Auffassung der transcendenten Losungen,
durch welche die letzteren den Charakter der Fremdartigkeit, den sie
inmitten unserer sonstigen Untersuchungen zu besitzen scheinen, ver-
lieren, vielmehr mit denselben auf das Engste verbunden werden.

Betrachten wir etwa, um die Ideen zu fixiren, die Auflosung der

R

Ikosaedergleichung, wie sie durch (20) geliefert wird. So oft wir 27]:

einer der unendlich vielen zugehérigen linearen ganzzahligen Substi-
tutionen unterwerfen, erfihrt vermdge dieser Formel das 2z eine der
60 linearen Ikosaedersubstitutionen. Es erscheint also dic Gruppe der
Substitutionen von '—]% isomorph auf die Gruppe der 60 Ikosaedersubstiiu-
tionen bezogen. Der Isomorphismus ist nur, wenn wir uns so aus”
driicken, von ,unendlich hoher” Meriedrie: der einzelnen Substitution von

i K’ . . . . . ol e . ’
z—j(— entspricht immer eine und nur eine Substitution von z, jeder Sub-

*) Hier macht sich, was elliptische Modulfunctionen angeht, der Umstand
stérend geltend, dass Legendre's Tabellen zur Berechnung der elliptischen Inte-
grale immer noch nicht in einer Weise umgesetzt worden sind, die der
Weierstrass'schen Theorie der elliptischen Functionen entsprechen wiirde.
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stitution von z aber entsprechen unendlich viele Subsitutionen von
%(Ig. Man erinnere sich nun der Betrachtungen des § 5. Indem wir

uns damals auf endliche Gruppen linearer Substitutionen beschrinkten,
verlangten wir, iberhaupt solche Gleichungssysteme (oder Formenpro-
bleme), die sich auf isomorphe Gruppen beziehen, mit einander in Ver-
bindung zu bringen. Wir dehnen dieses Problem jetzt auf wunendliche
Gruppen linearer Substitutionen aus, und erkennen, dass unsere trans-
cendenten Lisungen specielle Fille des so verallgemeinerten Problemes rea-
lisiren. Man hat diese Losungen gewonnen, indem man die von anderer
Seite entwickelten Theorien gewisser transcendenter Functionen be-
nutzte. Offenbar ist dies ein Verfahren, welches im Zusammenhange
mit unseren jetzigen Betrachtungen theoretisch nicht befriedigen kann.
Wir verlangen vielmehr einen allgemeinen Ansatz, vermige dessen eben-
sowohl die in § 5 geforderten Entwickelungen als wnun unserc transcen-
denten Lisungen geliefert werden. Es fithren so unsere Ueberlegungen
su einem umfassenden Probleme, welches ebensowohl die Theorie der
Gleichungen hoheren Grades als das Bildungsgesetz der &-Function in
sich begreifen wird. Indem wir dieses Problem in Aussicht nehmen,
haben wir abermals, wie in § b, die Grenze erreicht, die uns bei unserer
jetzigen Darstellung gezogen ist und die wir nicht berschreiten diirfen™).

*) Dabei will ich indess nicht unterlassen, auf gewisse Entwickelungen von
Hrn. Poincaré (iber die allgemeinen, vom ihm mit Z bezeichneten Functionen)
aufmerksam zu machen, welche sich genau in dem hiermit gemeinten Sinne be-
wegen; sieche Mathem. Annalen Bd. 19, 8. 562, 563 (1881).

Ich habe ferner hier noch folgende Citate nachzutragen, die sich iiberein-
ctimmend auf Arbeiten beziehen, in denen, mit gr&sser oder geringerer Vollstin-
digkeit, die in unserm I Abschnitte dargestellten Theorien ebenfalls im Zusam-
menbange behandelt worden sind: 1) Puchta, das Oktaeder und die Gleichung
vierten Grades, Denkschriften der Wiener Akademie, math.-phys. K1, Bd. 91 (1879).
Man wolle diese Arbeit auch im folgenden Abschnitte Gberall da vergleichen, wo
von der Auflosung der Gleichungen vierten Grades (vermittelst der Oktaederglei-
chung) die Rede ist. — 2) Cayley, on the Schwarzian derivative and the polyhedral
functions, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Bd. 13 (1880). —
TUnter ,,Schwarzian derivative' ist dabei der Differentialansdruck 3. Ordnung ver-
standen, den wir in § 6 des 3. Kap. aufstellten. — 8) Wassilieff, wber die ratio-
nalen Functionen, welche den doppeltperiodischen analog sind, Kasan 1880 (russ.).
Hr. Wassilief macht dortselbst die interessante Bemerkung, dass bercits Ha-
milton die Gruppe der Ikosaederdrehungen mit Riicksicht auf ibre Erzeugung aus
2 Operationen in Betracht gezogen hat (Memorandum respecting a new system of
non commutative roots of unity; Philosophical Magazine 1856).
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Kapitel 1.

Ueber die historische Entwickelung der Lehre von den Gleichungen
fiinften Grades.

§ 1. Umgrenzung unserer nichsten Aufgabe.

~ Die Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben uns betreffs der
Auflosung der Gleichungen fiinften Grades ein bestimmtes Problem
ergeben: wir wollten versuchen, diese Auflosung mit Hiilfe des Iko-
saeders zu bewerkstelligen. Nun wiirde es nicht schwierig sein, die
Resultate, welche ich in dieser Hinsicht zu entwickeln habe, als solche
an die Spitze zu stellen und in deductiver Form abzuleiten. Inzwi-
schen ziehe ich vor, mich auch hier der inductiven Methode zu be-
dienen und zwar in der Weise, dass ich einerseits auf die historisch
gegebene Entwickelung der Lehre von den Gleichungen fiinften Grades
Bezug nehme, andererseits in ausgiebiger Weise von geometrischen
Constructionen Gebrauch mache. Ich hoffe auf solche Weise dem
Leser nicht nur die Richtigkeit bestimmter Resultate, sondern auch
den inneren Gedankengang darzulegen, der zu ihnen gefiihrt hat.
Dem Gesagten zufolge muss unsere nichste Aufgabe jedenfalls
die sein, uns iiber die bisherigen Arbeiten, welche die Auflosung der
Gleichungen fiinften Grades betreffen, soweit diese Arbeiten im Fol-
genden benutzt werden, Kenntniss und Uebersicht zu verschaffen. Ich
werde dabei alle solchen Entwickelungen, auf die wir nicht unmittel-
bar Bezug nehmen werden, der Kiirze halber bei Seite lassen, mogen
dieselben unter allgemeineren Gesichtspunkten noch so wichtig und
wesentlich erscheinen. Es gehoren dahin vor Allem die Beweise von
Ruffini und Abel, vermige deren dargethan wird, dass eine Losung
der allgemeinen Gleichungen fiinften Grades durch eine endliche Zahl
von Wurzelzeichen unmoglich ist, und die parallellaufenden, ebenfalls
von Abel initiirten Arbeiten, in denen alle speciellen Gleichungen
fiinften Grades bestimmt werden, die in dieser Hinsicht von den all-
gemeinen Gleichungen abweichen. Es gehoren ferner dahin Hermite's
und Brioschi's Bemiithungen, die Invariantentheorie der binéren Formen
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fiinfter Ordnung fiir die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades
zu verwenden: nicht als ob in der Folge die Benutzung invarianten-
theoretischer Processe iiberhaupt vermieden werden sollte, nur dass
gich dieselben bei uns, wie schon im vorigen Abschnitte, durchweg auf
solche Formen beziehen, die durch bestimmte lineare Substitutionen’
in sich iibergehen, nicht aber auf binire Formen der fiinften Ordnung.
Wir lassen endlich die Frage nach der Realitit der Wurzeln der
Gleichungen fiinften Grades bei Seite, insbesondere also die aus-
gedehnten Untersuchungen, vermdge deren Sylvester und Hermite die
Realitit der Wurzeln von den Invarianten der biniren Form fiinfter
Ordnung abhingig gemacht haben.

Umgrenzen wir unsere Aufgabe in der hiermit bezeichneten Weise,
so bleiben noch zweierlei Arbeitsrichtungen, deren wir zu gedenken
haben. Bei ihnen handelt es sich gemeinsam darum, die Wurzeln der
allgemeinen Gleichungen fiinften Grades als Functionen der Gleichungs-
coifficienten zu studiren. Beide auch gehen darauf aus, die betreffen-
den Functionen dadurch zu vereinfachen, dass statt der unabhiingigen
fiinf Gleichungscoéfficienten eine geringere Zahl independenter Grossen

_eingefiihrt wird. Nur die Mittel, welche zu diesem Zwecke in An-

spruch genommen werden, sind verschieden: das eine Mal ist es die
Transformation der Gleichungen, das andere Mal die Resolventenbildung.

Die Methode der Transformation geht bekanntlich bis auf T'schirn-
haus zuriick*). Sei

(1) 7+ Azn— '+ Bxr—2 4 - Mz 4+ N=0
die vorgelegte Gleichung n'*® Grades, so setzte Tschirnhaus:
@ y=a+prtyet 4o poar,

worauf er durch Elimination der  zwischen (1) und (2) eine Gleichung
fiir y ebenfalls' vom #'*" Grade erhielt, der er durch geeignete Annahme
der Coéfficienten e, B, , - - - irgend welche specielle Eigenschaften zu
ertheilen bemiiht war. Wir werden sogleich die Resultate bezeichnen,
welche, speciell bei den Gleichungen fiinften Grades, durch diesen An-
satz gefunden worden sind. Constatiren wir hier vorab, dass mit den
y zusammen auch die z gefunden sind, so lange wenigstens die
Gleichung fir die y, wie wir dies von der Gleichung (1) selbstver-
stindlich voraussetzen, verschiedene Wurzeln besitzt. Denn in diesem
Falle haben die Gleichungen (1) und (2) [in denen wir jetzt das y als

*) Nova methodus auferendi omnes terminos intermedios ex data aequatione.
Acta eruditorum, t. 1L, p. 204 ff. (Leipzig, 1683). — Schon aus dem Titel geht her-
vor, dass sich Tschirnhaus (wie spiter Jerrard) tber die Tragweite seiner
Methode tauschte.
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bekannte Grosse betrachten] nur eine Wurzel z gemein, und dieses
z kann also nach bekannten Methoden rational berechnet werden.

Auch die Methode der Resolventenbildung ist schon vor langer
Zeit zur Auflosung der Gleichnungen fiinften Grades in Anspruch ge-
nommen worden. Bezeichnend in dieser Hinsicht ist das Jahr 1771,
in welchem unabhingig von einander Lagrange, Malfatti und Vander-
mondc ihre nahe verwandten Untersuchungen verbffentlichten®). In-
zwischen dienten die Resultate, welche dieselben erreichten, mehr
dazu, die bestehenden Schwierigkeiten zu bezeichnen, als sie zu besei-
tigen. Erst Herrn Kronecker ist es 1858 gelungen, eine Resolvente
sechsten Grades der Gleichungen fiinften Grades aufzustellen, mit der
eine wirkliche Vereinfachung gegeben war**). Wir werden uns in
unserem weiteren Berichte, was Resolventenbildung angeht, auf die
Darlegung der Kronecker'schen Methode und der an sie anschliessen-
den weiteren Untersuchungen zu beschriinken haben.

Die zweierlei Arbeitsrichtungen, welche wir solchergestalt ein-
ander gegeniiberstellten, betreffen fiir sich genommen rein algebraische
Probleme. Indessen hat es die Entwickelung der Analysis 80 mit
sich gebracht, dass beide auf das Innigste mit der weitergehenden
Aufgabe: die Losung der Gleichungen mit Hiilfe geeigneter transcen-
denter Functionen zu bewerkstelligen, verbunden erscheinen. Wir
haben im' letzten Kapitel des vorigen Abschnitts gezeigt***), dass
eine solche Benutzung transcendenter Functionen zuvérderst nur
praktischen Werth besitzt und mit den theoretischen Untersuchungen
der Gleichungstheorie nicht untermischt werden soll. Trotzdem wer-
den wir in unserem folgenden Berichte nicht unterlassen diirfen, der
verschiedenen Methoden zu gedenken, vermbge deren man die Auf-
losung der Gleichungen fiinften Grades speciell mit der Theorie der
elliptischen Functionen in Verbindung gesetzt hat. Denn es sind, wie
schon angedeutet, gerade diese Methoden gewesen, vermdge deren man zur
schirferen Erfassung auch der rein algebraischen Probleme gekommen ist.

*) Lagrange: Réflexions sur la resolution algébrigue des équations, Mémoires
de VAcadémie de Berlin fiir 1770—71, oder Oeuvres, t. III;

Malfatti: De aequationtbus quadrato-cubicis disquisitio analytica, Atti dell’
Accademia dei Fisiocritici di Siena, 1771 (sowie auch: Tentativo per la riso-
' luzione delle equazioni di quinio grado, ebenda, 1772);

Vandermonde: Meémoire sur la résolution des équations, Mémoires de I'Aca-
démie de Paris, 1771.

**) Vergl. die spiiteren Citate.

*%¥) Citate auf den vorigen Abschnitt werde ich im Folgenden so bezeichnen,
dass ich der romischen Zahl I die Nummer des Kapitels als arabische Zahl folgen
lasge; man vergleiche also im vorliegenden Falle I, 5, § 7, 9.
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Uebrigens sei noch hervorgehoben, dass zwischen den zweierlei
Arbeitsrichtungen, die wir unterschieden, kein eigentlich principieller
Gegensatz besteht. Gelingt es, eine vorgegebene Gleichung n*® Grades
durch Transformation in eine andere zu verwandeln, welche nur eine
geringe Zahl -von Parametern enthilt, so konnen wir hinterher von
letzterer Resolventen ableiten und diese als besonders einfache Resol-
venten der urspriinglichen Gleichung betrachten; oder umgekehrt:
sind wir durch irgend welche Methoden in den Besitz einer ausge-
zeichneten Resolvente der anfinglichen Gleichung gekommen, so konnen
wir von ihr durch erneute Resolventenbildung zu einer Gleichung
n'*" Grades zuriickgehen, welch’ letztere dann sich auch direct durch
Transformation ans der vorgegebenen Gleichung wird arbeiten lassen

§ 2. Elementares iiber Tschirnhaus-Transformation.
Die Bring’sche Form.

Um die Gleichung n*® Grades zu berechnen, der die y der
Formel (2) geniigen, ist es am bequemsten, die Coéfficienten derselben
direct als sym:netrische Functionen der y aus den symmetrischen
Functionen der z zusammenzusetzen. Man erkennt auf solche Weise
sofort: Der Coéfficient von y»—* ist eine ganze, homogene Function x*®
Grades der unbestimmten Grissen «, B, p,----v. Hiernach haben wir
eine lineare Gleichung mit » Unbekannten zu 16sen, wenn wir aus der
transformirten Gleichung den Term mit y*—*! fortschaffen wollen, es
tritt eine quadratische Gleichung derselben Art hinzu, wenn auch noch
der Term mit y*— 2% verschwinden soll. Wir befriedigen beide Glei-
chungen zusammen, indem wir » — 2 der Unbekannten als Parameter
betrachten und eine der iibrigen unter Elimination der letzten Unbe-
kannten durch eine quadratische Gleichung bestimmen. Ich werde
eine Gleichung, in welcher die Terme mit y*—!, y»—2 fehlen, weiter-
hin als Hauptgleichung bezeichnen. Die Tschirnhaustransformation ge-
stattet wuns also, mit Hiilfe einer blossen Quadratwurzel jede Gleichung
auf eine Hauptgleichung zu reduciren. — Dagegen stossen wir sofort
auf Schwierigkeiten, wenn wir das Verschwinden noch weiterer Terme
in der Gleichung der y verlangen. In der That kommen wir dann
zu Eliminationsgleichungen hoheren Grades, die wir mit elementaren
Mitteln nicht weiter zu behandeln wissen. Hier ist es nun, wo eine -
tiefer gehende Untersuchung ein wichtiges, fiir unsere folgende Dar-
stellung fundamentales Ergebniss zu Tage gefordert hat. Die in
Rede stehende Eliminationsgleichung wird vom sechsten Grade, wenn
wir das simultane Verschwinden der Terme mit y*—1, y»—2, ¢n—3
verlangen: es hat sich gezeigt, dass vermige zweckmdssiger Anmalme der
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Transformationscoéfficienten fiir n > 4 besagte Gleichung sechsten Grades
durch Auflisung quadratischer Gleichungen auf eine Gleichung dritten
Grades zuriickgebracht werden kann.

Man schreibt das hiermit bezeichnete Resultat gewdhnlich dem
englischen Mathematiker Jerrard zu, welcher dasselbe im zweiten
Theile seiner Mathematical Researches (Bristol und London, 1834,
Longman) bekannt machte. Allein dasselbe ist, soweit Gleichungen
fiinften Grades in Betracht kommen, sehr viel ilteren Datums. Wie
Hill 1861 in den Verhandlungen der schwedischen Akademie bemerkte,
ist dasselbe Dbereits 1786 von E. S. Bring in einer der Universitit
Lund unterbreiteten Promotionsschrift publicirt worden*). Ich wiirde
trotzdem im Folgenden an der zur Zeit allgemein verbreiteten, auf Jerrard
beziiglichen Bezeichnungsweise festgehalten haben, wenn nicht Jerrard
in seinen hierher gehorigen Schriften neben einigen interessanten Re- .
sultaten eine Menge durchaus falscher Speculationen gebracht hitte:
er hat geglaubt (genau wie dies Tschirnhaus that), mit Hilfe seines
Ansatzes nicht nur aus den Gleichungen fiinften Grades, sondern aus
Gleichungen beliebigen Grades durch elementare Processe iiberhaupt |
alle intermediiren Terme wegschaffen zu konnen und hat diese An- [
sicht trotz eingehender Widerlegung von anderer Seite nicht fallen
lassen**). Ich werde daher im Folgenden von der Bring'schen Glei-
chung sprechen. Schreiben wir die Hauptgleichung fiinften Grades,
wie es fortan geschehen soll, in folgender Form:

3) ¥+ day® + 5by 4- ¢ =0,

*) Der volle Titel lautet: Meletemate quaedam mathematica civca transfor-
mationem aequationum algebraicarum, quae praeside E. S. Bring . ... modeste
gubjicit S. G. Sommelius. — Man konnte, diesem Titel zufolge, vielleicht veran-
lasst sein, Sommelius fiir den Verfasser zu halten, aber ich erfahre durch Hrn.
Bicklund in Ifund, dass dies jedenfalls unzutreffend sein wiirde, indem die Pro-
motionsschriften damals durchgingig von den Vorsitzenden des Examens verfasst
wurden und den Examinanden nur als Substrat der Disputation dienten. — Die
Hauptstellen de_r Bring’schen Schrift finden sich wieder abgedruckt in der bereits
genannten Mittheilung von Hsll an die schwedische Akademie, dann weiter im
Quarterly Journal of Mathematics, t. VI, 1863 (Harley, a contribution to the
history ete.), endlich in Grumert's Archiv t. XLI (1864), pag. 105—112 (zusammen
mit Bemerkungen des Herausgebers).

#*) Jerrard's weitere Publicationen finden sich hauptsichlich im Philoso-
phical Magazine: t. 7 (1835), t. 26 (1845), t. 28 (1846), .t. 3 (neue Serie,
1852), t. 23, 24, 26 (1862, 63) etc. und sind also der Mehrzahl nach spiiter als
der ebenso durchsichtige, wie massvolle Bericht, den Hamilton 1836 der British
Association for the Advancement of Science fiber Jerrard's Arbeiten erstattet hat
(Reports of the British Association, t. 6, Bristol). Weiterhin sind Cockle und
Cayley den Behauptungen Jerrard’s wiederholt enigegengetreten (Philosophical
Magazine, t. 17—24, 1859—1862).

]
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80 wird es zweckmissig sein, auch bei der Bring'schen Form an dem
Coéfficienten 5 festzuhalten. Indem wir zugleich, der Unterscheidung
halber, z statt y substituiren, haben wir:
4) 2+ Bbz 4+ ¢ = 0.

Die Bring’sche Gleichung. enthilt, wie man sieht, zunichst noch

zwei Coéfficienten. Inzwischen konnen wir einen derselben sofort weg- !

schaffen, indem wir Z==gt setzen und nun ¢ passend bestimmen.
Man  kann also durch geeignete  Tschirnhaustransformation erreichen,
dass die finf Wurzeln der Gleichung fiinften Grades nur noch von einer

einzigen variabelen Grisse abhiingig erscheinen. Dies Resultat ist darum |

ausserordentlich wichtig, weil wir die Functionen eines einzelnen Argu-
ments sehr viel vollstindiger beherrschen, als diejenigen einer grisseren
Zahl von Verinderlichen. Schreiben wir (4) z. B. folgendermassen (wie
es Hermite in seinen sogleich zu nennenden Untersuchungen gethan hat):
(5) £ —t—A=0,

so ist es sehr leicht, einerseits die Abhiingigkeit der fiinf Wurzeln ¢
von 4 durch Riemann’sche Methoden anschaulich zu machen, anderer-
seits fiir beliebige Werthe von 4 geeignete Potenzentwickelungen aut-
zustellen, welche die finf Wurzeln ¢ mit beliebiger Anniherung be-
rechnen lassen,

Haben wir so das Resultat von Bring kennen gelernt, so mogen
wir ein niheres Eingehen auf dessen Begriindung, sowie eine Kritik
seiner Bedeutung, bis spiiter verschieben, wo wir im Zusammenhange
mit unseren eigenen Entwickelungen wiederholten Anlass dazu haben.
Auch unterlasse ich, die zahlreichen Bearbeitungen alle aufzuzihlen,
welche die Untersuchungen von Bring, bez. Jerrard, im Laufe der
Jahre gefunden haben. Eine der ersten Darstellungen des Verfahrens,
welche zugleich die verbreitetste geworden ist, diirfte diejenige in
Serret’s Traité d’algebre supérieure sein (1. éd. 1849). Auch Hermite
hat sich mit der Bring’schen Transformation beschiftigt*), wobei aber,
wie schon angedeutet, der Schwerpunkt in der Verwendung der Inva-
rianten der biniiren Form fiinfter Ordnung liegt; wir miissen hervorheben,
dass Hermite die bei der Transformation ndthig werdenden Irrationalitiiten
sehr viel ausfiihrlicher bestimmt hat, als sonst zu geschehen pilegt.

‘§ 3. Angaben, elliptische Functionen betreffend.
Die speciellen Fragen aus der Theorie der elliptischen Functionen,
iiber die wir uns jetzt unterrichten miissen, liegen auf dém Gebiete
*) In der wiederholt za nennenden zusammenfassenden Abbandlung: Swur

Uéquation du cinguieme degré, Comptes Rendus t. 61, 62 (1865, 66), vergl. insbe-
sondere t. 61 pag. 877, 965, 1073, t. 62 pag. 65.
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der Transformationstheorie. Es sei, in gewdhnlicher Bezeichnungsweise,
% der Modul eines elliptischen Integrals:

(5) Vl—x’-l_—ugx”

4 der Modul, welcher bei Transformation »n** Ordnung resultirt, wo
n eine ungerade Primzahl bedeuten soll. Dann besteht nach Jacobi*),
bez. Sohnke**), zwischen ii/a_c = u und {/71 = v eine Gleichung (n -4 1)t
Grades in jeder dieser Grassen, die sogenannte Modulargleichung :

welche z. B. fiir n = 5 folgendermassen lautet:
(D u® o o - Sute? (u? — of) + duw (1 — uw'e?) = 0.

X
Hier lisst sich # in verschiedener Weise durch g=¢ "% aus-
driicken, z. B. folgendermassen:

- . 1 2m? -+ m

® W 3. g5 2L

Eqnﬁ ?

wir erhalten die (n 4 1) Werthe von v, welche die Modulargleichung

1

befriedigen, indem wir in diese Formel statt g8 der Reihe nach
eintragen:

n 1

!
€)) 7t ¢ ag™ .. P

2in -
wo a=¢", Die Modulargleichung gibt uns also das Beispiel einer
Gleiclung mit einem Parameter, welche durch elliptische Modulfunctionen
gelost werden kann***), Der Parameter ist u: aus ihm finden wir
das zugehorige ¢, indem wir entweder Formel (8) umkehren, oder aus
(5) die Grossen K, K’ berechnen:

1 1
* dx * dx
10 == e ————mvevim— ,= e e
(10) K jl/l—x?-l——u’*x“ K 11/1—:::2-1—;"%“’
0 [

Wo #'®=1— % Die (n -+ 1) Wurzeln v erhalten wir dann vermoge
der Substitutionen (9).

Wir fragen jetzt, ob es nicht gelingt, durch Vermittelung der

*) Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829).
**) Aequationes modulares protransformatione functionum ellipticarum (Crelle’s
Journal t. 12, 1834).

***) Andere Beispiele haben wir schon oben, I, 5. § 7, 8, kennen gelernt; da
wir aber hier die historische Entwickelung der Theorie za schildern haben, so
bleiben dieselben bis auf Weiteres ansser Betracht,

Klein, Gleichungen 5. Grades. 10

]
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Modulargleichung die Losung auch anderer Gleichungen zu bewerk-
stelligen. Zu dem Zwecke werden wir — den Erliuterungen zufolge,.
die wir in I, 4 gegeben haben — vor allen Dingen die Gruppe der
Modulargleichung bestimmen miissen. Dies ist, was Galois selbst
schon ausgefithrt hat*). Den Substitutionen (9) entsprechend bezeich-
net Galois die Wurzeln der Modulargleichung durch folgende Indices:
(11) Vo, Voy Uyy ** "+ Up—1-

Sieht man sodann von blos numerischen Irrationalititen ab**), so
ist die Gruppe der Modulargleichung von denjenigen Vertauschungen
der v, gebildet, welche in folgender Formel enthalten sind:

(12) v = ::__:__ g mod. (»), -

die wir in speciellen Fillen bereits frither betrachtet haben (I, 4,
§ 15; I, 5, § 7). Die Coéfficienten «, f, , d sind dabei iibrigens be-
liebige ganze Zahlen, welche der Bedingnng (ad — fy) =1 (mod. «)
geniigen. .

Wir specialisiren dies Resultat fiir n = 5. Die Gruppe (12) wird
dann, wie wir frither sahen, mit der Gruppe der GO Ikosaederdrehungen,
d. h., abstracter ausgedriickt, mit der Gruppe der geraden Vertauschungen
von fiinf Dingen, holoedrisch isomorph. Wir schliessen daraus, dass
die Modulargleichung (7) Resolventen fiinften Grades besitzt, deren
Discriminante nach Adjunction einer -numerischen Irrationalitit (nach

Hermite der ¥/'5) das Quadrat einer rationalen Grosse ist. Wird es
moglich sein, die allgemeine Gleichung fiinften Grades nach Adjunction
der Quadratwurzel aus ihrer Discriminante mit einer solchen Resol-
vente durch Tschirnhaustransformation in Verbindung zu setzen? Oder
werden wir umgekehrt nach Adjunction der Quadratwurzel aus der
Discriminante eine Resolvente sechsten Grades der allgemeinen Glei-
chung fiinften Grades aufstellen konnen, welche aus der Modular-
gleichung (7) durch geeignete Transformation hervorgeht? Dies sind
genau die zweierlei Ansitze zur Losung der Gleichungen fiinften
Grades durch elliptische Functionen, welche von Hermite und Kro-
necker beziehungsweise aufgegriffen und durchgefiihrt worden sind.
Ehe wir auf die Besprechung ihrer Resultate eingehen, haben wir
aus der Theorie der elliptischen Functionen noch Wesentliches nach-
zutragen.

*) Man sehe Oeuvres de Galois, Liouville's Journal t. XI (1846).
*¥) Nach den Untersuchungen von Hermite ist die einzige hier in Betracht
Tt
kommende numerische Irrationalitat (—1) ? .m; vgl. die Darstellung bei
C. Jordan, 1iaité des substitutions et des équations algébriques, pag. 344 ff.
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Wir erwihnten gerade den Gedanken, die Modulargleichung selbst
einer Tschirnhaustransformation zu unterwerfen. Dies ist in gewisser
Form bereits von Jacobi geschehen, indem er neben die eigentlich
sogenannte Modulargleichung (6) eine Reihe anderer Gleichungen
(n 4+ 1)*™ Grades stellte, welche dieselbe ersetzen konnen. Es kann
hier nicht meine Absicht sein, eine rationelle und umfassende Theorie
der unendlich vielen dabei in Betracht kommenden Gleichungen mitzu-
theilen*). Wir miissen einzig eines besonders wichtigen Resultates
gedenken, welches Jacobi bereits 1829 in seinen Notices sur les
fonctions elliptiques aufgestellt hat™*). Jacobi betrachtet dort statt der
Modulargleichung die sogenannte Multiplicatorgleichung sowie andere mit
derselben #quivalente Gleichungen, und findet, dass deren (n 4 1) W
zeln sich n einfacher Weise mit Hilfe blos numerischer Irrationalitifen

n+ 1

aus ~—y— Bestandthetlen zusammensetzen. Man hat ndmlich, wenn man

diese Bestandtheile mit Ay, A,, --- A,_; bezeichnet und iibrigens fiir
2

die Wurzeln z der in Betracht kommenden Gleichung die von Galois

herriihrenden Indices anwendet, bei geeigneter Fixirung der linker

Hand auftretenden Quadratwurzeln:

n—1

!1/;7——— (—1)* n-A,

(13) - (3"
lVZ"=Au+5’A1+5“A2+""‘< ? “ A1
2
2in
fir v=—0,1,---(n—1) und e=c * , so dass also zwischen den

Vz folgende Relationen statt haben:

(14) ”
lZF”"’VﬁT:O,

wo N jeden beliebigen der ’—z—;—], modulo n vorhandenen Nichtreste

bedeuten soll.
Jacobi hat selbst die besondere Bedeutung seines Besulfates her-
vorgehoben, indem er seiner kurzen Mittheilung hinzusetzte: C'est un

*) Man vergl. hierzu, ‘was Modulargleichungen im engeren Sinne angeht,
meine Entwickelungen: Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen in Bd. Xvil
der Math. Annalen (1879).

*%) Crelle's Journal Bd. III, pag. 308, oder Werke, t. I, pag. 261.
10%
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théoreme des plus importants dans la théorie algébrique de la trans-
formation et de la division des fonctions elliptiques. Unser weiterer
Bericht wird zeigen, wie richtig diese Bemerkung gewesen ist. In
den Hinden von Kronecker und DBrioschi haben die Formeln (13),
(14) eine allgemeine Bedeutung fiir die Algebra gewonnen, indem sich
die genannten Forscher entschlossen, Jacobi'sche Gleichungen (n 4 1)*®
Grades, d. h. also Gleichungen, deren (n 4 1) Wurzeln den aufge-
stellten Relationen geniigen, auch unabhingig von ihrem Zusammen-
hange mit der Theorie der elliptischen Functionen in Betracht zu
ziehen®). Insbesondere aber ruht auf der Existenz der Jacobischen
Gleichungen sechsten Grades (welche n == 5 entsprechen) die Kro-
necker’sche Theorie der Gleichungen fiinften Grades, wie wir dies bald
auszufithren haben werden.

§ 4. Ueber Hermite’s Arbeit von 1858.

Wir haben jetzt alle Vorbedingungen, um Hermife’s erste hier-
hergehorige Arbeit, die vielgenannte Abhandlung vom April 1858**),
zu verstehen. Schon frithe hatte sich Hermite, wie andererseits Beits,
mit dem Beweise der Galois’schen Angaben, betreffend die Gruppe der
Modulargleichung, beschiftigt. Aber es galt, was den Fall # = 5 be-
traf, jene Resolvente fiinften Grades, welche die Modulargleichung (7)
besitzen sollte, in einfachster Form wirklich zu bilden. Dies ist, was
Hermite jetzt erreichte, indem er

(1) Y= (ve — v) (v, — vy (v, — v3)

setzte und folgende zugehtrige Gleichung fiinften Grades fand:

(16) 45— 24- 5%t (1 —ud)? - y — 20 /5% ¥ (1 — uf)? (1 4 0f) = Q%)
Hier haben wir genau die Bring’sche Form, welche wir oben kennen
lernten, und in der That ist es leicht, eine beliebige Bring’sche Glei-

chung mit- (16) durch zweckmiissige Annahme von u zu identificiren.

Es geniigt, auf die vereinfachte Form zuriickzugreifen, die wir unter

(5) mittheilten:
#—t—A4=0.

*) Ich folge in Bezeichnung und Benennung, wie ich dies in meinen friiheren
Publicatiogen that, durchweg den Vorschligen von Hrn. Brioschi. Hr. Kronecker
weicht namentlich insofern ab, als er z = f? schreibt und also Gleichungen
(2n -+ 2)tem Grades fiir f erhilt, wobei dann zwischen den Grossen f den Formeln
(14) enteprechend lineare Identititen bestehen. Ich verkenne nicht, dass diese
Schreibweise mancherlei Vorziige besitzt.

**) Comptes Rendus t. 46: Sur la résolution de Déquation du cinguitme degré.

*#%) Wegen des Beweises vergl. etwa Briot- Bouguet, Théorie des fonctions
elliptiques {(Paris 1875), p. 654 ff. -
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Wir reduciren (16) auf diese Form, indem wir

amn y=2f/5_"’-u-]/1——u”.t
nehmen, der Coéfficient 4 wird dann folgendem Ausdrucke gleich:
‘ 2 14 u® ‘

(18) 41/5_5 w* (1 — u")’l 4

und hier bestimmen wir u aus 4 um so leichter, als wir es mit
Bezug auf # mit einer reciproken Gleichung zu thun haben. Hiernach
ist durch die Formeln vow Hermite die Auflosung einer beliebigen Bring-
schen Gleichung und damit indivect die Auflosung der allgemeinen Glei-
chung finften Grades mit Hiilfe elliptischer Functionen geleistet.

Hermite's Arbeit hat, wie aus diesem kurzen Bericht hervorgeht,
in keiner Weise Beziehung zur algebraischen Theorie der Gleichungen
fiinften Grades. Vielmehr bewegt sie sich durchweg auf dem Gebiete
der elliptischen Modulfunctionen, wie denn auch durch sie die Reihe wei-
terer Untersuchungen, welche Hermite iiber die Theorie der Modular-
gleichungen veroffentlicht hat, initiirt worden ist. Hierin liegt be-
griindet, dass Hermite’s Auflosung der Gleichungen fiinften Grades in
unserer folgenden Darstellung immer nur beildufig in Betracht kommen
wird: denn der Gebrauch der elliptischen Functionen erscheint bei
der Auffassung, die wir weiterhin festzuhalten haben, durchaus als
secundir., Dies wiirde mnatiirlich sofort anders werden, wenn wir den
allgemeinen Ideen, die wir im Schlussparagraphen des vorigen Ab-
schnitts formulirten, ausfiihrlich Rechnung tragen wollten, was spi-
teren Darstellungen vorbehalten bleiben muss.

Mit Hermite's erster Arbeit zusammen erwihnen wir zweck-
missigerweise zwel Mittheilungen von Brioschi und Joubert, welche
beide die Resolvente fiinften Grades fiir die Multiplicatorgleichung
sechsten Grades (also eine specielle Jacobi'sche Gleichung sechsten
Gradés) berechnen und dadurch ebenfalls die Gleichung (16) gewinnen*).
Auch Hr. Kronecker hatte sich, wie er Hermite mittheilt**), ur-
spriinglich mit derartigen Resolventenbildungen beschiftigt.

§ 5. Die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades.

Im weiteren Fortschritte unseres Berichtes gedenken wir jetzt zu-
nichst der Untersuchungen, welche die Herren Brioschi und Kronecker

*) Brioschi: Sulla risoluzione delle equazioni di quinto grado (Avnali di
Matematica, ser, I, t. 1, Juni 1858), Joubert in einer Mittheilung von Hermite im
46. Bande der Comptes Rendus (Sur la résolution de Uéquation du quatriéme degre,
April 1858). Man sehe anch Joubert: Note sur la résolution de Uéquation du cin-
quiéme degré in der Comptes Rendus, t. 48 (1859).

*#) Brief an Hermite vom Juni 1858, siche Comptes Rendus t. 46.

O
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tiber die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades angestellt haben*).
Bemerken wir vorab das Folgende. Wo immer zwei Forscher, gleich-
zeitig und auf einander Bezug nehmend, iber denselben Gegenstand
gearbeitet haben, ist es schwierig zu sondern, was zuerst von dem
einen, was von dem anderen gefunden sein mag. Das chronologi-
sche Verfahren, welches auf das Datum der einzelnen Publicationen
zuriickgeht, ist gewiss nicht immer zutreffend; aber es ist schliesslich
das einzige, welches mit einiger Sicherheit gehandhabt werden kann.
In diesem Sinne soll dasselbe nunmehr zu Grunde gelegt werden. Ich
beginne mit Besprechung der Arbeiten, welche Herr Brioschi im ersten
Bande der Annali di Matematica (Serie I, 1858) publicirt hat.

Nachdem Herr Brioschi daselbst zunichst die Angaben Jacobi's
bewiesen*¥), beschiiftigt er sich mit der wirklichen Aufstellung der
allgemeinen Jacobi'schen Gleichung sechsten Grades. Sein Resultat
ist das folgende***). Es seien A;, A,, A, die drei Grossen, welche
n =D entsprechend in (13) auftreten; es sei ferner:

A=A+ AA,,
B=8ASA A, — 2AA A + APA — A(AS + AP,
(19) 1 C == 320A5A2A,2 — 160A*APA° + 20A PA A 4 GAPAS
- 4A0(A15 + A25) (32A04 — 20 A02A1 A+ 5A12A22)
+ Alw -+ A210.
Dann wird die allgemeine Jacobi'sche Gleichung sechsten Grades nach-
stehende sein:

(20) (2 —A)°—4A(z—AY+10B(z —AP*—C(z—A)+ (5 B*—AC)=0.
Brioschi sucht ferner eine moglichst einfache Resolvente fiinften

Grades dieser Gleichung zu bilden und setzt zu diesem Zwecke zu-
niichstt), dem Vorgange von Hermite folgend:

(21) Y= (2= — %) (2, — 2,) (% — 2), )
bemerkt dann aber, an €inen Brief von Hermite ankniipfend, dass be-
reits die Quadratwurzel aus diesem Ausdrucke in den A ratiomal ist
und zu einer Gleichung fiinften Grades Anlass gibt{+f). Sei z diese
Quadratwurzel, so findet Brioschi fiir die fiinf Werthe, deren z fihig
ist, die folgenden Formeln:

¥) Man vergl. die Darstellung dieser Verhiltnisse durch Hermite in dessen
bereits genannter Abhandlung: Sur Pégquation du cinquiéme degré, Comptes
Rendus, inshesondere t. 62 (1866, 1) p. 245—247,
**) pag. 175 1. c¢. (Mai 1858).
¥4 pag. 256 1. ¢. (Juni 1858).
+) Ebenda.
1) pag. 826 1. c. (Sept. 1858).

]
i
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(22) . & = — A (4A — AA,) + & (2AA2 — A9)
+ & (= ZAAT + AP + e A, (4A,7 — AA,),
als zugehorige Gleichung fiinften Grades aber die nachstehende:

s\
@23) 210 Bz +5 (9B — 40)x — /T Lo,

wo II die Discriminante der Jacobi'schen Gleichung (20) ist™*).

Die Multiplicatorgleichung sechsten Grades der elliptischen Functionen
(auf welche Jacobis Bemerkung zuiiichst Bezug nahm) ist in (20)
natiirlich als besonderer Fall enthalten. Brioschi findet™) | dass die-
selbe im Wesentlichen durch die Bedingung B — O charakterisirt ist,
worauf (23) eine Bring'sche Gleichung wird. Herrn Kronecker gebiihrt
das Verdienst, zuerst auf den Fall A = O seine Aufmerksamheit gerichtet
und auch dessen Liosung durch elliptische Functionen bewerkstelligt zu
haben. Wir brauchen seine anfinglichen Formeln, wie er dieselben
in seinem Briefe an Hermite angibt***), und wie Brioschi dieselben
sodann in der sogleich noch ausfiihrlicher zu besprechenden Abhand-
lung im ersten Bande der Atti des Istituto Lombardo+) bewiesen
hat, hier nicht ausfiibrlich mitzutheilen. Denn sie vereinfachen sich
betrichtlich, wenn man’statt des Moduls % (den Hr. Kronecker ge-
brauchte) die rationalen Invarianten des elliptischen Integrals: g,, g,, 4
einfiihrt, und in dieser vereinfachten Form haben wir die betreffenden
Aufldsungsformeln schon oben kennen gelernt {d, 5,8 8). In der That
st die Jacobische Gleichung sechsten Grades mit A — O wichis Anderes,
als jenc einfachste Resolvenle sechsten Grades, welchy wir 1, 4, § 15 beim
Tkosaeder aufgestellt haben, wir haben nur

(24) Ag=22y, A=z A = —z2
und entsprechend
(25) B=—f C=—H

zu setzen. Zugleich verwandelt sich fiir 4 = O die Resolvente fiinften
Grades (23) in folgende
4 —_—
(26) 2+ 10B* + 458 — |/ L —o,
was mit Formel (27) von I, 4, § 11 iibereinstimmt. Wir erwihnen

¥) Ich habe entgegen der urspriinglichen Formel von Brioschi die Zahlen-
coefficienten hier so angegeben, wie dies spiter Joubert gethan hat (Sur Véquation
du siziéme degré, Comptes Rendus t. 64, 1867).
**) 1 c. p. 175, 256,
***) Comptes Rendus t. 46 (Juni 1858).
1) Sul metodo di Kromecker per la risoluzione delle equaziont di quinto grado
(Nov 1858). - B
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diese Beziehungen nur erst beiliufig, um spiter ausfithrlich darauf
zurlickzukommen. : :

Es eriibrigt, was Jacobi'sche Gleichungen sechsten (oder auch be-
liebigen) Grades angeht, noch einer letzten Untersuchungsrichtung zu
gedenken, welche Hr. Kronecker in seinen salgebraischen Mittheilungen®
vom Jahre 1861 zuerst in Angriff genommen hat*), und die dann vou
Hrn. Brioschi insbesondere im ersten Bande der zweiten Serie der
Annali di Matematica (1867)%*) des Weiteren verfolgt worden ist. Es
handelt sich darum, aus einer Jacobi'schen Gleichung durch Tschirn-
haustransformation neue zu bilden, Herr Kronecker bemerkt, dass
dies in doppelter Weise moglich ist, indem die Wurzeln Zo, Z, der
transformirten Gleichung (welche den #w, #, der urspriinglichen Gleichung
entsprechen) entweder genau den Formeln (13), (14) geniigen (wobei
man & beliebig durch &% ersetzen kann, unter E einen quadratischen
Rest von % verstanden; es bedeutet das nur eine Umordnung der
Waurzeln) oder aber den anderen, die aus (13), (14) hervorgehen, indem
man & durch & ersetst, wo N einen belicbigen Nichtrest modulo n be-
seichnen soll. Sei m, wie wir jetzt annehmen wollen, gleich 5; dann

kann man im ersten Falle Y/Z beispielsweise gleich %ﬁ, oder gleich

%1{;; setzen; der allgemeinste hier in Betracht kommende -Ausdruck
von VZ entsteht, indem wir V2 und die genanntén beiden Grossen
mit beliebigen constanten Factoren multiplicirt zusammenfiigen:

@) VZ =1V 4w+ 5
Den zweiten Fall erledigen wir, indem wir uns zunichst fir denselben
ein specielles Beispiel bilden, welches etwa durch:

1 c
(28) Z=;—4tsF_ac
geliefert wird: hernach behandeln wir die diesem Beispiele entspre-
chende Jacobi'sche Gleichung genau nach Formel (27). Wir werden
spiter ausfithrlicher auf das Princip dieser Umformungen zuriick-
kommen. Binstweilen finde nur noch folgende Bemerkung ihre Stelle.

Wenn wir fiir das /Z der Formel (27) den Ausdruck A berechnen,
so wird derselbe eine ganze homogene Function zweiten Grades der
A, u, v. Wir kbnnen dieselbe zu Null machen, indem wir z. B. v =0

*) Monatsberichte der Berliner Akademie.

#¥) Lq soluzione pin generale delle equazioni del 5. grado. — Man sehe auch:
Sopra aleune nuove relaziont modulari in den Atti della R. Accademia di Napoli
von 1866.
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setzen und A:p durch die resultirende quadratische Gleichung be-
stimmen. Wir kimnen also durch blosse Auszichung einer Quadratwurzel
dic allgemeine Jacobi'sche Gleichung sechsten Grades in eine solche mit
A = 0 verwandeln. :

Herr Brioschi hat spiter seine hier bertihrten Untersuchungen,
wie auch die weiteren, sogleich zu besprechenden, die sich speciell
aof die Theorie der Gleichungen fiinften Grades heziehen, im 13. Bande
der mathematischen Annalen zusammengefasst*), was um so willkomme-
ner sein muss, als seine urspriinglichen mannigfach zerstreuten Publi-
cationen vieleh Mathematikern nir schwierig zuginglich sein diirften.
Auch Herr Kronecker ist spiter noch einmal auf die Theorie der all-
gemeinen Jacobi'schen Gleichungen zuriickgekommen**), doch liegen
die dort von ihm behandelten Fragen jenseits der Grenzen, welche
uns bei der gegenwirtigen Darstellung vorgeschrieben sind.

§ 6. Die Kronecker’sche Methode zur Aufldésung der Gleichuﬁgen
fiinften Grades.

Indem wir die Theorie der Jacobi'schen Gleichungen sechsten
Grades vorausschickten, kénnen wir jetzt mit Leichtigkeit das Wesen
jener Auflosungsmethode bezeichnen, welche Herr Kromecker in seinem
wiederholt citirten Briefe an Hermite (Comptes Rendus t. 46, Juni
1858) fiir die allgemeinen Gleichungen fiinften Grades entwickelt hat.
Die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades sind auf das Engste mit
der Theorie der elliptischen Functionen verkniipft, aber sie représen-
tiren auch, wie wir bereits bemerkten, und zwar gerade vermdge der
Formeln (13), (14), fiir sich genommen einen merkwiirdig einfachen
Typus algebraischer Irrationalititen. Herrn Kronecker’s eigentliche Ent-
deckung ist nun dmese: dass man aus der allgememnen Gleichung fiinften
Grades nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante rationale
Resolventen sechsten Grades aufstellen kann, welche Jacobi'sche Gleichungen
sind. Daran schliesst sich die weitere Bemerkung, die wir schon so-
eben vorbereiteten: dass man mit Hiilfe nur einer zutretenden Quadrat-
wurzel die betreffende Jacobi'sche Gleichung in eine solche mit A =0
verwandeln kann, also in eine Normalform mit nur einem wesentlichen
Parameter**), die sich durch elliptische Functionen erledigen lasst.

In Herrn Kronecker's urspriinglicher Mittheilung sind die beiden
hiermit getrennten Punkte allerdings nicht deutlich geschieden: Herr

*) Ueber die Auflisung der Gleichungen fiimften Grades (1878).
*) Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1879: Zur Theorie der
algebraischen Gleichungen.
*#%) Man reducirt hier wieder auf nur einen Parameter, indem man z = ot
setzt und ¢ zweckmissig bestimmt.

1
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Kronecker beschrinkt sich darauf, die folgende rationale Function der
fiinf Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades mitzutheilen:
(29) f(v, y, 2, @y, Ts, T,)

m=4n=4 ’

= 2 2 Sin 2%: (xmxizn—l— nx731+2n + v xz¢x7n+nx7n+2n),

m=0 n=10
in welcher er » derart bestimmt denkt, dass Zf* = 0 wird, um dann
zu bemerken, dass die verschiedenen f, welche aus (29) durch gerade
Vertauschungen der x entstehen, einer Gleichung zwolften Grades der
folgenden Form geniigen: ¢

(30) f*— 10 -+ 5y =y f*
die mit Hiilfe elliptischer Functionen gelést werden kann. Hier ist
(30), sofern wir f* = 2z setzen, die Jacobi'sche Gleichung mit 4 = 0,
und es entspricht das Verschwinden von 4 dem Verschwinden von Xf*

Es ist Herrn Brioschi’s Verdienst, die inneren Gedanken der
Kronecker'schen Methode in durchsichtiger und zugleich verallgemei-
nerter Form dem mathematischen Publikum zuginglich gemacht zu
haben und zwar in der soeben schon genannten Abhandlung: Sul
metodo di Kromecker etc. im ersten Bande der Atti des Istituto
Lombardo (Nov. 1858). Wir recurriren hier nicht noch einmal auf
die Beitriige, welche Brioschi daselbst zur allgemeinen Lehre von
den Jacobi’'schen Gleichungen sechsten Grades gegeben hat. Was uns
hier interessirt ist dies, dass er ein allyemeines Bildungsgesetz fiir die
Wurzeln 2z aufstellt, von welchem in Formel (29) ein specieller Fall vor-
liegt. Es sei
(31) v (%o, X1y Ty, Tsy Ty)
eine rationale Fuhetion der fiinf z, welche bei der cyclischen Ver-
tauschung:

(@ 2, 5 25 7,)

ungeiindert bleibt, es sei ferner:
(32) Vo= (%, &y, X, Ty, 7).
Brioschi setzt dann
(33) v — v = Ue
und leitet aus dieser Function fiinf neue Functionen u,, u,, u,, w5, u,
ab, indem er die z zuvorderst der Substitution z; =z, z,' = z,,
z, =z, ¥y = z,, £, = z, unterwirft und dann die schon genannte
cyclische Vertauschung in Anwendung bringt. Alsdann erweisen sich
folgende Ausdriicke allgemein als Wurzeln einer Jacobi’schen Gleiclang
sechsten Grades, die bei allen geraden Vertauschungen der x ungedndert
bleibt und daher rationale Funclionen der Coéfficienten der Gleichuny
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fiinften Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Discriminante zu Coiffi-
cienten besitet:

2 = (4 VD + g+ uy + uy - ug + u,),
2y = (e 4 ty VD —uy 4wy + uy — 1%,
2, = (Ue — uy -+ o Vg —uy + uy + u)?
2y = (U +u0—“1+“2l/5_"‘u3+“4>23
25 = (e 4 Uy + w4, — Uy + 4y Vb —uw),
gy = (tho —u0+u1+u2—u3+u4]/{:)—)2.

Diese Formeln werden noch iibersichtlicher, wenn wir die Bestand-
theile A,, A,, A, angeben, aus denen sich die Vz in Uebereinstimmung
mit (13) zusammensetzen. Der Vergleich liefert einfach:

A VD = ua VB + 1ty + 4y -ty + 1y -+ uy,
1 =
(35) - A Vb = u, + &u, + u, + uy + euy,

1 =
5 A V5 =u, + eu, + e2uy + Sy 4 uy,

2in

wo e=¢ 5 , Vb =&+ & — & — ¢ Die Formeln (29) sind, wie
bereits angedeutet, in (34) als specieller Fall einbegriffen; Herr
Kronecker hat dabei die Functionen v oder u, die er benutzte, von
vornherein mit einem linear vorkommenden Parameter v ausgestattet,
um der zutretenden Bedingung A — O geniigen zu konnen. Herr
Brioschi gibt fiir einen anderen, mit den Invarianten der bindren
Form fiinfter Ordnung zusammenhéngenden Fall die volle Berechnung
der Schlussgleichung sechsten Grades.

Wir haben soeben, unter (23), Brioschi’s einfache Resolvente
finften Grades der Jacobi'schen Gleichung sechsten Grades kennen
gelernt. Indem wir jetzt die Jacobi'sche Gleichung sechsten Grades
ihrerseits als Resolvente der allgemeinen Gleichung fiinften Grades
betrachten, erkennen wir die Moglichkeit, die allgemeine Gleichung
fiinften Grades duwch eine Tschirnhaustransformation, deren Cotfficienten
nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante der vorge-
legten Gleichung rational sind, in eine Gleichung (23) iiberzufiihren, d. h.
in eine Gleichung, in welcher die vierte und die zweite Potenz der Unbe-
kannten fehlen®). Insbesondere konnen wir, wenn wir noch die Kronecker-
sche Hiilfsgleichung fiir v hinzunehmen, in dieser Gleichung A=0
machen und so die Form (26) erzielen, welche, dhnlich wie die Bring’sche

(34)

*) Die Ausdrucksweise des Textes setzt bereits voraus, was wir sogleich iiber

. =
. . . II
die Rationalitit von V? bemerken werden,

S ettt o bW
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Form, nur noch einen wesentlichen Parameter enthalt. Hermife, und
nach ihm wieder Brioschi, haben sich ausfithrlich damit beschiftigt, die
betreffende Tschirnhaustransformation in expliciter Form herzustellen.
Wir wiirden genauer auf diese Arbeiten eingehen miissen, wenn
selbige nicht wesentlich von der wiederholt genannten Forderung be-
herrscht wiren, die Invarianten der biniren Form fiinfter Ordnung
zur Geltung zu bringen. So also sei hier nur kurz verwiesen: zu-
nichst auf die elegante Mittheilung Hermite's an Borchardt im
59. Bande des Journals fiir Mathematik (1861), sodann auf dessen
wiederholt genannte ausfihrliche Abhandlung Swr Udquation du cin-
quicme degré, deren zweite Hilfte (Comptes Rendus t. 62 [1866] pag.
715, 919, 959, 1054, 1161) der genauen Durchfihrung simmtlicher
bei der Kronecker'schen Methode nothwendig scheinender Rechnungen
gewidmet ist, endlich auf eine Reihe von Bemerkungen, welche dann
wieder Herr Brioschi den Hermite'schen Entwickelungen hinzugefiigt
hat (Comptes Rendus t. 63 [1866, 2], t. 73 [1871, 2], . 80 [1875, 1)%).

§ 7. Ueber Kronecker’s Arbeit von 1861.

Hatte Herr Kronecker in der ersten Mittheilung an Hermite seine
Methode zur Auflosung der Gleichungen fiinften Grades nur beildufig
und sozusagen an einem Beispiele demonstrirt, so ist er spiiter (1861)
ausfilhrlicher auf Wesen und Principien derselben eingegangen**).
Wir miissen hieriiber an dieser Stelle um so ausfiihrlicher berichten,
als die betreffenden Ueberlegungen unserer eigenen Entwickelungen
im Folgenden vielfach zu Grunde liegen, andererseits Herr Kronecker
nur eine ausserordentlich knappe Darstellung gegeben und dabei alle
Beweise bei Seite gelassen hat.

Zunichst: Herr Kronecker unterscheidet ausdriicklich zwischen dem ’

transcendenten und dem algebraischen Theile der Losung. Der letztere,
eigentlich wichtige, besteht in dem Inbegriff aller derjenigen alge-
braischen Operationen, die nothwendig sind, um die allgemeine Glei-
chung fiinften Grades durch eine moglichst einfach®gewihlte Normal-
gleichung zu ersetzen; wie man die Wurzeln dieser letzteren gegebenen
Falles berechnen will, durch convergente unendliche Processe oder
durch empirische Tabellen etc. etc., ist eine Frage fiir sich, welche
nicht weiter beriihrt wird. Sonach kommen jetzt die Jacobi'schen

*) Man vergl. auch M. Roberts im ersten Bande der 2. Serie der Anmnali di
Matematica (1867): Note sur les éguations du cinquiéme degré.

#%) Namlich in der bereits genannten Mittheilung in den Berliner Monats-
berichten, aus welcher sodann derjenige Theil, der sich auf Gleichupgen fiinften
Grades bezieht, im 59. Bande von Borchardt's Journal wieder abgedruckt wurde.
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Gleichungen sechsten Grades fir Herrn Kronecker nur verméige ihrer
algebraischen Eigenthiimlichkeiten, nicht aber vermoge ihres Zusammen-
hangs mit den elliptischén Functionen in Betracht,

Sodann: Hr. Kronecker bemerkt, dass man bei den Irrationalitiiten,
welche zum Zwecke der Reduction algebraischer Gleichungen einge-
fiihrt werden, eine wesentliche Unterscheidung machen muss. Die
Irrationalititen der ersten Art, — man konnte sie die natirlichen
‘mennen =, sind diejenigen, welche von den zu bestimmenden Wurzeln
« rational abhingen, also dieselben, die wir im vierten Kapitel des
vorigen Abschnitts als Wurzeln ,rationaler® Resolventen bezeichnet
haben. -Daneben stellen sich andere, die man accessorisch nennen
konnte, weil sie irrationale Functionen der z sind. Solche accesso-
rische Irrationalititen brauchen nicht etwa complicirter zu sein, als
die natiirlichen, es kann sich bei ihner z. B. um die Quadratwurzel
aus einem Coéfficienten der vorgelegten Gleichung handeln. So ist
es bei den Ausdriicken (29), die wir eben betrachteten: dieselben
bezeichnen an sich natiirliche Irrationalititen, welche aber accesso-
risch werden, wenn man das v in der erwihnten Weise mit Hiilfe
einer quadratischen Gleichung bestimmt. :

Dieser Unterscheidung entsprechend fragt sich Hr. Kronecker des
Weiteren, bis zu welchem Punkte man bei der Auflosung der Glei-
chungen fiinften Grades mit der Specification der allgemeinen Jacobi-
schen Gleichung gehen kann, sofern man sich das Gesetz auferlegt,
nur natirliche Irrationalititen benutzen zu wollen. Die Jacobi’sche
Gleichung sechsten Grades enthilt zuvorderst drei Parameter: eben
die drei von uns mit A, B, C bezeichneten Grossen. Hr. Kronecker
bemerkt, dass man durch geeignete Abinderung seiner Methode, ohne
aus dem Kreise der natiirlichen Irrationalititen herauszutreten, diese
Parameter durch nur zwei a, b ersetzen kdnne. Dagegen sei es, be-
hauptet er, unmiglich, ohne Zukiilfenahme accessorischer Irrationalititen
aus der allgemeinen Gleichung fiinfien Grades eine Jacobische Gleichung
mit nur einem Parameter oder tiberhaupt eine Resolvente mit nur einem
Parameter herzustellen.

Was die erste ‘dieser beiden Angaben betrifft, so kénnen wir uns
iiber dieselbe gleich hier Rechenschaft geben. Wir werden niimlich
im vierten Kapitel des Folgenden zeigen, dass neben den Aus-
driicken zweiten, sechsten und zehnten Grades in Ay, Ay, A, die wir
4, B, C nannten, auch noch ein Ausdruck finfzehnten Grades, D,
rational bekannt ist, dessen Quadrat eine ganze Function der 4, B, C
ist. Dieses D ist uns als vierte Wurzel aus der durch 5° dividirten
Discriminante der Jacobi'schen Gleichung bereits in dem constanten

U |
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Gliede von (23) entgegengetreten. Man ersetze nun in der Resolvente
der Gleichung fiinften Grades die Ausdriicke Ay, A, A; (35) durch
A AT AAT A AT
D' D’ D
nullten Dimension. So treten an Stelle von 4, B, C, D beziehungs-

. AV A B AT. O A
Wese p=y TpE oy Tpe ) DY

, d. h. durch ihnen proportionale Functionen der

Hier kénnen wir fiir D? iiberall

die ihm gleiche ganze Function der 4, B, C substituiren. Dann hingen
die neuven A, B, C, D in der That nur von zwei Param®tern ab,
nimlich den Quotienten nullter Dimension:

B C
(36) a='F’ b=7}»)

womit der verlangte Beweis erbracht ist.

Der Beweis der zweiten Behauptung ist wesentlich schwieriger,
und miissen wir denselben bis zum Schlusse unserer Gesammtdar-
stellung vertagen. Er erscheint dort als Folge von Eigenschaften der
Ileosaedersubstitutionen, die wir friher hervorgehoben haben, und er-
gibt sich aus denselben so naturgemiss, dass durch sie der eigentliche
Grund des in Rede stehenden Satzes aufgedeckt erscheint.

Ich komme zur Conclusion der Kronecker'schen Arbeit. Herr
Kronecker macht darauf anfmerksam, dass bei solchen algebraischen
Gleichungen, welche sich durch Wurzelzeichen losen lassen, und zwar
auf Grund der urspriinglichen Abel'schen Entwickelungen, die accesso-
rischen Irrationalititen tberhaupt yermieden werden konnen. Hier-
nach postulivt er das Gleiche fiir die Auflisung der hoheren Gleichungen :
er will deren Reduction jeweils nur bis zu dem Punkte gefithrt sehen, bis
ou welchem der Gebrauch der wnatiirlichen Irrationalititen iberhaupt
hinanreicht. Dann ist also der letzte Schritt der urspriinglichen Kro-
necker'chen Methode, wie wir denselben soeben kennen lernten: die
Reduction auf eine Gleichung mit A = 0, zu verwerfen. Vielmehr
hat sich die Theorie darauf zu beschrinken, die Gleichungen fiinften
Grades (in der eben angedeuteten Weise) mit Jacobi’schen Gleichungen,
die swei Parameter enthalten, in Verbindung zu setzen, die verschie-
denen Arten der hier moglichen Reduction zu untersuchen, endlich
zuzusehen, wie sich nun umgekehrt dic Wurzeln der Gleichung fiinften
Grades durch die Wurzeln der genannten Jacobi’schen Gleichung sechsten
Grades darstellen®).

#) Ich mochte hier auf den Schlussparagraphen von I, 5 erpeut aufmerksam
machen. Sind die dort gegebenen Anschauungen richtig, so kann man die Be-
nutzung der elliptischen Functionen als Einfihrung accessorischer Irrationalititen
unendlich hoher Ordnung betrachten. Will man also an dem Kronecker'schen
Postulate festhalten, so darf man nicht etwa die Gleichungen mit zwei Parametern,
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Was unsere eigene Darstellung angeht, so méchte ich an der hiermit
pricisirten Forderung im Folgenden nicht festhalten. Sicher werden wir
untersuchen miissen, und es soll dies in ausgiebigster Weise geschehen, wie
weit man mit Benutzung allein natiirlicher Irrationalititen gelangen kann.
Aber hiertiber hinaus entsteht nun doch die Frage, welche Bewandt-
niss es mit den accessorischen Irrationalititen hat, die zur ferneren
Reduction verhelfen, welches die einfachsten Resultate sind, die man
mit ihrer Hiilfe erreicht. Die Analogie mit jenen Gleichungen, die
durch Wurzelzeichen 16sbar sind, erscheint mir nicht zwingend. Wenn
bei letzteren der Gebrauch accessorischer Irrationalititen tiberfliissig
ist, so kann man in dem nothwendigen Auftreten dieser Irrationali-
titen bei hoheren Gleichungen ein Charakteristikum der letzteren er-
blicken und sollte um so mehr darauf ausgehen, bei den Gleichungen
finften Grades, als dem niedersten Falle der hoheren Gleichungen,
Wesen und Bedeutung der erforderlichen accessorischen Irrationali-
titen zu ergriinden. Wir werden diese Untersuchungen um so weni-
ger bei Seite lassen diirfen, als die Behandlung der natiirlichen Irra-
tionalititen, wie wir sehen werden, durch sie in gewissem Sinne
vermittelt werden wird.

§ 8. Aufgabe unserer ferneren Entwickelungen.

Wir brechen an dieser Stelle unseren historischen Bericht ab,
insofern es zweckmissig scheint, die Besprechung der jetzt noch zu
nennenden Arbeiten*) in die fortlaufende Darstellung der folgenden
Kapitel zu verweben. Zweck dieser Darstellung ist es, wie wir

die man erhalten hat, hinterher durch elliptische Function lsen wollen, sondern
diese Gleichungen bilden einen Punkt, diber den in keiner Weise weiter vorzu-
dringen ist.

*¥) Es sind dies zuniichst die verschiedenen Aufsitze, welche von Herrn
Gordan unter dem Titel: Ueber die Auflosung der Gleichungen finften Grades
und von mir selbst als: Weitere Untersuchungen siber das Ikosaeder vertfentlicht
worden sind. Erstere finden sich beziehungsweise in den Erlanger Berichten vom
Juli 1877, in dem amtlichen Bericht der Naturforscherversammlung zu Miinchen
(vom Sept. 1877) und im 13. Bande der Mathem. Annalen (1878), letztere in den
Erlanger Berichten vorn Nov. 1876, Japuar und Juli 1877, endlich im 12. Annalen-
bande (1877). Man sehe anch eine Mittheilung von Brioscli an die R. Accademia
dei Lincei vom Dec. 1876 (Transunti) und eine andere an das Istituto Lombardo
vom April 1877 (Rendiconti (2) X). — Hierzu tritt des Weiteren Kiepert: Auf-
losung der Gleichungen finften Grades in den Gottinger Nachrichten vom Juli
1878, ausgefiibrt in Borchardt's Journal t. 87 (Aug. 1878), sowie von meinen eige-
nen Arbeiten: Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auf-
lGsung der Gleichungen finften Grades (Bd. 14 der Annalen, Mai 1878) und:
Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade (im
15. Annalenbande, Mirz 1879).
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wiederholt andeuteten, die Aufldsung der Gleichungen fiinften Grades
in moglichst einfacher und zugleich vielseitiger Weise mit der
Theorie des Ikosaeders in Verbindung zu setzen. Dass eine solche
Verbindung mbglich ist, geht bereits aus unserer bisherigen Dar-
stellung in verschiedener Weise hervor: denn die Jacobi’sche Gleichung
mit A =0 ist, wie wir sahen, eine Resolvente der Ikosaedergleichung,
und auch die Bring’sche Form konnen wir als solche auffassen, wenn
wir in I, 4, § 12 das m:n derart bestimmt denken, dass in der
Hauptresolvente daselbst der Term mit Y2 verschwindet.

Inzwischen ist es nicht unsere Absicht, das Ikosaeder in solch’
indirecter Weise einzufiibren. Vielmehr wollen wir die Theorie der
Gleichungen fiinften Grades im Zusammenhange und von vorne be-
ginnend derartig darstellen, dass die Bedeutung des Ikosaeders als
eine nothwendige und principielle erkannt wird. Dabei verwende
ich, wie schon wiederholt angedeutet, in ausgiebiger Weise Con-
structionen im Sinne der projectiven Geometrie. Kein Zweifel, dass
man dieselben iberall durch rein algebraische Ueberlegungen ersetzen
kann. Trotzdem glaube ich, dass dieselben von wesentlichem Nutzen
sind, und meine, dass sie in dhnlicher Form auch bei htheren Proble-
men der Gleichungstheorie von Bedeutung sein miissen.

Des Niheren gliedert sich unsere folgende Darstellung in vier
Kapitel. )

Es handelt sich zunichst darum, dic Hauptbegriffe der Gleichungs-
theorie in geometrische Form zu bringen. -Dabei kniipfe ich an eine
Darstellungsweise an, welche ich 1871 im vierten Bande der Mathe-
matischen Annalen gegeben habe*), und entwickele im weiteren Ver-
folg derselben insbesondere die geometrische Auffassung der Tschirn-
haustransformation und der Resolventenbildung. Mit Riicksicht auf
spater schliesse ich hieran einen kleinen Excurs iber die Elemente
der Liniengeometrie und die zugehorigen Eigenschaften der Flichen
zweiten Grades. o

Das folgende (dritte) Kapitel ist der besonderen Theorie der
Hauptgleichungen fiinften Grades gewidmet, d. h. derjenigen Gleichungen,
welche weder die vierte noch die dritte Potenz der Unbekannten ent-
halten. Auf Grund des Satzes, dass die Flichen zweiten ‘Grades zwel
Schaaren geradliniger Erzeugender besitzen, ergibt sich fiir die ge-
nannten Gleichungen ein ausserordentlich einfacher Zusammenhang
mit dem lkosaeders worauf unsere fritheren Entwickelungen betreffs
der Hauptresolvente der lkosaedergleichung (I, 4, § 12) zu expliciten

*) Ueber eine geometrische Interpretation der Resolventen algebraischer Gleichungen.
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Formeln flir die Wurzeln der vorgelegten Gleichung fihren. Hier-
durch gewinnen wir, wie ich beiliufig entwickele, namentlich auch dje
Mittel, um die Bring'sche Transformation in definitive Gestalt zu
setzen und ihrem inneren Wesen nach zu verstehen,

Unser viertes Kapitel erliutert sodann die Stellung des Ikosaeders
zur Lehre von den allgemeinen Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades.
Es zeigt sich, dass letztere im Sinne von I, 5, § 4 ein ternires
Formenproblem vertreten, und zwar ein solches, das aus dem bis-
herigen bindren Ikosaederprobleme durch einen gewissen, einfachen
Uebertragungsprocess entsteht. Auf demselben Wege ergeben sich
wie von selbst, und zum Theil in verbesserter Form, alle die
mannigfachen Resultate, die man in der Theorie der Jacobi’schen
Gleichungen sechsten Grades gewonnen hat. Insbesondere werde ich
entwickeln, wie' man die Auflésung der allgemeinen Jacobi’schen Glei-
chung unter Adjunction einer accessorischen Quadratwurzel am zweck-
missigsten mit Hilfe der Ikosaedergleichung bewerkstelligt.

Zwei Wege offnen sich jetzt, wie wir im fiinften Kapitel aus-
filhren, um die allgemeine Gleichung fiinften Grades durch die Ikosaeder-
gleichung aufzulésen, indem es uns nimlich frej steht, entweder die
gegebene Gleichung durch Tschirnhaustransformation in eine Haupt-
gleichung fiinften Grades zu verwandeln, oder sie durch Resolventen-
bildung mit dem gerade besprochenen terniren Formenprobleme in
Verbindung zu setzen. Der eine ergibt, wenn wir wollen, eine Ver-
einfachung der Methode von Bring, der andere eine Modification der-
Jenigen von Kronecker. Aber zugleich erkennt man, dass die Operationen,
welche bei den zweierlei Ansitzen gebraucht werden, nicht ihrem Wesen
nach, sondern nur hinsichtlich der Reihenfolge verschieden sind. Wir
haben so das Mittel, um simmtliche in den vorangehenden Paragraphen
besprochenen ilteren Arbeiten von einem Gesichtspunkte aus zu ver-
stehen. Dabei gelingt es denn auch, jenen indirecten, von Herrn
Kronecker aufgestellten Satz zu beweisen, von dem wir soeben berich-
teten, und der als principieller Abschluss nicht nur des Auflosungs-
problems in abstracter Form, sondern speciell auch unserer Ueber-
legungen aufgefasst werden kann.

Vielleicht interessirt es besonders, dass vermdge unserer Dar-
stellung die Theorie der Gleichungen fiinften Grades derjenigen der
Gleichungen dritten und vierten Grades wieder nahe gertickt ist: wir
haben darauf, wo immer es niitzlich schien, in kurzen Noten unter
dem Text Bezug genommen.

[ 2

Klein, Gleichungen 5. Grades. 11




Kapitel II.
Einfiihrung geometrischer Hiilfsmittel,

§ 1. Grundlage der geometrischen Deutung.

Die geometrische Deutung der Gleichungen fiinften Grades, mit
der wir im Folgenden arbeiten werden, beruht auf dem einfachen Ge-
dapken, die Wurzeln z,, @, %, %, %, der Gleichung als homogene
Punkteoordinaten zu benutzen (wobei natiirlich nur die Verhiltnisse
der z zur Interpretation gelangen). Wollten wir dabei nicht noch
eine Einschrinkung hinzufiigen, so miissten wir einen Raum von vier
Dimensionen zu Grunde legen. Dies aber wire in doppeltem Sione un-
bequem: wir miissten auf die prignante Terminologie verzichten, die
uns fir die Geometrie des dreidimensionalen Raumes zur Verfigung steht,
und wiirden keinerlei Vorkenntnisse in specifischer Form voraussetzen
konnen. Wir wollen also eine Beschrinkung einfiihren, die in jedem
Falle durch eine leichte Hiilfstransformation zu erreichen sein wird,
indem wir nimlich festsetzen, dass im Folgenden tmmer
(1) Zx =0
genommen sein soll, dass wir also nur Gleichungen fiinften Grades der
folgenden Art betrachten werden:

(2) 2+ ax® + bt +ecx4+d=0

(in denen das Glied mit z* fehlt). Wir konnen dann, und zwar ge-
rade vermoge (1), die Verhiltnisse der z als Punktcoordinaten des
gewohnlichen Raumes, als sogenannte Pentaedercoordinaten desselben
deuten. Derartige Pentaedercoordinaten sind von den gewohnlichen
Tetraedercoordinaten der projectiven Geometrie nur formal verschie-
den: wir mbgen sie geradezu in der Weise definiren, dass wir vier
derselben als Tetraedercoordinaten betrachten und die fiinfte vermdge
(1) als lineare Combination der tbrigen einfiihren; es geht dann nur
die Symmetrie, auf welche wir in der Folge grosstes Gewicht legen
miissen, verloren®).

%) Die Einfihrung tberzihliger Coordinaten, welche dann durch eine ent-
sprechende Zahl linearer Identititen an einander gebunden sind, ist auch sonst
in der Geometrie vielfach niitzlich; man vergl. z. B. Paul Serret's Géomdtric de
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Die hiermit bezeichnete geometrische Deutung gewinnt erst da-
durch ihre Eigenart, dass wir die verschiedenen Anordnungen in Be-
tracht ziehen, die man den Wurzeln z ertheilen kann. Ein und
derselben Gleichung fiinften Grades entsprechen in diesem Sinune zu-
vorderst 120, im Allgemeinen verschiedene Raumpunkte, die nur zu-
sammengenommen bekannt sind: die Auflosung der Gleichung wird
eben darin bestehen, dass wir die Mittel angeben, um unter den 120
solchergestalt eingefiihrten Punkten den einzelnen herauszugreifen.

Die in Rede stehenden Raumpunkte sind natiirlich geometrisch
nicht unabhingig. Eine beliebige Vertauschung der Pentaedercoordi-
naten, z. B. diejenige, welche 2; durch x; ersetzt, kann geometrisch
als eine Transformation des ganzen Rawmes, nimlich als diejenige
Collineation desselben gedeutet werden, welche der Formel
(3) - @ = 3
entspricht. Die 120 Collineationen, welche in diesem Sinne den 120
Vertauschungen der x correspondiren, sind geometrisch augenschein-
lich dadurch definirt, dass sic alle das der Coordinatenbestimmung zu
Grunde liegende Pentaeder in sich iberfiihren. Offenbar ist der geometri-
sche Zusammenhang der jedesmal vereinigten 120 Raumpunkte eben
der, dass sie alle aus einem derselben vermdge der genannten Colli-
neationen hervorgehen.

Ich habe diese Grundbegriffe hier gleich unter Beschrinkung auf
die Gleichungen fiinften Grades entwickelt. Inzwischen ist diese Be-
schrinkung durchaus keine wesentliche: eine ganz entsprechende Art
der geometrischen Deutung ist bei Gleichungen #** Grades moglich,
sofern wir nur den projectiven Raum von (r — 2) Dimensionen zu
Grunde legen, also bei Gleichungen vierten Grades die Ebene, bei
Gleichungen dritten Grades die gerade Linie. Wir kionnen dabei sogar
dem Galois'schen Affect der Gleichungen Rechnung tragen, indem wir
statt der {iberhaupt moglichen Vertauschungen der » Wurzeln und
der ihnen entsprechenden Collineationen nur eine Untergruppe der-
selben in Betracht ziehen. Wir haben im Folgenden nicht ndthig,
den Gegenstand gleich unter so allgemeinen Voraussetzungen zu be-
handeln. Immerhin mochte ich schon hier auf die durchaus @hnliche
geometrische Deutung aufmerksam machen, welche wir im zweitfol-
genden Kapitel bei Untersuchung des dort zur Discussion stehenden
Formenproblems benutzen werden.
direction [Paris, 1869]. Das Pentaedercoordinatensystem insbesondere ist wohl
zuerst von Hamilton bei Untersuchung der geometrischen Netze von Mobius, die

man aus fiinf Raumpunkten ableiten kann, gebraucht worden; siehe Hamilton’s
Elements of Quaternions (Dublin, 1866), pag. 57— 177.

. w1
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§ 2. Classification der Curven und Flichen.

Bemerken wir nunmehr, dass wir die Curven und Flichen unseres
Raumes (oder fiberhaupt die in ihm gelegenen geometrischen Gebilde)
nach ihrem Verhalten gegen die 120 Collineationen (3) classificiren
konnen. Im Allgemeinen wird eine irreducibele Curve oder Fliche
durch keine der 120 Operationen in sich iibergehen: sie erscheint
dann als eines von 120 gleichberechtigten Gebilden, deren jedes an
sich und mit Bezug auf das Coordinatenpentaeder dieselben Eigen-
schaften besitzt. Aber sie kann auch durch die » Transformationen
einer bestimmten, in der Gesammtheit der 120 Transformationen ent-
haltenen Untergruppe g in sich verwandelt werden. Dann ist die

Anzahl der coordinirten Gebilde nur noch %9; jedes einzelne bleibt

bei den % Transformationen einer Untergruppe unverindert, welche
mit der Gruppe g innerhalb der Gesammtgruppe gleichberechtigt ist.
Offenbar treten hier genau dieselben Unterscheidungen auf, die wir
oben, im vierten Kapitel des ersten Abschnitts, als wir von der Theorie
der Resolventenbildung handelten, kennen gelernt haben.

Wir wollen diesbeziiglich eine bestimmte Terminologie einfiihren.
Geht ein Gebilde vermbge simmtlicher 120 Collineationen in sich
tiber, so nennen wir es regulir, halbregulir dagegen, wenn dies nur
in Bezug auf die 60 Collineationen der Fall ist, welche den geraden
Vertauschungen der & entsprechen und die wir kurz als die geraden
Collineationen bezeichnen mogen. In allen anderen Fillen werden
wir von @rreguliren Gebilden sprechen. Die halbreguliren Gebilde
gruppiren sich natiirlich paarweise zusammen: denn die Gruppe der
60 geraden Collineationen ist innerhalb der Gesammtgruppe ausge-
zeichnet; geht also ein erstes Gebilde durch die 60 geraden Colli-
neationen in sich iiber, so auch das andere, welches aus ihm durch
eine beliebige ungerade Collineation entsteht.

Die hier bezeichnete Classification wird fiir die Zwecke der Glei-
chungstheorie von Wichtigkeit, indem wir jetzt Gleichungen in Be-
tracht ziehen, welche Parameter enthalten. Wir wollen diese Parameter
nur so zihlen, wie sie die Verhiltnisse z,: , : @, : @3 : 2, beeinflussen.
Haben wir dann eine Gleichung mit einem Parameter, so durchlaufen
die 120 zugehirigen Raumpunkte x bei Veriinderlichkeit des Para-
meters eine Raumcurve, die vermdge der 120 Collineationen in sich
selbst verwandelt wird, und die wir das Bild der Gleichung nennen
wollen. Analog erhalten wir als Bild der Gleichung eine Fliche, so-
bald die Zahl der wesentlichen Parameter zwei betrigt: auch die
Fliche geht durch die 120 Collineationen in sich selbst tiber. Offenbar
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‘hangt die Frage, ob diese Curve oder Fliche reducibel ist oder nicht,
auf das Genaueste mit der Gruppe der vorgelegten Gleichung fiinften
Grades zusammen. Um die Ideen zu fixiren will ich annehmen, dass
unsere Parameter rational in die Coefficienten der Gleichung eingehen,
Zugleich wollen wir auf bloss numerische Irrationalititen kein Gewicht
legen: wir werden also beliebige rationale Functionen der Parameter
als rational bekannt bezeichnen. Dann geht die Galois’sche Gruppe
der Gleichung [im Uebereinstimmung mit I, 4] in diejenige iiber,
welche Hermite bezeichnender Weise als Gruppe der Monodromic be-
nannt hat*), d. h. in den Inbegriff derjenigen Vertauschungen der
Wurzeln z, welche entstehen, wenn man die z als algebraische
Functionen der Parameter betrachtet und nun letztere, von irgend
welchen Anfangswerthen beginnend, auf beliebigem Wege sich so im
complexen Gebiete dndern lisst, dass sie schliesslich zu ihren Anfangs-
werthen zuriickkehren. Der Raumpunkt z bewegt sich bei diesem
Aenderungsprocesse fortwihrend auf demselben irreducibelen Bestand-
theile des der Gleichung entsprechenden geometrischen Bildes, nimmt
auch auf demselben bei gehoriger Variirung des Weges alle moglichen
Lagen an. Wir schliessen hieraus, dass der in Rede stehende irreduci-
bele DBestandtheil durch genaw so wviele Collineationen von den 120 iiler-
laupt existirenden in sich verwandelt wird, als Vertauschungen der x in
der Gruppe der Monodromie enthalten sind. Es wird nicht schwer sein,

- diesen allgemeinen Satz an den besonderen Beispielen, die wir nun
zur Sprache bringen, zu bestitigen.

§ 3. Die einfachsten Specialfille der Gleichungen fiinften Grades.

Mit Riicksicht auf unsere spiiteren Entwickelungen betrachten wir
nunmehr die einfachsten Specialfille der Gleichungen fiinften Grades,
nimlich diejenigen, welche aus (2) entstehen, wenn wir einen
oder mehrere Coefficienten gleich Null setzen, worauf die iibrigen
Coefficienten (insofern sie die Verhiltnisse der Wurzeln z beein-
flussen) als Parameter zu gelten haben werden.

Sei zuniichst a == 0, so haben wir, vermoge (1)**):

4) Xat =0,

*) Comptes Rendus t. 32 (1851): Sur les fonctions algébriques; siehe auch
C. Jordan, Traité des substitutions etc. pag. 227 ff.

**) Man erinnere sich im Folgenden der Newton'schen Formeln, welche die
Gleichungscoefficienten mit den Potenzsummen s, — Xz verbinden. Fiir unsere
Gleichung (2) werden diese Formeln:

§ =0,8 +2a=0,s + 3b=0,s, + as, + 4¢c =0, etc. etc.

S
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d. h. eine Gleichung, welche eine Fliche zweiter Ordnung vorstellt.
Eliminiren wir vermdge (1) das z, und bilden von der linken Seite
der dann entstehenden Gleichung:

g’ + 2 + 2t 4 @ - (2 2, + 2, F )2 =0

die Discriminante, so kommen wir auf 4 5, also einen nicht ver-
schwindenden Werth. Wir schliessen hieraus, dass unsere Fliiche
zweiten Grades nicht nur nicht zerfillt, sondern auch kein Kegel ist.
Eben diese, im verabredeten Sinne regulire Fliche wird in unseren
ferneren geometrischen Entwickelungen die allerwichtigste Rolle
spielen. Ich werde sie daher als Hauptfliche bezeichnen, was damit
tibereinstimmt, dass wir eine Gleichung, die den Relationen (1), (4)
geniigt, schon oben als Hauptgleichung benannt haben.

Gehen wir zum folgenden Falle: b = 0. Indem wir wieder von
(1) Gebrauch machen, erhalten wir fiir die entsprechenden z:

(5) Xz = 0.

Wir werden also zu derjenigen irreducibelen Fliche dritter Ordnung ge-
fiihrt, welche Clebsch gelegentlich als Diagonalfliicke bezeichnet hat*),
weil sie ndmlich die Diagonalen des Coordinatenpentaeders enthilt,
d. h. diejenigen 15 Linien, welche, je in einer der fiinf Pentaeder-
ebenen verlaufend, irgend zwei Gegenecken des in dieser Ebene von
den anderen Coordinatenebenen ausgeschnittenen Vierseits verbinden.
Dementsprechend soll eine Gleichung mit & =0 im Folgenden als
Diagonalgleiclung bezeichnet sein. Die allgemeine Brioschi'sche Re-
solvente, die wir in § 5 des vorigen Kapitels kennen gelernt haben
[Formel (23)], ist zugleich die allgemeine Diagonalgleichung, ein Um-
stand, auf den wir noch ausfiihrlicher zurtickkommen werden.

Wir setzen ferner gleichzeitig a = 0, b= 0. So haben die Re-
lationen (1), (4), (5) simultan statt; wihrend die Gleichung (2) die
Bring’sche Form annimmt. Die Bring'schen Gleichungen werden also
durch die Schwittcurve von Hauptfliche und Diagonalfliche repriisentirt.
Im Allgemeinen schneiden sich eine Fliche zweiter und eine Fliche
dritter Ordnung in einer irreducibelen Curve von der sechsten Ordnung
und dem Geschlechte 4%%). Wir werden spiiter zeigen, dass diese

¥) Man sehe den noch &fter zu nennenden Aufsatz: Ueber die Anwendung der
quadratischen Substitution auf die Gleichungen 5. Grades und die geometrische
Theoric des ebemen Fiunfseits im vierten Bande der Math. Annalen (1871). —
Die Diagonalfliche ist auch sonst in der Theorie der Flichen dritten Grades
wichtig geworden; man vergl. z. B. meine Arbeit: Ueber Fléchen dritter Ordnung
im 6. Bande der Math. Annalen (1873).

**) Man sebe etwa Salmon- Fiedler’'s Analytische Geometrie des Raumes (3. Aufl.
Teubner, 1880).
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Eigenschaften auch bei der Bring’schen Curve ungeéindert vorhanden
sind. Die Bring'sche Curve ist also gewiss, ebenso wie Hauptfliiche
und Diagonalfliche, regulir.

Es folgen die weiteren Fille, in denen wenigstens einer der Coeffi-
cienten ¢, d verschwindet. Wir wollen dieselben hier nicht einzeln
ausfithrlich besprechen, indem wir weiterhin gerade auf sie doch
nicht besonders einzugehen haben. Bemerken wir nur, dass 1im
Falle d = O ein Zerfallen des rdumlichen Bildes in irreguliire Be-
standtheile statt hat: es sind die fiinf Ebenen der Coordinatenpen-
taeders selbst, welche dem Falle d =0 entgprechen.

§ 4. Gleichungen fiinften Grades, welche beim Ikosaeder auftreten.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung jener Gleichungen fiinften
Grades zuriick, die wir im vierten Kapitel des vorigen Abschnitts als
Resolventen der Ikosaedergleichung aufgestellt haben, und versuchen
dieselben in die eben gegebenen Begriffsbildungen einzuordnen. Ks
sind Gleichungen mit nar einem wesentlichen Parameter Z (der rechten
Seite der lkosaedergleichung), die also geometrisch durch Curven zu
deuten sind. Diese Curven zerfallen, wie wir noch specieller nach-
weisen werden, je in zwei reguldre Bestandtheile. In der That ist
die Gruppe der Monodromie in allen Fillen durch die 60 lkosaeder-
substitutionen gegeben.

Beginnen wir etwa zuniichst mit der 1, 4, § 11 sogenannten

Resolvente der u:

(6) 4816 (1 — Z)F — 40u? (1 — Z) + 15u— 12 =0.
" Indem wir die Potenzsummen der Wurzeln berechnen, finden wir:
5 5
R -=0, 82=m, §g =0, Sy = 56—(_1——7)_“ etc.,
also
(M 5,2 = 20s,.

Wir bekommen hiernach als geometrisches Bild von (6) eine Curve zwolfier
Ordnung, welche der Durchschnitt der Diagonalfliiche mit der Fliche vierler
Ordnung (7) ist. Nun sage ich, dass diese Curve in zwel halbregulire
Bestandtheile von der sechsten Ordnung, deren jeder eine rationale
Raumecurve vorstellt, zerfillt, In der That sind die Wurzeln «, von
(6), von der an sich beliebigen Anordnung abgesehen, den frither eiu-
gefiihrten Oktaederformen:

(8) 1 (2, 2) = &¥2° + 2¢2vz,52, — D' 4,'2)°
— Betrzfat — 2897280 + evz,”

I
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proportional, wo 2, 2z, mit Z durch die Ikosaedergleichung verbun-
den sind:

H? (2, 2)
9) 1728 f° (z“zm =Z

Ist Z beliebig veriinderlich, so auch g‘— Wir werden also einen Be-
h 2

standtheil der in Betracht kommenden Raumcurve erhalten, wenn wir,
unter Einfiihrung eines Proportionalititsfactors ¢, die folgenden Glei-
chungen schreiben: ‘

(10) ex, =1, (3, %)

und nun 2 :2, als laufenden Parameter betrachten. Offenbar giht
dies eine rationale und also irreducibele Raumcurve der sechsten Ord-
nung*). Nun sage ich, duss dicselbe halbregulir ist und also wunsere
Raumecurve zwilfter Ordnung neben (10) moch eine zweite rationale Rawm-
curve sechster Ordnung wmfasst, welche aus (10) durch eine belickige un-
gerade Vertauschung der z, hervoygeht.

Zum Beweise zeigen wir zunéchst, dass die Curve (10) wirklich die
geraden Collineationen zulisst. Dies kann wohl nicht anders sein, weil
die Curve 12. Ordnung bei allen 120 Collineationen ungeindert bleibt und
12=2.6 ist, doch wollen wir es direct beweisen. Man lasse zu
dem Zwecke ¢, :2, von irgend einem Anfangswerthe aus sich derart
continuirlich #ndern, dass es successive alle 60 Werthe annimmt, die
aus dem erwihnten Anfangswerthe durch die 60 Ikosaedersubstitutionen
entstehen. Dann hat sich der Punkt # — weil es sich durchaus um ste-
tige Aenderungen handelt — fortwihrend auf derselben irreducibelen
Raumeurve bewegt, zugleich aber haben, wie wir von friiher wissen,
die ¢, zuletzt alle geraden Permutationen erfahren. Die Curve gelit
also in der That vermbge der geraden Collineationen in sich iiber.

Wir beweisen ferner, dass unsere Curve nicht noch weitere
Collineationen zulassen kann. Wire dies nimlich der Fall, so wiirde
Z [welches der Gleichung (6) zufolge als symmetrische Function der
u, dargestellt werden kann] nicht nur in 60, sondern in 120 Punkten
unserer Curve sechster Ordnung denselben Werth annehmen, wihrend
doch zu jedem Werthe von Z, der Ikosaedergleichung (9) entsprechend,
nur 60 Werthe 2, : 2, gehoren.

Hiermit ist unsere anfingliche Behauptung vollig erwiesen. Wir
hitten dieselbe offenbar auch in der Weise erhiirten konnen, dass wir
uns nur der Formeln (9) und (10) bedienten, dagegen die Betrachtung

*) Die Formeln (10) konnen nicht etwa eine Curve niederer Ordnung mehr-

fach zihlend vorstellen, weil man 2, :2, aus der zugehdrigen x, rational be-
rechnen kann.
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der Potenzsummen und der Formel (7) bei Seite liessen. In solcher
Weise wollen wir jetzt diejenigen Curven besprechen, welche geome-
trisch der friiher sogenannten Hauptresolvente der Ikosaedergleichung zu-
gehoren (I, 4, § 12). Fiir die Wurzeln Y, derselben haben wir damals
eine Definition gegeben, die wir hier unter Einfihrung eines geeig-
neten Proportionalititsfactors ¢ folgendermassen reproduciren kionnen:

(11) Y, =m- W, (21, 25) - T (21, )

4120t (2, ) - W, (a1, ) - [* (a1, 2);
dabei ist ¢, die angegebene Form sechsten Grades, f und T sind die
gewdhnlichen Tkosaederformen und W, ist gleich folgendem Ausdrucke:
(12) W, = — 725 + 872,72, — 162,52, — Te'2,%2)
+ Tetrz2,5 — 162205 — 27227 — 2

Lassen wir jetzt 2z, :2, sich dndern, so durchliuft der Punkt Y ver-
moge (11) bei wechselnden Werthen von m : % unendlich viele rationale
Curven 38%" Ordnung, unter denen, fiir n = 0, eine Curve achter, und,
fir m = 0, eine Curve vierzehnter Ordnung inbegriffen ist¥). Alle
diese Curven sind halbreguldr. Sie werden also je von einer zweiten
Curve derselben Ordnung begleitet, die sich aus (11) durch eine be-
liehige ungerade Vertauschung der Y, ergibt. Erst beide Curven
zusammen, — im Allgemeinen also eine Curve 76*r Ordnung —, sind
das geometrische Bild der einzelnen Hauptresolvente. Uebrigens be-
achte man, dass alle diese Curven auf der Hauptfliche gelegen sind.
Denn es ist ja ZY? bei der Hauptresolvente allgemein 'gleich Null.
Die nihere Untersuchung, wie diese Curven auf der Hauptfliche ver-
laufen, welche Beziehungen sich zwischen ihnen und den geradlinigen
Erzeugenden der Hauptfliche ergeben etc., wird uns im nichsten Ka-
pitel noch ausfiihrlich beschiftigen.

§ 5. Geometrische Auffassung der Tschirnhaustransformation.

Um jetzt die Tschirnhaustransformation der Gleichungen fiinften
Grades unserer geometrischen Deutung zuginglich zu machen, wollen
wir, der Bedingung (1) entsprechend, derzufolge die Wurzelsumme der
zu betrachtenden Gleichungen immer verschwinden soll, folgende Be-
zeichnungen einfiibren:

84

1 8 2 2 8, 3 3 8, 4 4
(13) V=, — 2, PV =al -2, V=l xi)——-—x,—s,

57 57 5’
(wobei 2\ natiirlich nur der Gleichformigkeit halber statt z, geschrie-

*) Ich lasse einstweilen unerdrtert, ob nicht moch andere Curven der Schaar
eine Reduction der Ordnung erfahren, wie auch, worin eigentlich, geometrisch zu
reden, diese Reduction begrindet ist.

B .
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ben ist). Dann ist die allgemeinste Transformation, die wir in Be-
tracht ziehen wollen, diese:

(14) gy =p- 2"+ g 2P+ r-2d 45 i,
unter p, g, r, s irgend welche, zunichst unbestimmte, Grossen verstanden.

Wir haben bisher immer nur solche Ausdriicke betrachtet, die
bei den der jedesmaligen Untersuchung zu Grunde liegenden Vertau-
schungen oder linearen Transformationen in sich selbst verwandelt
werden, also, mit Riicksicht auf die Transformationsgruppe, Invarianten
sind. In entsprechendem Sinne konnte man die Ausdriicke (13) als
Covarianten der z, bezeichnen, insofern sich dieselben mit den z, zu-
sammen, und in gleicher Weise wie diese, permutiren. Ich will hier
nicht weiter erliutern, wie man am zweckmissigsten aus dem gegebe-
nen Punkte x = z® die covarianten Punkte 2@, 2, 2® geometrisch
construirt. Dagegen mbchte ich darauf aufmerksam machen, dass
vermbge (14) ein beliebiger Punkt y aus den vier Fundamentalpunkten
20, 2@ z® z@ genau so mit Hiilfe geeigneter Multiplicatoren p,
g, 7, s zusammengesetzt wird, wie dies allgemein in der projectiven
Geometrie (seit Mibius' barycentrischem Caleul) iiblich ist. Dic p,
q, r, s sind also nichts anderes, als meue projective Coordinater.  des
Punlites vy, die sich auf Covarianten von x bezichen, oder, um es noch
priignanter im Sinne der modernen Terminologie auszudriicken: der
Ansalz (14) bedeutct, dass statt des urspriinglicken Coordinatensystems der
z cin typisches Coordinatensystem eingefilut wird *).

Bei den Anwendungen der Tschirnhaustransformation handelt es
sich um die Aufgabe, die p, g, 7, s 50 zu bestimmen, dass die fiir die
y resultirende transformirte Gleichung mit Riicksicht auf die Ver-
anderlichkeit ihrer Coefficienten irgend welche specielle Eigenschaften
hat. Das heisst geometrisch: wir sollen den Punkt y zwingen, sich
nur auf vorgegebenen Flichen oder Curven zu bewegen. Wir werden
also die Gleichungen dieser Flichen oder Curven, bezogen auf unser
typisches Coordinatensystem, hinschreiben und zusehen, wie wir irgend
ein Werthsystem p, g, r, s finden, das diesen Gleichungen geniigt.

Elementare Bemerkungen iiber die hiermit pricisirte Aufgabe
haben wir schon in § 2 des vorigen Kapitels gegeben. Des Weiteren
werden hier die Unterscheidungen vou Wichtigkeit, welche soeben iu
§ 3 entwickelt wurden. Denn offenbar geniigt es, wenn die Gesammt-
fliche oder -Curve, die in Betracht kommt, reducibel ist, nur die Glei-
chung eines einzelnen irreducibelen Bestandtheils der Fliche oder Curve
anzuschreiben. Sei m die Zahl derjenigen unter den 120 Collineationen,

*) Vergl. Clebsch, Theorie der liniren algebraischen Formen, pag. 300 ff.
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bei denen der in Rede stehende Bestandtheil in sich selbst transfor-
mirt wird, so werden die Coefficienten derjenigen Gleichungen, die

wir zur Darstellung dieses Bestandtheils in unserm neuen Coordina-

. . a2 .
tensysteme verwenden, in der Weise von den ', ) ete. abhingen,

dass sie bei den in Rede stehenden m Vertauschungen der z, und
nur bei ihnen ungeindert bleiben. Die Coefficienten werden also
pur dann symmetrische Functionen der z, sein, wenn man es mit
reguliren Gebilden zu thun hat, zweiwerthige Functionen (die nach
Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante rational werden),
wenn halbregulire Gebilde in Betracht kommen etc.

Es geht hieraus hervor, dass bei Auflosung der Gleichungen
fiinften Grades die Tschirnhaustransformation nur dann von Nutzen sein
kann, wenn regulire oder halbreguldre Gebilde vorgegeben werden. Denn
wollten wir irregulire Gebilde heranziehen, so miissten wir von vorne-
herein, nur um deren typische Gleichungen zu bilden, solche Functionen
der z, adjungiren, dass ein eigentliches, iiber ganz elementare Anfor-
derungen hinausgehendes Auflosungsproblem nicht mehr iibrig bliebe.
Hier kommt also der gewissermassen zuféllige Umstand zur Geltung,
dass die Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von fiinf Dingen
einfach ist und daher Lei jeder weitergehenden Adjunction ihre wesent-
lichsten Eigenschaften verliert.

§ 6. Specielle Anwendungen der Tschirnhaustransformation.

Sollen wir auf einer vorgegebenen Fliche oder Curve n*r Ord-
nung einen Punkt bestimmen, so ist jedenfalls das niichstliegende
Verfahren, bei dem dann eine Hiilfsgleichung #** Grades benothigt
wird, dass wir die Fliche mit einer uns bekannten Geraden, die Curve
mit einer FEbene schneiden. Fiir die Tschirnhaustransformation, wie
sie durch (14) gegeben ist, liefert dies den folgenden allgemeinen An-
satz. Wir nehmen zwei oder auch drei Reihen bekannter Grossen:

P, @, R, S B, @, R, Sy; Py, @5, B, Sy
und setzen nun entweder:

(15) p= o P+ . b, ¢g= 0. ¢ + 0.¢:, = o, B, + o. iy,

' s =05 + ¢:.5
oder entsprechend:

(16) p=@e P+ 0. P + @5 F; ete.

Tragen wir dann diese Werthe in die Gleichung der Fliiche bez. die
Gleichungen der Curve ein, so erhalten wir fir g, : @, eine Gleichung
oder auch fiir g, : @, @5 ein Gleichungssystem der n** Ordnung; jede
Wurzel dieser Gleichung, beziehungsweise dieses Gleichungssystems

gibt uns eine "Psehirnhaustransformation der gewiinschten Beschaffen-

——
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heit. Die Irrationalitit, welche solchergestalt zur Herstellung der
Transformation bendthigt wird, ist offenbar im Allgemeinen eme
accessorische. Denn es ist von vorneherein kein Grund vorhanden,
weshalb die Trennung der n Schnittpunkte einer beliebigen Geraden
mit der Fliche, oder einer Ebene mit éiner Curve, mit der Unterschei-
dung der Collineationen etwas zu thun haben sollte, welche diese
Fliche oder Curve in sich selbst verwandeln.

Es braucht kaum gesagt zu werden, dass das allgemeine solcher-
gestalt geschilderte Verfahren, praktisch zu reden, nicht weit reicht.
Wollten wir die verschiedenen in § 3, 4 aufgezihlten Specialfille von
Gleichungen fiinften Grades vermbge desselben behandeln, so wiirden wir
schon npach den ersten beiden Fallen zu Hilfsgleichungen von hdherem
als fiinften Grade gefiihrt werden. Wir wollen unser allgemeines Verfalren
in der Folge daher nur benutzen, oder benulzt denken, um dic allgemeine
Gleichung fiinften Grades in eine Hauptgleichung zu verwandeln. In der
That werden wir spiter (im finften Kapitel) den Nachweis erbringen,
dass in diesem besonderen Falle das allgemeine Verfahren nicht ver-
bessert werden kann, indem es auf keine Weise moglich ist, die
accessorische Quadratwurzel, welche durch unser Verfahren eingefiihrt
wird, zu vermeiden. Dagegen wird es uns in allen anderen Fillen
gelingen, relativ einfachere Methoden zur Herstellung der Transfor-
mation zu finden. Zum Theil wurden diese Methoden bereits in den
Entwickelungen des vorangehenden Kapitels beriihrt; wir fiigen hier
noch einige erginzende Bemerkungen hinzu.

Zunichst, was die Bring'sche Transformation betrifft, so sagten
wir bereits, dass es gelinge, statt des urspriinglich in Betracht kom-
menden Gleichungssystems vom sechsten Grade eine Aufeinanderfolge
von quadratischen Gleichungen und einer cubischen Gleichung zu sub-
stituiren. Wir konnen dies jetzt, im Anschlusse an unsere geometri-
schen Vorstellungsweisen, sehr viel priciser ausdriicken. Die Theorie
gliedert sich des Niiheren folgendermassen. Wir verwandeln die all-
gemeine Gleichung fiinften Grades zuvorderst in der eben besprochenen
Weise in eine Hauptgleichung (wobei wir eine erste Quadratwurzel,
und zwar eine accessorische Quadratwurzel, gebrauchen). Dann aber
tritt, geometrisch zu reden, dic Thatsache in thr Recht, dass durch jedcn
Punkt der Hauptfliche zwei geradlinige Erzeugende derselben laufen,
deren eimzelne der Bring'schen Curve nur noch in drei Punliten begegnct.
Wir werden also, um vom beliebigen Punkte der Hauptfliche zu
einem Punkte der Bring’schen Curve zu gelangen, zuerst noch einmal
eine Quadratwurzel gebrauchen, um die beiden durch den Punkt
laufenden Erzeugenden zu trennen, und dann in der That mit einer
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Gleichung dritten Grades reichen, welche die Schnittpunkte der aus-
gewihlten Erzeugenden mit der Bring’schen Curve bestimmt. Es
wurde bereits gesagt, dass wir spiter {und zwar in dem hier folgen-
den dritten Kapitel] fiir alle von der Bring'schen Theorie geforderten
Schritte explicite Formeln aufstellen werden. Bemerken wir also hier
nur noch, was bei der Darlegung der Theorie zumeist ibergangen
wird, dass dic zweite Quadratwurzel (welche die beiden Erzeugenden
der Hauptfliche trennt) keine accessorische st sondern niit der Quadrat-
wurzel aus der Discriminante der Gleichung fiinflen Grades zusammen-
fallt. Die Irrationalitit, welche durch die cubische Hiilfsgleichung
eingefiihrt wird, ist dagegen wieder eine accessorische, auch ist die
cubische Gleichung im Galois'schen Sinne allgemein, d. h. eine solche
mit einer Gruppe von 6 Vertauschungen.

Wir besprechen ferner die von Brioschi aufgestellten Gleichungen
fiinften Grades, die sich an die Jacobi'schen Gleichungen sechsten
Grades anschliessen. Durch die Existenz der Kronecker'schen Resol-
vente ist eine Methode indicirt, wie wir bereits bemerkten, um die
allgemeinen Gleichungen fiinften Grades in diese speciellen durch
Transformation zu verwandeln. In erster Linie handelt es sich dabei
um die Diagonalgleichung fiinften Grades: unser friherer Bericht zeigt,
dass nur die Quadratwurzel aus der Diseriminante, also keinerlei
accessorische Irrationalitit benothigt wird, um die allgemeine Glei-
chung fiinften Grades in eine Diagonalgleichung zu verwandeln. Nehmen
wir eine accessorische Quadratwurzel hinzu, so konnen wir erreichen,
dass in der Kronecker'schen Resolvente 4 = 0 wird. Die zugehdrige
Diagonalgleichung fillt dann im Wesentlichen mit der Gleichung der u
zusammen, die wir soeben in § 4 betrachteten. Die Curve der « war
von der zwolften Ordnung, beziehungsweise zerfiel in zwei halbregulire
Curven von der sechsten Ordnung. Unser allgemeiner Ansatz wiirde
also bei ibr auch pach Adjunction der Quadratwurzel aus der Diseri-
minante immer noch zu einer Hiilfsgleichung sechsten Grades fithren.
Trotzdem reicht man, wie gerade gesagt wurde, mit einer einzigen
hinzutretenden Quadratwurzel aus.

§ 7. Geometrisches iiber Resolventenbildung.

Die algebraischen Principien der Resolventenbildung sind fiir be-
liebige algebraische Gleichungen bereits in I, 4 ausfihrlich erliutert
worden. Ihre Specification fiir Gleichungen fiinften Grades erfordert
an sich keine weiteren Zusitze. Wenn wir hier auf dieselben zuriick-
kommen, so geschieht es, um unseren damaligen Betrachtungen eine
nene Wendung zu geben. .
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Verabreden wir zundchst, dass wir allein solche rationale Functionen
der z:

? (@, 21, 7, 25, )
als Wurzeln von Resolventen einfiihren wollen, die in den z homogen
sind: multipliciren wir dann alle z mit demselben Factor (wobei der

Bildpunkt, den wir z nennen, ungeéindert bleibt), so erweisen sich die
Verhiltnisse jener Werthe:

Po; Py, c--- Pr —1,

welche @ bei unseren Vertauschungen annimmt, ebenfalls invariant
und wir konnen also die Resolventenbildung, indem wir die ¢ als
homogene Coordinaten deuten, in geometrischer Weise interpretiren.
Es ist dies eine Beschriinkung, die wir nur zu Gunsten der geome-
trischen Interpretation machen; eine tiefer gehende Bedeutung hat sie
nicht, und kann hinterher immer fallen gelassen werden,

Den Grundsitzen der analytischen Geometrie entsprechend bieten
sich jetzt fiir die Interpretation von vorneherein zwe; Mbglichkeiten:
entweder wir betrachten die Einftihrung der ¢ als blosse Umiinderung
des Coordinatensystems oder, im Plicker'schen Sinne, als Wechsel des
Raumelements. Im ersteren Falle erscheinen die ¢ direct als homogene,
im allgemeinen krummlinige, Punktcoordinaten, zwischen denen noth-
wendig (n — 4) Identititen bestehen. Im zweiten Falle sind uns
die @ zavorderst selbstindige Grossen, welche wir als Coordinaten
irgend eines geometrischen Gebildes deuten; die Auswahl dieses (e-
bildes muss nur in solcher Weise erfolgen, dass die Coordinaten des.
selben bei Eintritt der 120 oder 60 von uns zu betrachtenden Raum-
collineationen genau dieselben Permutationen erfahren, wie sie die @
als Functionen der z erleiden. Indem wir sodann die ¢ den betreffenden
Functionen der z gleich setzen, ordnen wir em derartiges Gebilde dem
Punlite x in covarianter Weise su. Die Auflosung der Gleichung fiinften
Grades durch Resolventenbildung liuft also darauf hinaus, statt des
Punktes z zuniichst ein anderes, ihm covariantes Gebilde zu suchen
und dann von diesem auf den Punkt z den Riickschluss zu machen.

Wir werden im Folgenden zumeist an der zweiten, tiefer greifenden
Deutung der Resolventenbildung festhalten, und zwar so sehr, dass
wir dieselbe geradezu zum Ausgangspunkte unserer ferneren Betrach-
tung wihlen wollen. Die einfachsten riumlichen Gebilde sind nach
den Anschauungsweisen der projectiven Geometrie Punkt, Ebene, ge-
rade Linie: wir konnen der Reihe nach die Resolventen betrachten,
welche entstehen, wenn wir gerade diese Gebilde unter Benutzung
méglich einfacher Coordinatenbestinmung zu Grunde legen.
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Die Betrachtung covarianter, auf das wrspriinglichc Pentaeder be-
zogener Punlte liefert natiirlich nichts Neues, sondern fiithrt zu der
bereits erledigten Tschirnhaustransformation zuriick. Wir haben dabei
nur die p, g, 7, s als Invarianten der z einzufiihren, d. L. als symme-
trische Functionen derselben, oder doch als solche Functionen, die bei
den 60 geraden Vertauschungen ungeiindert bleiben. Ebensowenig
fordert die Benutzung covarianter Ebenen. Betrachten wir nimlich
als Coordinaten der Ebene, wie es natiirlich ist, die Coefficienten «
ihrer Gleichung:

(17) UpZy + Ty + Uy Ty + U2y + u,x, = 0,

wobei wir uns diese Gleichung mit Hiilfe von Xz == 0 in der Weise
normirt denken, dass immer auch Zu = 0 ist, so gehirt zu jeder Ebene
ein covarianter Punkt mit genaw denselben Coordinaten. Es ist dies ihr
Pol in Bezug auf die Hauptfliche X22 = 0. In der That, sind
z, -+ -z, die Coordinaten des Pols (wobei Xz’ = 0), so lautet die
Gleichung der Polarebene, wie man sofort findet:

(18) Zo @y + 2, T + )3y + 2wy + 22, = 0
und ist also mit (17) identisch, sobald wir die einzelnen w den 2’
gleichsetzen. Hiernach kénnen immer dieselben fiinf Grossen ebensowohl
als Punkt- wie als Ebenen-Coordinaten betrachtet werden, und eine ge-
sonderte Betrachtung der Ebene als Raumelement ist ohne Bedeutung.
Es bleiben somit als einfachste Resolventen, die wir in Betracht
ziehen konnen, diejenigen iibrig, welche einc sum Punkte z covariante
Gerade zu Grunde legen. Ebe ich hierauf genauer eingehe, werde
ich betreffs der Liniencoordinaten im Raume und iiberhaupt der Prin-
cipien der Liniengeometrie einige Vorbemerkungen machen®), einmal,
weil diese Dinge ausserhalb der specifisch geometrischen Kreise immer
noch wenig bekannt sein diirften, dann auch, weil wir statt des ge-
wohnlichen Coordinatentetraeders ein Pentaeder betrachten miissen.

s

§ 8. Ueber Liniencoordinaten im Raume.

Das eigentliche Princip der Liniencoordinaten im Raume, welches
wir ebensowohl beim Gebrauche des Coordinatenpentaeders wie bei
dem des Tetraeders festhalten konnen, ist bereits 1844 von Grassmann
in der ersten Auflage seiner Ausdehnungslehre (Leipzig, Wigand*¥)
gegeben worden. Es seien X, Y zwei Punkte der Geraden; dann

*) Man sehe Plicker’s: Neue Geometric des Raumes, gegrindet auf dic Be-
tracktung der geraden Linie als Raumelement (Leipzig 1868, 69), sowie die neuen
Auflagen von Salmon-Fiedler's analytischer Geometrie des Raumes.

*¥) Neu abgedruckt 1878.
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betrachiet man als homogene Liniencoordinaten simmtliche zweigliedrige
Determmanten, die sich aus den Coordinaten dieser Punltc zusammen-
setzen lassen.

Legen wir zuniichst, um bei der gebriuchlichen Darstellung zu
bleiben, ein Coordinatentetraeder zu Grunde. Wir bezeichnen dann
die Coordinaten von X, Y folgendermassen:

X17 X27 X3) X4; :Ylyﬂyw 173) 174)

setzen: _
(19) i =XV — X,
und haben zuvorderst:

(20) Pix = — Pus,

wodurch die zwdlf verschiedenen p,;, die es gibt, auf sechs linear
unabhiingige zurilickgebracht werden, fiir welche wir etwa folgende
auswahlen wollen:

(21) Digs DPis, Dy DPssy Pazy  Das-
Zwischen diesen besteht dann noch die leicht zu erweisende Identitit:
(22) P = p,ps, + P3Py + D1uPes = 0.

Zwei Linien p, p" schneiden sich, wenn eine bilineare Relation
zwischen ihren Coordinaten statthat, die man kurzweg folgendermassen
bezeichnen kann:

2 4 8P
(23) Pix

die Summation hat sich dabei tiber die sechs Combinationen (21) zu
erstrecken. Offenbar ist dies keineswegs die allgemeine lineare Glei-
chung fiir die p;;, denn auch die p;; sind einer Identitit von der
Form (22) unterworfen. Indem wir unter a;; beliebige Grossen ver-
stehen und an der Tabelle (21) festhalten, wollen wir die in Rede
stehende allgemeine Gleichung in folgender Form schreiben

cpP
(24) Zay =0,

Die {Fesammtheit der geraden Linien, welche eine solche Gleichung
befriedigen, ist das, was Plicker einen linearen Complexr genannt, iibri-
gens Mibius bereits 1833 in ausfihrlicher Weise discutirt hat*). Mit
den geometrischen Eigenschaften des linearen Complexes werden wir
uns hier nicht weiter beschiftigen. Wir wollen nur noch verabreden,
dass wir die Coefficienten a,; als Coordinaten des linearen Complexes

*) Crelle’s Journal Bd. X: Ueber eine besondere Art dualer Verhiltnisse zwi-
schen Figuren im Raume.
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bezeichnen werden, wobei wir gelegentlich, dey Formel (20) entspre-
chend, neben den a;; auch noch ay; einfiihren mogen:

(25) Qi = — Q.
Ist
(26) 13034 + @330, + a,,0, =0,

so konnen wir die a;; durch die pj der Formel (23) ersetzen, der
Complex ist dann ein specieller und besteht, wie ersichtlich, aus allen
Geraden, welche die feste Gerade p’ schnelden Fiigen wir zwei spe-
cielle Complexe p’, p” additiv zusammen, bilden also
_ i = A pi + 17 pi,

so haben wir, von besonderen Fillen abgesehen, einen allgemeinen
Complex. Jeder -allgemeine Complex kann erhalten werden, wenn wir
sechs wvorgegebene specielle Complexe mit Hiilfe gecigneter Multiplicatoren
zusammenaddiren. Ks miissen die speciellen Complexe nur linear un-
abhingig sein, d. h. sie diirfen mit ihren Coordinaten nicht simmt-
lich dieselbe linearc homogene Gleichung befriedigen. In diesem
Sinne brauchbar sind insbesondere solche sechs gerade Linien, welche
die Kanten eines Tetraeders bilden.

So viel iiber die gewthnlichen Begriffsbestimmungen der Linien-
geometrie. Ersetzen wir jetzt das Coordinatentetraeder durch ein
Pentaeder, so ist die einzige Modification diese, dass die Zahl der
Coordinaten vermehrt erscheint, dafiir aber neue Bedingungsgleichungen®
hinzutreten. Was zuniichst die Punktcoordinaten angeht, so haben
wir fur X, Y jetzt in fritherer Weise:

X, X, X,, X, X; Y, ¥, ¥, ¥y, ¥,
mit 2X =0, ZY =0. Dcmn abei haben wir zwanzig Determinanten:

(27) pir =X Y — Y X,

2u unterscheiden. Natiirlich ist wiederum:

(28) . Pir = — Pri,

iiberdies aber, wie ersichtlich:

(29) Zp,-k = 0, oder auch zk:p,-;,. =0,

wo die Summe iiber diejenigen vier Werthe von 4, resp. & zu er-
strecken ist, die von dem jedesmaligen %, bez. ¢ verschieden sind.
Daneben besteht dann noch die quadratische Relation (22) nebst den
anderen, die aus ihr durch (28), (29) hervorgehen. Wiederum kénnen
wir auch von Coordinaten des linearen Complexes reden. Es sind zwanzig
Grissen a;x, die ebenfalls den linearen Relationen (28), (29) geniigen,
sonst aber unbeschrinkt verinderlich sind. Was iiber die Zusammen-
setzung allgemeiner linearer Complexe aus speciellen Complexen ge-
sagt wurde, behilt ungeindert seine Giiltigkeit. Alle diese Dinge sind

Klein, Gleichungen 5. Grades. 12

[
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so einfach, dass wir ihre vorliufige Betrachtung hiermit bereits ab-
brechen konnen.

& 9." Wine Resolvente zwansgigsten Grades der Gleichungen fiinfteun
Grades.

Kehren wir nunmehr zu den Betrachtungen des § 7 zuriick. Wir
wollten diejenigen Gleichungen betrachten, von denen die Pentaeder-
coordinaten einer Raumgeraden abhingen. Offenbar kénnen wir statt
dieser Gleichungen auch gleich die allgemeineren in Betracht ziehen,
durch welche die Coordinaten eines beliebigen linearen Complexes
bestimmt werden. Wir gewinnen so dberhaupt Gleichungen zwangigsten
Grades, deren Wurzeln a;; den Forseln (28), (29) entsprechend durch
folgende lineare Relationen verbunden sind:

(30) ;g = — Qgi, ziuai;, = 0, %aik = 0.

Eine gewisse Aehnlichkeit dieser Gleichungen mit den Jacobi'schen
Gleichungen sechsten Grades (sofern wir letztere, wie Hr. Kronecker
es thut, als Gleichungen zwolften Grades fiir die Vz auffassen) ist
von vorneherein unverkennbar; wir werden spiter (im fiinften Kapitel)
den engen Zusammenhang kennen lernen, der in dieser Hinsicht that-
sichlich statthat.

° Jetzt handelt es sich darum, die Grossen a;; gleich geeigneten
Functionen der « zu setzen und also unsere Gleichungen zwanzigsten
Grades in Resolventen der Gleichung fiinften Grades zu verwandeln.
Bs gilt, wie wir es in § 7 ausdriickten, den linearen Complex (mit
den Coordinaten a;;) dem Punkte z covariant zuzuordnen. Wir er-
reichen dies in einfacher Weise, wenn wir an § 5 ankniipfen. Wir
haben dort als einfachste covariante Punkte des Punktes die 2,
4@, 2®, 2® construirt: wir werden die einfachsten covarianten geraden
Linien erhalten, wenn wir die Verbindungsgeraden dieser Punkte in
Betracht ziehen. Die Coordinaten p;; dieser Linien:

61) iy — ihalp) — a0

sind linear unabhiingig, denn es handelt sich ja um die sechs Kanten eines
Tetraeders. Daher werden wir die allgemeinsten Werthe der a;x erhalten,
wenn wir diese pix mit Hiilfe geeigneter Multiplicatoren usammenfiigen:

(32) @iy = 2 k™ .pf-’{".

Hier sind die ¢™, je nachdem wir alle Vertauschungen der x
oder nur die geraden Vertauschungen derselben in Betracht ziehen
‘wollen, als symmetrische oder als zweiwerthige Functionen der z ein-
zufiihren, iibrigens aber wieder so zu wiblen, dass dem Gesetze der
Homogeneitit, das wir uns auferlegten, geniigt wird.
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§ 10. Zur Theorie der Flichen zweiten Grades.

Ich schliesse das gegenwartige Kapitel mit einigen Erliuterungen
iber die Parameterstellung der geradlinigen Erzeugenden auf Flichen
sweiten Grades. Die betreffenden Parameter sind linear gebrochene
Functionen der projectiven Punktcoordinaten™®). Man erhilt sie am ein-
fachsten, wenn man die Gleichung der Fliche (was auf unendlich
viele Weisen moglich ist) auf folgende Form bringt:

(33) X,X, + X, X, = 0.
Setzen wir dann einmal, in Uebereinstimmung mit dieser Gleichung:
x, X :
(34) - = Xi =4,
das andere Mal: '
X,
(35) ’X;_ = TX(’T =4

o bleibt A constant, wenn wir uns auf einer Erzeugenden der einen
Art bewegen, welche die erste heissen soll, u aber, wenn wir auf einer
Erzeugenden zweiter Art fortschreiten. Daher sind 4, p zwei Zahlen,
welche fiir die einzelne Erzeugende erster oder zweiter Art charakte-
ristisch sind, d. h. es sind Parameter, welche zur Bezeichnung der
Erzeugenden verwendet werden konnen. Dabei beachte man, dass
jede der Formeln (34), (35) zwei Gleichungen in sich begreift. Wir
diirfen daher, ohne die Bedeutung der 4, p zu indern, die Definition
derselben noch etwas verallgemeinern. Fir 4 z. B. konnen wir schrei-
ben, indem wir die beiden Gleichungen (34) mit Hiilfe beliebiger
Grbssen @, 6 zusammenziehen:
) —o¢X, + 06X
(36) A= eX, 46X,
Wir erreichen dadurch, dass Zihler und Nenner von 4 gemeinsam fir

eine beliebig vorzugebende Erzeugende zweiter Art:

-
verschwinden. Die solchergestalt bevorzugte Erzeugende soll die be:
Einfiihrung von A gu Grunde gelegte genannt werden.

Wir wollen nun zuniichst das Verhalten der 4, p bei solchen
Raumcollineationen, die unsere Fliche in sich selbst iiberfilhren, be-
achten**). Die in Rede stehenden Collineationen spalten sich bekann-
termassen mach ihrem Verhalten gegen die Erzeugenden der Fliche in

#) Die Einfiihrung dieser Parameter ist, geometrisch zu reden, ein Aequi-
valent fir die projective Erzeugung der beiden auf der Flicbe verlaufenden Regel-
schaaren, wie sie beispielsweise Steiner seinen Betrachtungen zu Grunde legt.

#¥) Man vergl. etwa Bd. 9 der Mathem. Annalen (1875), pag. 188 fi. Die im
Texte angefihrten Sitze werden auch sonst bei modernen Untersuchungen immer

wieder gebraucht; ein genauer Nachweis wiirde hier zu weit filhren.
12%
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zwei Arten: entweder, sie fihren jedes der beiden Erzeugendensysteme in
sich selbst diber, oder sie vertauschen die beiden Systeme. Im ersteren
Falle entspricht jeder Erzeugenden A vermbge der vorausgesetzten
Collineation eine und nur eine Erzeugende 4’ und umgekehrt, ebenso
jedem p ein p’. Daher hat man nach functionentheoretischen Grund-
sitzen eimer solchen Collineation entsprechend wothwendig Formeln der
folgenden Gestalt: - . .
’ aQ , a

(37) V=te Voo

Im anderen Falle wird analog 4" eine lineare Function von g, g’
eine solche von A sein. — Ich verweile nicht dabei, zu zeigen, dass
man diese Sitze auch umkehren kann, dass man also eine zugehorige

Raumecollineation erhilt, wenn man die Formeln (37) {oder die ent-

sprechenden, in denen 4, p vertauscht sind] ganz beliebig hinschreibt.

Wir bemerken ferner, dass die 4, u eine Coordinatenbestimmung
fiir die Punkte auf unserer Fliche ergeben*). In der That schneiden
gich ja in jedem Punkte eine Erzeugende erster und eine Erzeugende
zweiter Art, deren 4, p wir auf den Punkt Gibertragen konnen. Es
ist dabei zweckmissig, homogen machend 4 durch 4,:4,, g durch

" g, : u, zu ersetzen. Kine algebraische Gleichung:

(38) [, Ay, ) =0, _

homogen vom Grade ! in den 4,, 1,, vom Grade m in der g, g,
stellt dann eine auf der Fliche verlaufende Curve von der (I 4 m)t
Ordnung dar, welche m-mal jede Erzeugende erster Art, [-mal jede
Erzeugende zweiter Art schneidet. Wir konnen (34), (35) jetzt in
folgender Weise zusammenfassen:

.(39) Xt Xp: Xy o Xy=Agpy : — Aoty 1 Agpty 2 Ag s,

Indem wir diese Werthe der X in die Gleichung einer Fliche
ntr Ordnung eintragen:
(40) F(Xl’ Xy, X5, X4) =0,
erkennen wir, dass unsere Fliche zweiten Grades von (40) in einer
Curve geschnitten wird, die, in der Form (38) geschrieben, sowohl in
den 4 als in den p den »** Grad darbietet. Umgekehrt wird durch
Benutzung der Formeln (39) auch jede Curve (38), die gleichen
Grades in den 4, p ist, als vollstindiger Schnitt der Fliche zweiten
Grades mit einer zutretenden Fliche (40) dargestellt werden konnen*¥).
*) Man sehe Phicker in Crelle’s Journal t. 36 (1847). Die Discussion der
Curven (38) wurde in systematischer Weise fast gleichzeitiz von Hrn. Cayley
und von Chasles aufgenommen (1861, siehe Philosophical Magazine, Bd. 22, sowie
Comptes Rendus, Bd. 58).

+*) Wenn ich hier eine Bemerkung zufiigen darf, die in den Zusammenhang
des Textes zwar nicht unmittelbar hinein gehort, dafiir aber auf die Entwicke-
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Wir bestimmen endlich, unter Beibehaltung des in (33) zu Grunde
gelegten Tetraeders, die Liniencoordinaten p;i der Erzeugenden -1, p.
Setzen wir in (39) einmal g, = 0, das andere Mal u, = 0, so erhalten
wir fiir zwei auf der Erzeugenden i gelegene Punkte:

' X :X,: X : X, =0: 0:4:4
resp. Y,:Y,: Y : Y, =4 :—42,:0 :0.
Daher berechnen wir nach (19) fiir die zugehorigen p;; die folgenden
Verhiltnisswerthe: '

(41) po =0, py =247 py =4k, Py =0, ppp = A®y Doy = — Ay,
Analog kommt fiir die Erzeugende p:
(42) prp = — y’lg)‘ Pis =0, P1y = Uy lly) Psu = oy Py = 0; Doy = th o

Wir nehmen jetzt an, dass die Gleichung eines linearen Complexes
hinzutritt, die folgendermassen lautet:
ZA,']C . _’?_1)_ = O.
CPix
Indem wir in dieselbe die Ausdriicke (41), (42) eintragen, erhalten
wir die folgenden beiden quadratischen Gleichungen:

(43) ‘ Aph?® + (Ags — 4yy) 2y + Ak =0,
(44) - A34!~‘12 + (A23 + 4,,) ppe+ 450" = 0.
Daher:

Im Allgemeinen gehiren einem linearen Complexe zwei und nur zwei
Erzeugende jedes Systems an. ,

Es kann aber auch sein, dass die eine oder andere dieser Glei-
chungen identisch verschwindet. Dies gibt bez. drei lineare Bedingungen
fir die A;z, se dass noch drei derselben willkiirlich bleiben. Hieraus:

Die Erzeugenden erster und aweiter Art unserer Fliche gehiren je
einer dreigliedrigen linearen Schaar linearer Complexe an’®).

Ich unterlasse es, die Gleichungen dieser Schaaren noch besonders
herzusetzen.

lungen des ersten Abschoitts zuriickgreift, so ist es diese, dass die Riemann’sche
Deutung von x -+ ty auf der Kugel als specieller Fall der im ‘Texte besprochenen
Coordinatenbestimmung %, p aufgefasst werden kann. Weil nimlich simmtliche
geradlinige Erzeugende der Kugel imaginir sind, schneiden sich in jedem reellen
Punkte derselben zwei conjugirt imaginire Erzeugende. Fihren wir jetzt die 4, p
in geeigneter Weise ein und nennen das 1, welches zu einem reellen Kugelpunkte
gehort, = 4 iy, so wird das entsprechende p gleich # — iy sein. Zur Fixirung
des reellen Punktes genmiigt es also, wur den einen Werth x + iy anzugeben, und
eben dieses ist, wie ich hier picht weiter ausfihren kann, die Riemann’sche Me-
thode. Vergl. Math. Apnalen Bd. 1X, pag. 189 (1875).
*) Vergl. durchweg: Plicker's neue Geometrie des Raumes efe.




Kapitel IIL

Die Hauptgleichungen vom fiinfien Grade.
§ 1. Beszgichnungen, der fundamentale Ansatg.

Das neue Kapitel, welches wir nunmehr beginnen, soll in jeder
Beziehung den Mittelpunkt unserer Entwickelungen abgeben. Wir
handeln von den Hauptgleichungen fiinften Grades und ihren einfachen
Beziehungen zum Ikosaeder. Dabei entlehnen wir dem Friiheren, ins-
besondere der Bring'schen Transformation, den einen Grundgedanken:
die geradlinigen Erzeugenden der Hauptfliche zu betrachten. Ich bezeichne
dabel, wie damals, die Hauptgleichung fiinften Grades folgendermassen:

M) Y+ Say’ + 58y + =0,

wo die Factoren 5 bei a, f aus Zweckmissigkeitsgriinden zugefiigt

sind. Auch will ich von vorneherein den Werth der Discriminante

mittheilen. Indem man die etwas lange Formel benutzt, welche man

vielfach fir die Discriminante der allgemeinen Gleichung fiinften

Grades angegeben findet*), hat man bei (1):

) I (y; — y)* = 3125 V2,

wo V? zur Abkiirzung fiir folgenden Ausdruck gesetzt ist:

(8) V2= 108a’y — 135a*4® + 90a®By* — 320af’y + 2568° + 4
Wir kntipfen nun gleich an die soeben (im Schlussparagraphen

des vorigen Kapitels) gegebenen Entwickelungen an, indem wir uns

die zweilerlei Erzeugenden der Hauptfliche durch Parameter 4, p be-
zeichnet denken. KEs seien

(4) Yor Y1, Y25 Y50 Ys

die Wurzeln von (1) in bestimmter Reihenfolge. Wir denken uns
dann diejenigen 60 Erzeugenden 4 und 60 Erzeugenden p construirt,
welche einen der 60 Punkte der Hauptfliche enthalten, deren Coordi-
naten aus (4) durch eine gerade Vertauschung der y hervorgehen.
Die 2, p sind, wie wir wissen, linear gebrochene Functionen der 9,

*) Vergl. z. B. Faa di Bruno, bearbeitet von Walter, Einleitung in die
Theorte der bindren Formen (Leipzig 1881), pag. 317.
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die 60 in Rede stehenden Werthe von 4 oder g hingen also von
einer Gleichung 60t» Grades ab, die eine rationale Resolvente unserer
Hauptgleichung ist und deren Coefficienten dementsprechend rationale
Functionen der «, B, y, V sind. Nun behaupte ich — und damit
haben wir den eigentlichen Ansatz zu unseren weiteren Entwicke-
lungen —, dass unsere Resolventen 60'® Grades bei geschickter Einfiihrung
der 4, u nothwendzg Tkosaedergleichungen sind, also ohne Weiteres folgen-
dermassen geschricben werden kinnen:
H? (3 H*

<5) ﬁ?f—(b)(_ﬁ = Zy, 1728 f(fz—llr) = Z,,
wo allein Z,, Z, von den «, B, y, V abhdngen.

Der Beweis bietet sich auf Grund unserer fritheren Angaben un-
mittelbar. Wir haben die Raumcollineationen, welche eine Fliche
zweiten Grades in sich selbst transformiren, soeben in zwei Arten getheilt,
je nachdem dieselben das einzelne Erzeugendensystem der Fliche in
sich verwandeln oder mit dem anderen Erzeugendensysteme vertan-
schen. Nun geht die Hauptfliche zweiten Grades bei den 120 Raum-
collineationen, die den Permutationen der y entsprechen, in sich iiber.
Wir wollen es hier zuniichst dahin gestellt sein lassen, wie sich die
Erzeugendensysteme der Fliche der Gesammitheit dieser Collineationen
gegeniiber verhalten. Sollten nicht alle Collineationen das einzelne
Erzeugendensystem in sich transformiren, so muss es jedenfalls die
Hilfte derselben thun. Diese Hilfte unserer Collineationen muss dabei
fiir sich genommen nothwendig eine Gruppe und sogar eine in der
Gesammtheit ausgezeichnete Gruppe bilden; sie kann also nur aus den
geraden Collineationen bestehen. Daher haben — und dieses ist ein
erstes Resultat — jedenfalls dic 60 geraden Collincationen die Eigen-
schaft, jedes der beiden Erzeugendensysteme der Hauptfliche in sich selbst
21 verwandeln. Wir erinnern uns jetzt, dass nach der soeben unter
(37) gegebenen Formel {II, 2, § 10¥)] der Parameter 4, wie auch der
Parameter g, bei jeder derartigen Collineation seinerseits eine lineare
Transformation erfahrt. Die 60 Werthe A, welche unserer Resolvente
60 Grades geniigen, hingen also unter sich (wie auch die enisprechenden
Werthe von u) linear mit constanten Coefficienten zusammen, oder auch:
die Gleichungen fiir A und p gehen bezichungsweise durch eine Gruppe
von 60 linearen Substitutionen in sich selbst iber. Hieraus aber folgt
die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar nach den Entwicke-
lungen von I, 5, § 2, sobald wir noch hinzunehmen, dass die Gruppe

%) Mit der romischen Zahl bezeichne ich wieder den Abschuitt, mit der
folgenden arabischen Zahl das Kapitel.
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der linearen Transformationen, welche 4 oder p erfihrt, mit der Gruppe
der geraden Vertauschungen der y holoedrisch isomorph ist. Die Un-
bekannten 4, u, welche in den kanonischen Formen (5) auftreten, sind
dabei geeignete lineare Functionen der urspriinglichen mit diesen
Buchstaben bezeichneten Parameter; wir wollen sie die Normalpara-
meter nennen, diirfen aber nicht vergessen, dass sie in Uebereinstim-
mung mit den 60 linearen Transformationen, durch welche jede der
Gleichungen (5) in sich iibergeht, noch je auf 60 verschiedene Weisen
ausgewdhlt werden konnen.

Haben wir so unsere anfingliche Behauptung bewiesen, so kénnen
wir auf demselben Wege noch ein Stiick weiter gehen. Ich sage zu-
nichst, indem ich die soeben beriihrte Frage wieder aufnehme, dass
bei jeder umgeraden Collineation nothwendig die beiden Erzeugendensysteme
der Hauptfliche vertauscht werden. Wiirde nimlich bei simmtlichen
120 Collineationen das einzelne Erzeugendensystem in sich selbst ver-
wandelt, so miisste es, auf Grund der soeben citirten Formel (37), eine
Gruppe von 120 linearen Substitutionen einer Verinderlichen geben,
die mit der Gruppe der 120 Vertauschungen von fiinf Dingen ho-
loedrisch isomorph wire, was aber nach I, 5, § 2 unmbglich ist. Haben
wir also 4 (den Parameter der Erzeugenden erster Art) irgendwie als
gebrochene lineare Function der y dargestellt, so erbalten wir einen
Parameter y der Erzeugenden zweiter Art, indem wir die in 1 vor-
kommenden g irgend einer ungeraden Permutation unterwerfen. Ins-
besondere erhalten wir die 60 normalen Werthe von u, wenn wir be
einem der normalen Werthe von A simmitliche ungerade Permutationen der
y in Anwendung bringen. Bei diesen ungeraden Permutationen bleiben
die Coefficienten «, 8, y natiirlich ungeéndert, wihrend V sein Vor-
zeichen wechselt. Die in den Gleichungen (5) vorkommenden Grissen Z,,
Z, unterscheiden sich also nur durch das Vorzeichen von V. — Wir konnen
diesen Sitzen auch noch eine andere Wendung geben, indem wir die
60 Punkte y' einfiihren, deren Coordinaten y aus dem Schema (4) durch
ungerade Vertauschung der y hervorgehen. Wir haben ndmlich zur

Darstellung der Erzeugenden erster und zweiter Art, welche durch diese

Punkte hindurchlaufen, bezichungsweise folgende Gleichungen:

H* @) H ()
(6) 1728 /5 (&) Z27 ]ng?s@)‘ —Zl*)

*) Ich gab die im Texte entwickelten Ueberlegungen (sowie die zugehdrigen
Formeln der folgenden beiden Paragraphen) zuerst in zwei Mittheilangen an die
Erlanger Societit vom 13. Nov. 1876 und 15. Januar 1877 [ Weitere Mittheilungen
tiber das Ikosaeder 1, I1]. Uebrigens will ich gleich hier den Fall der Gleichungen
dritten und vierten Grades zum Vergleich heranziehen. Die drei Wurzeln z 2iner
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§ 2. Bestimmung des geeigneten Parameters A.

Die Formeln, welche wir nunmehr fiir das normale 4 aufstellen
wollen, sind an sich ausserordentlich einfach und leicht zu verificiren.
Wenn ich trotzdem zu ihrer Ableitung einigen Raum gebrauche, so
geschieht es, weil ich wiederum jedes einzelne Resultat als Folge
einer ohne alle Rechnung anzustellenden Ueberlegung ableiten mochte.

Als erzeugende Operationen der Ikosaedergruppe haben wir frither
(I, 2, § 6) die folgenden beiden gefunden:

l S:2 = ez,
1 , — (e — Yz £ g3
() lT:Z = Esz——s):’)z_:- s—e‘)).
Wir sahen ferner (I, 4, § 10), dass sich diesen Substitutionen ent-
sprechend die Oktaederformen ¢, folgendermassen permutiren:

8) { S}:??:t;+l"=t £ o=t t =1, t =t
0 T Yoy M1 2y Y2 T Y1y 3 T Yy W T W
Dieselben Vertauschungsformeln gelten fiir die Wurzeln der verschie-
denen Resolventen fiinften Grades der Ikosaedergleichung, die wir da-
mals (I, 4) aufstellten, insbesondere, worauf wir bald zuriickgreifen
werden, fiir die Wurzeln der Hauptresolvente. Wir werden unsere
neuen Formeln so einzurichten wiinschen, dass sie sich moglichst an die
damaligen anschliessen. Wir werden daher das wnormale i wnter den
60 dberhaupt in Betracht kommenden Parameterwerthen so auswdhlen,
dass es genau die Substitutionen (7) erfahrt, wenn man dic y den beiden
durch (8) indicirten Permutationen unterwirft. ’
Der Werth von 2 ist hiermit fixirt, keineswegs aber seine Form
als Function der y. Erstlich haben wir noch in der Hand, welche
Erzeugende zweiter Art wir in dem frither (II, 2, § 10) erlduterten
Sinne bei Einfilhrung von 4 zu Grunde legen wollen. Zweitens

Gleichung dritten Grades mit Zx = 0 deaten wir, dem Friiheren zufolge, aunf einer
geraden Linie. Bezeichnen wir dann einen beliebigen Punkt dieser Geraden in ge-
wohnlicher Weise durch einen Parameter 1, so erfahrt 1 bei simmtlichen 6 Permuta-
tionen der « lineare Substitutionen vom Diedertypus, geniigt also, richtig normirt,
einer Diedergleichung sechsten Grades. — Bei den Gleichungen vierten Grades
verlegen wir die geometrische Deutung in die Ebene, bedingen aber neben
Xz =0 auch Xx? — 0, beschriinken uns also auf ,Hauptgleichungen®. Die
Punkte des solchergestalt bevorzugten Kegelschnitts stellen wir wieder in ge-
wohnlicher Weise durch einen Parameter 1 dar. Dieser Parameter erfibrt dann
bei simmtlichen 24 Vertauschungen der x lineare Substifutionen, gentigt also,
richtig normirt, einer Oktaedergleichung (oder auch nach Adjunction der Quadrat-
wurzel ans der Discriminante der Gleichung vierten Grades, einer Tetraeder-
gleichung).




I T EENERT I T T — - . .
Fl’ R Y - : T : SR T e T : T \‘\\\\‘\‘
- . e . \‘
2 ~

186 ’ 11, 3. Theorie der Hauptgleichungen. .

konnen wir Zihler und Nenner von i durch Hinzufiigen beliebiger

Multipla von Xy (welches identisch == O ist) modificiren. In beiderlei
Hinsicht wollen wir bestimmte Verabredung treffen.

Bei jeder linearen Substitution von 4 oder u bleiben zwei Werthe

* der Veréinderlichen, d. h. zwei Erzeugende der ersten resp. zweiten

Art fest. Wir betrachten nun insbesondere die Operation S und

legen eine der beiden bei hy festbleibenden Erzeugenden sweiter Art bei

Einfiikrung von 4 zu Grunde. Sei A4 in dieser Voraussetzung = %,

wo p, ¢ zwei lineare Functionen der y bedeuten. Indem wir inner-
halb p, ¢ diejenige Vertauschung der y vornehmen, die ebenfalls
durch S indicirt ist, entdtehen p’, ¢’. Hier haben p' =0, ¢'=0
nach Voraussetzung dieselbe Gerade gemein, wie p=0, ¢g=20; es
ist also fiir beliebige y: :
p =ap+bg+m- 2y,
g =cp +dg+n- 2y
Aber Z — 4’ soll der Formel (7) entsprechend fiir alle Punkte der
Hauptfliche gleich e sein, und die Punkte der Hauptfliche sind durch
keinerlei lineare Relation zwischen den Coordinaten von den tibrigen
Raumpunkten verschieden. Daher verwandeln sich vorstehende Glei-
chungen nothwendig in die einfacheren:
p =ed-p+t+m-Zy,
¢ = d-g+n- 2y,
wo d, m, n guvbrderst unbekannt sind. Wir konnen diese Gleichungen
folgendermassen umsetzen:

;' P+t By = ed (p o+ 1 ),
¢+ iy 2= alet gt 2)

f Jetzt werden wir, unbeschadet der Gleichung l=%, die hier auf-

”

tretenden Ausdriicke p -+ 87’12_—1 - By, 9+ 77
p, q bezeichnen dirfen. Dann haben wir einfach:
pl=cd-p
© e e
g'= d-q
Das Resultat unserer Ueberlegung ist hiermit dieses: wir kinnen, und
gwar noch auf zwei Weisen (da eine von zwei Erzeugenden zweiter

. Zy kurz mit

Art ausgewiihlt werden musste), unser i derart = —Z— setzen, dass nach
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Anwendung der Vertauschung S auf die y dic’ Gleichungen (9) identisch
statt haben.

Nun ist aber bekannt (und iibrigens leicht zu beweisen), dass bei
der Vertauschung S beliebiger Grossen y keine anderen linearen
Functionen der y sich um einen constanten Factor #ndern, als die
Multipla der Ausdriicke von Lagrange:

po=1y,+ &y, + &y + Ly, + &y,
P =19 + £y + ey, + &y + £y,
ps =1y, + €y + & 4. + &y + Ly,
p=1y+ ey + Sy + Sy ey,
denen sich als vollig ungefindert bleibender Ausdruck noch Xy zuge-
sellen wiirde, wenn es nicht bei uns identisch Null wire. Was die
Aenderungen der p; bei der Permutation S angeht, so ist pi = ¢&**- p,.
Daher sind die einzigen drei Ausdriicke fiir 2, welche den Relationen (9)
Geniige leisten, die folgenden :
(11) b= B =g, =

Von diesen Ausdriicken ist der erste und dritte brauchbar, der
zweite aber zuriickzuweisen. Es zeigt sich ndmlich, dass die Durch-
schnittgeraden von p, = 0 und p, = 0, sowie die von p, =0, p, =0
in der That der Hauptfiiche angehoren, nicht aber die Gerade p, = 0,
p; = 0. Wir beweisen dies am besten, indem wir die p; statt der
y, in die Gleichung der Hauptfliche einfiilhren. Wir haben aus (9),
indem wir Xy = O hinzunehmen:

(12) Sy, = &"p + &"p, + & py + £p,
und also:

(10)

25 Zy? = 10 (p,py + peps),

so dass die Gleichung der Hauptfliche, bezogen auf das Coordinaten-
system des Lagrange, die folgende wird:

(13) . pi0s+ by = 0,
woraus die Richtigkeit unserer Behauptung ohne Weiteres hervor-

geht. Aus (13) folgt noch:

P P,
F p’
setzen wir also, der ersten Formel (11) entsprechend, i = 01'%; s0
2
miissen wir es auch = — ¢, - z—“ setzen.
4

Es wird jetzt nur noch darauf ankommen, den hier auftretenden
Factor ¢ zu bestimmen. Wir bilden uns 1’, indem wir die y der

et et i



R S . — o \‘\: .

188 . . II, 8. Theorie der Hauptgleichungen.

Vertauschung 7' nach Formel (8) unterwerfen, und tragen dasselbe
dann in die entsprechende Formel (7) ein. Die so entstehende' Glei-
chung kann keine Identitit sein, weil die Erzeugende zweiter Art,
die wir bei Aufstellung des A benutzten, bei 7 nicht festbleibt. Sie
muss aber eine richtige Gleichung werden, wenn wir den Relationen
2y =0, Zy* =0 Rechnung tragen. Wir erhalten, indem wir ge-
eignete Terme beiderseits vergleichen, fiir ¢, den Werth — 1. Daler
ist unser normales A definitiv:. -
2, Py

(14) A= — ra = P’

ganz in Uebereinstimmung mit dem Werthe, den wir fiir den Para-
meter 4 im Schlussparagraphen des vorigen Kapitels (Formel (34)
daselbst) angenommen hatten*).

§ 3. Bestimmung des Parameters @

Der normale Parameter u, den wir fiir die Erzeugenden zweiter
Art ins Auge fassten, sollte sich aus dem Parameter 1 durch eine
ungerade Permutation der y ergeben. Wir gentigen dieser Forderung',
wenn wir, wiederam in Uebereinstimmung mit dem Schlussparagraphen
des vorigen Kapitels (Formel (35) daselbst):

D, b,
(15) N e e
nehmen. In der That resultirt dieser Werth aus (14), wenn wir
Yo, Y1> Yes Ys» Ya bez. durch y,, 9y, 4y, 4y, y, ersetzen, also (y,, y,, v, y,)
cyclisch vertauschen. ;

Nun kann man aber, wie ersichtlich, die Formeln (15) aus (14)
auch noch in anderer Weise ableiten, nimlich so, dass man in (14)
das ¢ tberall durch &® ersetzt. Diese Umwandlung ibertriigt sich
dann natiirlich auf die Substitutionen S, T (7) und die aus ihnen ent-
stehenden Ikosaedersubstitutionen. Die Substitutionen, welche p und A
bei den geraden Vertauschunger. der y erfakren, sind hiernach allerdings in
threr Gesammitheit, aber keineswegs im Eingelnen wdentisch, vielmehr erhdlt
man die einen aus den anderen, indem man & durchweg in &2 verwandelt,
— ein Satz, der in der Folge fundamental ist. Hiermit tibereinstimmend

*) Wollen wir in @hnlicher Weise fiir die Gleichungen dritten und vierten
Grades, die wir soeben .besprochen, die Waurzeln der Diedergleichung, resp.
Oktaedergleichung aufstellen, so bekommen wir entsprechend:

i Fotemtatn, o VE@tin, 4itn, 4002,)  — (g, ita, 4 ite, i)
Zobeta baw, T e e 20 YRt o i

wo &® = 4% = 1, 80 dass also auch hier die Quotienten der Ausdricke von Lagrange
sich einstellen. .
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erhilt man, wenn man die erwihnte Operation auf das u anwendet,

nicht etwa wieder 4, sondern — % Es ist dies derjenige Werth,

der aus 4 vermoge der frither mit U bezeichneten Ikosaedersubstitu-
tion entsteht. Ihr entspricht die gleichzeitige Vertauschung von y,
mit y, und von y, mit g, '

Wir wollen noch die Formel (39) von II, 2, § 10 aufnehmen.
Vermbge derselben haben wir jetzt, indem wir 4 durch 4, : 1,, p durch
@, : Wy ersetzen: -

(16) PriPy Py Py = Ayt — Aoyt Ayt Ay,
oder unter Einfiilhrung eines Proportionalititsfactors g:

(17) oYy = & - Ay, — €7 - dyuy + &7 - Ay, + & - Ao,

§ 4. Die Hauptresolvente der Ikosaedergleichung.

Nachdem wir fiir eine beliebige Hauptgleichung fiinften Grades
die normalen Parameter 4, u gefunden haben, werden wir unsere
Formeln insbesondere bei der Hauptresolvente fiinften Grades in An-
wendung bringen, die wir frither (IV, 1, § 12) construirt haben, indem
wir eine beliebige Ikosaedergleichung '

H? (z,, 2,) .
(18) 1728 f(5 (&, )zg) =2
als gegeben voraussetzten. Wir erhalten auf solche Weise ein ausser-
ordentlich einfaches Resultat, das fiir den weiteren Fortschritt unserer
Entwickelung von massgebender Bedeutung ist.
Die Hauptresolvente war durch die Formeln definirt:

(19) Yy=m- -v, 4 n- Uy Dy,
wo .

: 1212t 12f- W,
(20) Uy == fT V= __fH_—’

“unter f, H, T die Grundformen des lkosaeders, unter {,, W, die wie-
derholt genannten Formen sechster und achter Ordnung verstanden.
Man beachte jetzt, dass man W, und ¢, W, in folgender Weise schrei-
ben kann: ‘

@) W= (e, — e2) (— 57+ 15749
+ (2, + £5) (— 142" — &),
(22) t W, = ("2, — 872, (— 262,°2,° + 392,%,* + 2,°)
+ (72 + &5) (— £, + 392°8° 4 262°5,7).
Hiernach nimmt Y, in Formel (19) folgende Gestalt an: '
©8) == (s — vm) Rt (27h + a) 5

|
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wo R, S lineare Functionen von m, n sind. Es werden also die
Lagrange’schen Ausdriicke (die wir hier ebenfalls mit grossen Buch-
staben bezeichnen):

(24) { P, = bs R, P, =5z-8,
P, = — b5z R, P, = bg, - S.
Daher kommt einfach:
= z, __ R
(25) A= w=Tg"

Vor allen Dingen haben wir also: Der Parameter A stimmt mit
der Unbekannten z,: 2, der wurspriinglichen Ikosaedergleichung iberein,
oder, geometrisch ausgedriickt: Der Punkt:

(26) =m0+ n-ud) v(l)
liegt, was auch m und n bedeuten migen, auf der Erzeugenden erster
Art 4, Betrachten wir hier 4 als eine verinderliche Grosse, so durch-
lauft der Punkt y,, wie wir im vierten Paragraphen des vorigen Ka-
pitels sahen, eine halbregulire, rationale Curve, die im Allgemeinen
von der 38%® Ordnung ist. Wir hatten beim Beweise die Formeln
(26) unter Einfihrung eines Proportionalititsfactors ¢ durch folgende
ersetzt:
(27) oYy =m - W, (2, &) - T (4, 4y)
+ 12n -8, (A, &) - W (A, Ag) - 2 (Ay, 4p)-
Wir erkennen jetzt erstens, wie beiliufig bemerkt sei, weshalb, geome-
trisch zu reden, die Ordnung der solchergestalt gewonnenen Curve fiir
m = O auf 14, fiir n = O auf 8 herabsinken kann. Es geschieht, weil
sich von der allgemeinen Curve 38°F Ordnung das eine Mal doppeltzihlend
| das Aggregat der 12 Erzeugenden erster Art [ (4, A,) = 0, das andere
| Mal einfach zihlend -das Aggregat T (i,, 4,) = O absondert. Uebrigens
! aber haben wir fiir unsere Curven (27) jetzt folgende Sitze. Wir
finden, dass unsere Curven den Erzeugenden erster Art immer nur e~

f mal, den Erzeugenden sweiter Art also 37-mal begegnen. In der That
haben wir fiir jede Erzeugende 4 nach (27) nur je einen Curvenpunkt.
Wir finden iiberdies, dass durch jeden Punkt einer Erzeugenden i tmmer
| nur eime Curve (27) hindurchliuft, so dass die Hauptfliche von der
Curvenschaar (27) gerade einmal iiberdeckt ist. Der einzelne Punkt der
Erzeugenden 4 ist niamlich durch das zugehbrige p gegeben, welches
die Erzeugende zweiter Art bestimmt, die durch den Punkt hindurch-
liuft. Denken wir aber 4, p in (25) als bekannt, 50 berechnet sich
das zugehorige m : n linear.

Wir kniipfen hieran noch zwei Bemerkungen, die spiter niitzlich
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werden sollen. Zunichst, was die m, n betrifft, so konnen wir diese
aus den vorgegebenen y,, der Formel (26) entsprechend, nicht nur
dem Verhiltnisse nach, sondern auch mit Bestimmung der absoluten
Werthe linear berechnen. Diese Formeln #ndern sich nicht, wenn wir
die y, irgendwie in gerader Weise vertauschen. Denn durch die Ver-
mittelung der Ikosaedersubstitutionen des 4 erfahren die rechter Hand

‘auftretenden w,(4), ,(4) immer dieselben geraden Permutationen, wie

die links stehenden y,. Die m, n hdngen also in der Weise rational
von den y, ab, dass sie bei geraden Vertauschungen der vy, ungeindert
bleiben, oder anders ausgedriickt: die m, n sind als rationale Functionen der
gegcbenen Givdssen a, B, v, V darstellbar. — Wir beachten ferner die Ab-
hingigkeit zwischen den 4, u, welche durch die Formeln (25) vermittelt
wird. Unterwerfen wir 1 irgendwelchen Ikosaedersubstitutionen, so erfahrt
das p, insofern es von den zugehbrigen Y, abhingt (genau so, wie
wir im vorigen f’aragraphen sahen) andere Ikosaedersubstitutionen, die
sich aus den gegebenen durch Verwandlung von & in & ergeben. In-
dem wir der Terminologie folgen, die in dieser Beziehung von Herrn
Gordan eingefithrt wurde, wollen wir die Aenderungen von u als
contragredient zu den Aenderungen von A bezeichnen. Die Formeln
(25) liefern uns umendlich viele rationale Functionen von A, die sich zu
A in diesem Sinne contragredient verhalten®).

§ 5. Auflésung der Hauptgleichungen fiinften Grades.

Bereits in § 1—2 gaben wir das Mittel, um die Auflésung der
Hauptgleichungen fiinften Grades auf eine Ikosaedergleichung zuriick-
zufithren:

H* (@
(28) 1728 f(s)(T)
indem wir 4 als Function der y bestimmten. Wollen wir jetzt riick-
wirts die y, durch die einzelue Wurzel 1 ausdriicken, so konnen wir
uns offenbar der Gleichung (26) bedienen. Ich will dieselbe jetzt so

schreiben, dass ich m, n mit einem Index 1 versehe, damit die Zu-

=Z17

*) Die im Texte bewiesenen Sitze, sowie die sogleich zu entwickelnden
Principien zur Auflisung der Hauptgleichungen fiinften Grades wurden vor Hrn.
Gordan und gleichzeitig von mir am 21. Mai 1877 der Erlanger Societit vorge-
legt. Dabei ging Hr. Gordan von wesentlich anderen Gesichtspunkten aus, auf
die wir hernach zuriickkommen. Auch meine eigene Darstellung war von der
Jotzt im Text gegebenenen einigermassen verschieden und in manchem Betracht
weniger einfach. Vergl. hier iberall meine zusammenfassende Abhandlung:
» Wettere Untersuchungen diber das Ikosaeder* im 12. Bande der Math. Annalen
(1877, Aug.).

g
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sammengehorigkeit unserer Formel mit der Ikosaedergleichung (28)
evident sei. Wir haben dann: '
(29) g = my - 0:(R) + 0y - u(2) - v (4);
betrachten wir spiter statt A das g, so werden Z;, my, %, simultan
in Z,, my, n, zu verwandeln sein. Damit die Auflosung der Haupt-
gleichung mit Hiilfe der Ikosaedergleichung vollstindig set, haben wir offen-
bar nur noch die Z,, m,, n, als rationale Functionen der vorgegebenen
Grissen e, B, y, V 2u bestimmen.

Wir werden spiter sehen, wie man die hiermit geforderte Berechnung
a priori ausfihren kann. Einstweilen folgen wir einem viel elemen-
tareren Ansatze. Wir haben in I, 4, § 12 die Hauptresolvente der Iko-
saedergleichung explicite berechnet, indem wir Z, m, n als willkiirliche
Grossen betrachteten, auch in § 14 daselbst die zugehdrige Quadratwurzel
aus der Discriminante angegeben. Nun folgt aus den Betrachtungen des
vorigen Paragraphen, das jede Hauptgleichung fiinften Grades nach Fixi-
rung eines bestimmten Werthes von V gerade einmal in die Gestalt der
Hauptresolvente gesetzt werden kann. Wir werden also Z,, m, n, in
rationaler Weise bestimmen kinnen, indem wir einfach die Coefficienten
der allgemeinen Hauptresolvente und die Quadratwurzel aus ithrer Discrinv-
nante mit dem Coefficienten ¢, B, y der gegebenen Hauptgleichung (1) und
dem adjungirten Werthe des zugehirigen V vergleichen. Wir wollen dabei
V, wie wir es in I, 4, § 14 thaten, immer folgendermassen definiren:
(30) 25V5-v=]] 4—u,

v<y'

was mit den Formeln (2), (3) des gegenwirtigen Kapitels vertrig-
lich ist.

Indem wir jetzt zunichst nur die beiderlei Coefficienten verglei-
chen, erhalten wir: : '

2. 8
7 o= 8md 4 12m°n + %,
Y.p_ 4 6m2n® + 4mn?® 3nt
@31 Ty o= A A 1—Z + a1 —- 2y’
Z-y 5 40m* n® 15mnt 4 4n’
Ty —m— a=z¢

Ich habe dabei statt Z,, m,, n, zuvorderst noch Z, m, n geschrie-
ben, weil diesen Gleichungen ja ebensowohl Z,, m,, n, genlgen.
Die fernere Rechnung gestaltet sich nun folgendermassen™).

*) Ich entnehme das im Texte benutzte Eliminationsverfahren einer Vor-
lesung von Gordam aus dem Winter 1880/81. Auch Hr. Kiepert hat bereits den
_Vergleich mit der Hauptresolvente in &hnlicher Weise benutzt (Auflosung der
Gleichungen finften Grades, in den Gottinger Nachrichten vom 17. Juli 1878, oder
auch Borchardt’s Journal t. 87 (1879)).
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Aus der ersten der Gleichungen (31) gewinnen wir: )
(32) 1—12 Z Eﬁigaj‘y
Andererseits bilden wir uns:
. et 2= = (= 2
aQ—%.l:l;Z-(Sma—l—Qﬁ)?= %(47;19——175»3

und hieraus:

ot — . L;—Z (Bme 4 28 = % <my — P )

81 1—Z

. . n? .
Hier brauchen wir nur den Werth (32) von t—; einzutragen, um

fir m eine quadratische Gleichung zu erhalten. Ordnen wir dieselbe,
indem wir mit den Nennern heraufmultipliciren, so kommt:

(34)  16m* (o' — B+ aBy) — — m (11e3B + 26 — ap?)
+ L (64e2pr — 270y — By*) = 0.

Durch Auflosung derselben finden wir:

. 11e® 2p%y — ay?) + oV
W -
wo V? genau mit (3) zusammenfillt (wie man verificiren mag) und
das Vorzeichen - einstweilen natiirlich noch unbestimmt bleibt. —
Mit diesem Werthe von m sind die tibrigen Unbekannten ohne Wei-
teres mitbestimmt. Zunichst, was den Werth von Z angeht, so ge-

niigt es, den Werth von aus (32) in die erste der Gleichungen

,n2
1—-Z
(33) einzutragen; wir finden so:

(48am® — 12fm — y)°
(36) 2= Siat (12 (av—%m —7){37) '
Wir erhalten n in entsprechender Weise, wenn wir die erste der
Gleichungen (31) folgendermassen schreiben:

,n2
1—Z

(]21712 -+ T{L_?-Z) n=oaZ— 8m>— 6m-

und nun m und Z als bekannt betrachten. Die Schlussformel wird:
- . 96am® -+ 12fm® 4 6ym — 1277
(37) ne=- 144am? 4+ 12fm 4 ¥
Um jetzt das Vorzeichen von V in (35), und also in (86) und
(87), so zu bestimmen, wie es der Bevorzugung des 4 und der
Bezeichnung m,, n,, Z; entspricht, vergleichen wir (30) mit dem
Klein, Gleichungen 5, Grades. 13

——— -___—-l’ -
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frither angegebenen Differenzenproducte der Hauptresolvente. Es ge-
niigt dabei, einen speciellen Fall zu betrachten. Wir nehmen etwa in
der allgemeinen Hauptresolvente m — 1, n — 0, haben also, den For-

meln (31) zufolge:

12 144
Z Y=

8
o = A =—
Zugleich erhalten wir nach I, 4, § 14:
H(Y’ —Y)=—25V5 i(lzs;@;

v

somit nach Formel (30):

Nun wird nach Formel (35) das m in diesem Falle:

—11.2°—3.193. Z44.12°. (Z— 1)

212 _7.19%. 2 ’
soll also m, wie wir annahmen, gleich 1 sein, so haben wir in (35)
das untere Vorzeichen in Anwendung zu bringen. ‘
Somit haben wir allgemein:
110° 2%y — ay?) — aV

3% m = e T
und hieraus nach (36), (87) das Z, und n,. Die entsprechenden Werthe
von iy, Z,, n, gehen hervor, indem wir durchweg das Vorzeichen
von V umkehren.

~§ 6. Der Gordan’sche Ansatz.

Die gerade entwickelte Methode der Berechung von m,, n,, Z,
hat den Vorzug, unter Benutzung der friiher abgeleiteten Resultate
auf durchweg elementarem Wege zu operiren. Inzwischen lisst sich
nicht liugnen, dass es dabei gewisser, ob auch sehr einfacher Kunst-
griffe bedarf, um die richtigen Combinationen der Gleichungen (31)
einzufiihren, und dass also diese Methode nur wenig in die sonst von
uns festgehaltene Darstellungsweise hineinpasst, bei welcher wir bestrebt
sind, die Resultate der Rechnung der Art nach allemal von vorneherein ein-
zusehen. Ich werde also noch kurz auf diejenige Art der Berechnung
eingehen, welche Hr. Gordan urspriinglich gegeben hat, und dies um
so mehr, als sich daran gewisse weitere Gesichtspunkte kniipfen, die fiir
unsere Gesammtauffassung des Lésungsproblems von Nutzen sind *).

*) Vergl. ausser der bereits soeben genannten Note eine Mittheilung von
Gordan an die Naturforscherversammlung zu Minchen (Sept. 1877), sowie die
grossere Abhandlung : Ueber die Auflisung der Gleichungen vom fimften Grade im
13. Bande der Mathem. Annalen (Jan. 1878).
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Machen wir uns zunichst die Schwierigkeiten deutlich, welche
einer directen Berechnung der Grdssen Z,, m,, %, entgegenstehen,
Wir hatten z. B. fiir Z, die Definitionsgleichung:

T )
Z, = 1728 15 (1)’
wo wir fiir 4 den einen Werth:
A= 1
¥

substituiren mégen. So haben wir in Z, eine rationale Function der
fiinf Wurzeln ¥, - - - 4, vor uns, welche bei allen geraden Vertauschun-
gen der y ungeiindert bleibt. Nun geschieht aber das letztere nur,
weil die y an die Bedingungsgleichungen Xy = 0, Xy* = 0 gebunden
sind, es geschieht keineswegs, wenn wir die y als willkiirlich verénder-
liche Grossen betrachten wollen. Anders ausgedriickt: das Z, ist bei
den geraden Vertauschungen der y allerdings thatsichlich aber nicht
formal invariant. Nun beziehen sich alle Regeln, die man in den ge-
wohnlichen Darstellungen zur Berechnung symmetrischer Functionen ete.
findet, auf Functionen von formaler Symmetrie; es sind diese Regeln
also fiir unseren Zweck nicht unmittelbar zu gebrauchen.

Hr. Gordan umgeht diese Schwierigkeit, indem er die Bedingungs-
gleichungen Xy = 0, 2y* = 0 in allgemeiner Weise durch Functionen
unabhingiger Grossen befriedigt. Er hat dann weiterhin tiberhaupt
mit Functionen independenter Variabler zu thun und kann fiir sie einen
Algorithmus aufstellen, der dem gerade genannten, auf symmetrische
Functionen beziiglichen Verfahren gewissermassen analog ist.

Die unabhingigen Variabelen, welche Hr. Gordan zu Grunde legt,
gind im Wesentlichen keine anderen als die homogenen Parameter
A;, A, und p,, g,. Wir haben schon oben die Verhiltnisse der p; und
andererseits die Verhiltnisse der y, durch diese Gréssen ausgedriickt
[Formel (16), (17)]. Hr. Gordan pricisirt die betreffenden Formeln,
indem er sich die absoluten Werthe der 4, g in geeigneter Weise be-
stimmt denkt und dementsprechend folgendermassen schreibt:

(39) py=Dbdp, p= —Blyuy, py=>5kp, p,=>54p,
worauf y, dem folgenden Ausdrucke gleich wird:
(40) Yo =& Ay — Ay 7 Ay & Ayl

Ehe wir in Besprechung des Gordan'schen Verfahrens weiter
gehen, wollen wir die gegebenen und die gesuchten Grossen alle
durch die hiermit eingefiihrten 4, g ausdriicken. Ich stelle zunichst

die Formeln fiir die Coefficienten «, 8, 7 der vorgelegten Gleichung

fiinften Grades und das zugehdrige V zusammen, Wir haben:
13*
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2 3
(41) e=-— ‘l;z“ =— 40 1 — 4°%,p° — YOS S ST
Zyt ‘ i
(42) f=— ‘2%‘ = = 1144"1 u’ + '113}”2[1'14.'" 3'1121229‘121‘22 — A A
+ Ay,
Zys A I 5
(43) y=— ‘gL = — 4"’ +u")+ 104,% 4,0, — 102,22, !

— 1022270, 0y — 102, 2,%0,20,° + 4,° (1, — ),
) o 1’131',(?/,. D)
25 V5
=400+ Ml — ™) + 2,0 (— 1" — 1p S’ + 5,
+ 4%, (25p,° 0" — 50p,° ") 4 4,4,° (— 50p, ", — 25u,20,%)
+ 4,527 (— Tomw* + 250, 1,%) + 4,22,° (— 25,°u, — Thu,*u,%)
+ 42,7 (— 50p,"wy — 150p,*,%) + 4,°4,7 (+ 150,50, — 50, ")
+ 4040 (1508, w,® + T5p,*w,®) 4 2,44,° (4 THp8p,® — 150p,°w,7)
+ 4°4° (110" — 504p1,® — 114,").
Von den gesuchien Grossen ist uns Z, unmittelbar als Function der 1

bekannt*):
H® (4, 4,)

) %= Tosriam, w0

i Aber auch die m,, n, lassen sich leicht durch die 2, g darstellen,
Tragen wir nédmlich in die Definitionsgleichungen:

Yo =m0, (&), &) + n, - u(4;, 4,) . Ve (g, Ay)

e, ) - Wy (4, 4,) P, &)t (4, ) - Wi, a)
THG, Ay T M4 E Ho b TG,

; Y = 12m,

fiur die y, die Werthe (40) ein, so ergibt sich durch Auflésung:

o DII - -Zv| ° T(lxv lg)
(46) TR, ) M I G, A

wo M,, N, folgende zwei in den w,, w, lincare Formen bedeuten:

(47) M — { py (4,7° — 392,52,° — 261,°2,%°)
! — pp (264,°2,* — 39 AR — 4%,

*) Die Grossen Z,, m,, n,, die an sich mit Z,, m,, n, gleich berechtigt
sind, lassen wir der Kiirze halber bei Seite.
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(48) Ny = p, (TA,°4° + LY e (— A4+ T2,%4,°).%)
Es gilt jetzt, die Grossen Z;, my, n auf Grund der hiermit ge-
gebenen Formeln (41)—(48) rational durch «, B, 7, V darzustellen.

§ 7. Substitutionen der 4, u; invariante Formen.
) H’

Wir miissen jetzt die Uminderungen kennen lernen, welche die
A, Ay, @, @ bei den Vertauschungen der y erfahren. An sich sind
diese Uminderungen allerdings nicht vollig bestimmd. Denn von den
vier Grossen A, u ist eine, auch wenn wir den absoluten Werthen der
y, Rechnung tragen, iiberzihlig. Wir fanden oben, dass bel den ge-
raden Vertauschungen der y,, die wir mit S und T bezeichneten,
% 4ie ebenso benannten Ikosaedersubstitutionen erfihrt, wihrend
2

::—‘ Substitutionen erleidet, die sich aus diesen durch Verwandlung
2
ty 2

von & in & ergeben. Wir bemerkten ferner, dass W aus - durch
2

2
die cyclische Vertauschung (¥;, ¥s, Ys» y,) hervorgeht und dass eine Wie-

2

derholung dieser Operation aus % das — ;"— entstehen ldsst. Auf

2 1
Grund dieser Siitze werden wir jetat fiir Ay, Ay, ty, We homogene lineare

Substitutionen von der Determinante Eins derart definiren, dass riick-

wirts aus thnen vermige (40) die geeigneten Permutationen der vy, folgen.
Zu dem Zwecke setzen wir zunichst, unter Benutzung der homo-

genen Ikosaedersubstitutionen von der Determinante Eins:

(49) 8: A = &4, 1) = &4y; w o= ey, By = i)

(VB = — (e — 9k + (& — A,

VoA = (& — & + (e — eHig;

Vo ou =E—&)u +E—

V5 = (e — e,  — (& — &)y,
wobei die Formeln fiir die g aus denjenigen fiir die A wieder hervor-
gehen, indem man & durch & ersetzt**). Bringen wir diese Substi-

(50) T:

>’;)7§E'Veriﬁcation der fiir M,, N, mitgetheilten Aupsdriicke wolle man be-
achten, dass die Determinante

oM, oM, |
l“ [ 0y
L EN, ¢ N,
! ou Op, 5\

einfach gleich H (4,, 4,) ist. ‘ _ \ , \
*+) Hierbei dndert, was man nicht ibersehen darf, ¥5 = ¢ 4ot — et — ¢
sein Vorzeichen.

“.{\3‘ l

|
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tutionen bei (40) in Anwendung, so folgt in der That, wie es
seln muss;:

S: y; =Y 41,

Ty =0 9 =¥ 9 =0, %' = Y, 9 = ys
Dabei sind die Vertauschungen der y, die durch Verbindung von S
und 7' entstehen, den entsprechenden Substitutionen der 4, u natiirlich
nur hemiedrisch isomorph: es sind 120 Substitutionen der 4, g und
nur 60 Vertauschungen der y. Dieser Umstand erklirt sich dadurch,
dass unter den Substitutionen der 4, u sich folgende befindet:

Wo=—h, 4 =—4, wo= g, = — o,
bei welcher die y,, als bilineare Functionen der 4, u, simmtlich unge-
indert bleiben.
Wir fithren ferner die nachstehende Substitution ein, die wir kurz-
weg als Verfauschung von 4 und u bezeichnen:

(1) =2, p =2, 1 = Hy A = — .
Aus den Formeln (40) ergibt sich dann:
) y'v = Yov,

also in der That die schon frither benutzte ungerade Permutation der
¥. In Uebereinstimmung ebenfalls mit dem Fritheren kommt bei Wie-
derholung von (51):

A =12, A =—4; p = gy = — g,

d. h. die sonst mit U bezeichnete homogene Ikosaedersubstitution.

Statt der zweiwerthigen oder symmetrischen, homogenen Functionen
der y, werden wir nun iberhaupt solche rationale und insbesondere
ganze homogene Functionen (Formen) der ,, 4, ins Auge fassen,
welche bei den Substitutionen (49), (50) bez. (51) ungeiindert bleiben.
Ist dies nur bei (49), (50) der Fall, so sollen sie Invarianten schlecht-
hin genannt sein, wihrend wir, wenn Unverinderlichkeit auch bei (1)
hinzutritt, von wvollkommencn Invarianten sprechen wollen. Es kann
sein, dass eine Invariante bei (51) einfach ihr Zeichen umkehrt; wir
nennen sie dann alternirend. Ist eine Invariante weder vollkommen
noch alternirend, so wird sie vermdge (51) mit einer zweiten zu-
sammengeordnet. Das Verhdltniss der beiden Invarianten ist dann
ein gegenseitiges, denn die Wiederholung von (51) ist eine Ikosaeder-
substitution und fiihrt also zur urspriinglichen Invariante zuriick.

Offenbar ist &, B und p eine vollkommene, V eine alternirende
Invariante. Die sonst noch von uns benutzten Formen f (4, 4,),
H (4, &), T(4, 4,), M,, N, reprisentiren den allgemeineren Typus.



[ T

11, 3. Theorie der Hauptgleichungen. 199

. [ 4
Indem ich die ersteren drei fortan der Kiirze halber mit i, H, T,
benennen werde, sollen die Formen, welche durch Vertauschung von
4 und p hervorgehen, mit f,, H,, T,, M,, N, bezeichnet sein.

§ 8. Allgemeines iiber die von uns ausgufiihrenden Rechnungen.

Die Fragestellung des § 6 verlangt, gewisse rationale Invarianten
rational durch die «, B, p, V auszudriicken. Zu dem Zwecke mogen
wir zunichst fragen, welche ganzen invarianten Functionen (Formen)
ganze Functionen der e, 8, y, V sind? Offenbar alle diejenigen und
nur diejenigen, die ganze Functionen der y, sind. Dies sind aber alle
solchen Formen, welche in den 4,, 4, und g, u, beziehungsweise den-
selben Grad haben. Denn einmal ergibt jede ganze Function der
Y» gewiss eine ganze Function von gleichem Grade in den A und g,
andererseits aber kann jede Form der 1, u, die in den i und g vou
gleichem Grade ist, als ganze Function der Terme i, g,, Ap, A,
4yu, angeschrieben werden, und diese Terme sind, von Zahlenfactoren
abgesehen, den p,, p,, »;, p,, d. h. ganzen Functionen der Y gleich™®).”

Auf Grund dieses Satzes wird unsere Methode jetzt die sein, dass
wir eine vorgelegte rationale Invariante, welche wir als rationale
Function der «, 8, y, V darstellen sollen, durch Zufiigen geeigneter
Factoren in Zihler und Nenner so umgestalten, dass Zihler und
Nenner fiir sich genommen invariante Formen gleichen Grades in den
4, u werden, worauf wir Zihler und Nenner einzeln als ganze Function
der a, 8, y, V berechnen.

Was nun die Auswerthung solcher ganzer Functionen angeht, so
bemerken wir, dass sich jede invariante Form gleichen Grades in den A, A,
und y, w, wm eme vollkommene wund eine allernirende Invariante spalten
lisst. In der That, sei F; die vorgelegte Form, F, die zugeordnete
Form, die aus ihr durch Vertauschung von i und g entsteht. So
setzen wir einfach:

Fl + F Fx _ sz .

(52) === 42

.. F, . . .
Hier ist E—g-—? als vollkommene Invariante eine ganze Function der

«, B, y allein, 1 - s aber zerfillt, als alternirende Invariante, in das

Product von V mit einer ganzen Function der «, 8, .
Die wenigen, hiermit aufgestellten Regeln gestatten uns, die Be-
rechnung der Grossen m,, n;, Z, auf directem Wege in Angriff nehmen.

*) Vergl. die analoge Bemerkung im Schlussparagraphen des vorigen
Kapitels.




. :\,\‘.:

200 " H, 3. Theorie der Hauptgleichungen.

-
§ 9. Neuberechnung der Grisse m,.

Es ist m, in unserer neuen Schreibweise:
\ M,

(53) m; = ﬁ

Hier werden wir jetzt zunichst Zahler und Nenner mit einer solchen
invarianten Form multipliciren, dass beiderseits gleicher Grad in den
4, @ resultirt. Offenbar ist es am einfachsten (ob auch durchaus
nicht nothwendig), f, als solchen Factor zu wihlen, Wir schreiben
demnach:

M,
(54) my = 2ol ij -

In dieser Formel ist der Nenner an sich eine vollkommene Invariante;
den Zihler aber unterwerfen wir dem eben bezeichneten Spaltungs-
processe. Wir erhalten so:

Mf, + M, M,f, — M,f
(55) ml=( f, + M;;ﬂg 11 2f);
die Berechnung von m, ist also darauf zuriickgcfiilrt, die beiden voll-
‘kommenen Invarianten :

M f, + M.f, wnd fifs

sowie die alternirende Invariante:
M, f; — Myf,

durch geeignete ganze Functionen von @, B, y bez. von a, B, y und V 2u ersetzen,

Wir erledigen die nun noch vorliegende Aufgabe, indem wir ein-
mal den Grad der zu Vergleich kommenden Formen in den A, uin
Betracht ziehen, andererseits auf die expliciten Werthe unserer Formen
mm den 2, u (wie wir dieselben in § 6 mittheilten) zuriickgreifen. Die
soeben genannten Invarianten (M, f;, + M,f) ete. sind in den A, u
beziehungsweise vom Grade 13, 12 und 13. Andererseits weisen
@, B, ¥, V betreffs derselben Variabelen die Gradzahlen 3, 4, 5, 10
auf. Daher schliessen wir zuniichst, dass (B, f, + DLF,) eine lineare
Combination der Terme a’B, ay®, B’y sein muss, dann ferner, dass
fif; einer ebensolchen Verbindung von ot g3, afy gleich wird, end-
lich, dass (M, f, — DL,7,) bis auf einen numerischen Factor mit «V zu-
sammenfillt. Um die hier noch unbestimmten Zahlencoefficienten zu
berechnen, geniigt es, bei den expliciten Werthen der einzelnen
Formen auf nur einige. Terme zu achten, also etwa auf dje An-
fangsterme, die sich ergeben, wenn wir die Formen nach absteigen-
den Potenzen von 4, und aufsteigenden von 4, ordnen. Ich theile
hier, der Vollstindigkeit halber, die Anfangsterme der von uns in
Betracht zu ziehenden Formen Je bis zu derjenigen Grenze mit, bis
zu der wir sie wirklich gebrauchen. Wir finden nach § 6:
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M,f, + M.f,
=2, "%, ", +1 Ly "t 2, 2,174, (— 264, O, 2390, "0, e )+
fifs = A4, (e + 1100, — ™) + -y

M\ f, — Myf, = '1113!‘112!‘*2 + -y
sowie:

= 2, w® + 4,4, (— p 0wt 4 Bu w4+ -
ap? =, (2u,"p," 4 2 0") + 4,174, o+ -,
By = 4,1 (1,2 + 20w + pP0") + 44, )+,

ot = A, %p 44,1 0,000 -,
B = — 3,%p w34, Ayp, P, - - -,
afy = —A"2(u 0+ u ")+ 24,V 4, (e + 10p,°0,° — ")+,

aV = — 4,%u, Py + - - .
Aus diesecn Werthen lesen wir nun ohne Weiteres ab:

Mify + Myf, = 11e’B + 2%y — ar?,

(56) fifo =o' — B + aBy,
Mf, — Myfy = — oV,

und also schliesslich:

(57 m, == (11e°f 4 2p%y — ay’) — eV

24 (a* — §° + efy)

was genau der oben in Formel (38) mitgetheilte Werth ist.

In derselben Weise konnten wir jetzt natiirlich auch noch », und
Z, berechnen: die betreffenden Rechungen wiirden nur etwas umstéind-
licher werden, weil es sich beil ihnen um Bildungen hoheren Grades
in den 4, g handelt. Man wird diese Rechnungen, wie immer in &hn-
lichen Fillen, durch zweckmissige Reductionsprincipien in eine grossere
Zahl kleinerer Schritte zerlegen konnen (vergl. die Gordan’sche Arbeit).
Wir gehen hierauf nicht ndher ein, da wir in § 5 fiir n,, Z, ja doch
schon einfache Formeln erhalten haben, und das Princip der Gordan-
schen Berechnungsweise an dem Beispiele von m, bereits hinldnglich
erkannt wird.

§ 10. Geometrische Deutung der Gordan’schen Theorie.

In den vorhergehenden Paragraphen ist die Gordan'sche Theorie
rein algebraisch exponirt worden; wir werden dieselbe unseren sonsti-
gen Betrachtungen noch niher bringen, wenn wir mit kurzen Worten
ihrer geometrischen Bedeutung gedenken. Wir haben dabei die Ver-
hiltnisse 4, :4, und g, : p,, wie wir dies schon im Schlussparagraphen
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des vorigen Kapitels in Aussicht nahmen, als Coordinaten auf der

Hauptfléiche zu interpretiren. Eine Gleichung:

¥, Ays g, !‘2) =O

definirt dann eine auf der Hauptfliiche verlaufende Curve, deren Schnitt-
punkte mit den Erzeugenden erster und zweiter Art der Zahl nach
durch den Grad von F in g bez. A bestimmt werden. Ist F eine In-
variante, so geht die betreffende Curve bei den 60 geraden Colli-
neationen in sich tiber, ist also, sofern sie irreducibel ist, hali-
regulir. Die Curve wird (unter der gleichen Bedingung) regulir, wenn
die Invariante ¥ vollkommen oder alternirend ist.

Interpretiren wir in diesem Sinne die in den vorangehenden Pa-
ragraphen auftretenden Invarianten, so werden wir zu lauter Curven
gefiihrt, deren Bedeutung uns entweder unmittelbar deutlich oder doch
von frither her bekannt ist. Die Curven a = 0, =0, y = 0 sind
uns oben als Schnittcurven der Hauptfliche mit der Diagonal-
fidche etc. entgegengetreten™). V = O ergibt eine Curve, die augen-
scheinlich in 10 ebene Bestandtheile zerfillt; £, = 0, H, = 0, T}, = 0
repriisentiren gewisse Aggregate von 12, bez. 20 oder 30 Erzeugenden
erster Art. Was aber bedeuten M, = 0, N, = 0? Aus der Gestalt
von JM,, N, geht unmittelbar hervor, dass es sich um Curven der
14., bez. der 8. Ordnung handelt, welche die einzelne Erzeugende
erster Art nur je einmal schneiden. Es sind dies dieselben Curven, dic
wir frither durch Formeln folgender Art dargestellt haben:

(58) 0Yr =1t (4, &) - Wy(4,, 4y) bez. oy, = W,(4y, 4,).
In der That werden wir zu diesen Formeln zuriickgefiihrt, wenn

. . . 1
wir aus M, = 0 oder N, =0 das —E‘— als rationale Function von T
2

bestimmen und den gefundenen Werth in die Formeln (40):
Yo = & hp — & hp + & Apy + hyy,

eintragen. In demselben Sinne repriisentirt offenbar folgende Gleichung:
(59) m-T (A, 2) - N, + 1202 (3, 1) - M, =0
die ganze Schaar jener Curven 38. Ordnung, die wir in § 4 des gegen-
wiirtigen Kapitels betrachteten (siche Formel (27) daselbst).

Wir wenden uns jetzt insbesondere zu der im vorigen Paragraphen
gegebenen Berechnung von m,. Urspriinglich war, nach (53):

M,

m, == —l—é‘f:;

*) Indem wir uns fiir « der in (41) gegebenen Darstcllung bedienen, kinnen
wir jetzt mit Leichtigkeit die frither ausgesprochene Behauptung beweisen, dass
die Curve « = 0, d. h. die Bring'sche Curve, keinerlei wirkliche Doppelpunkte be-
sitzt, also irreducibel ist und dem Geschlechte p = 4 angehort.
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es ist also m, eine Function auf der Hauptfliche, welche liings der
Curve 14. Ordoung M; = O verschwindet und fiir die 12 Erzeugenden
erster Art f, = O unendlich wird. Indem wir jetzt schreiben, wie in
(b4) geschah:

M, f;

121, 1,

haben wir offenbar die beiden Curven M, =0, f; = O durch Hinzu-
fiigen der Curve f, = 0, d. h. eines Aggregats von 12 Erzeugenden
zweiter Art, zom wvollstindigen Schnitte der Hauptfliche mit je einer
zutretenden Fliche ergiinzt; die ausschneidenden Flichen konnen dann
insbesondere so angenommen werden, dass sie selbst bei den 60 ge-
raden Collineationen in sich ilbergehen und also durch Nullsetzen
ganzer Functionen von «, 8, y, V reprisentirt werden. — Hiernach
diirfte die Structur der Formel (57) und auch das Maass ihrer Will-
kiirlichkeit geometrisch deutlich sein. Ich iiberlasse dem Leser, sich
in dhnlicher Weise die Bedeutung der Formeln (36), (87) fir Z, und
n, zurechtzulegen. '

”Zl =

§ 11. Algebraische Gesichtspunkte (nach Gordan).

Wir haben die Gordan’sche Theorie bisher so dargestellt, wie sie
urspriinglich entstanden ist, nimlich als directe Methode zur Berech-
nung der bei Auflosung der Hauptgleichungen fiinften Grades auf-
tretenden Grossen. Inzwischen hat Hr. Gordan in seiner ausfiihrlichen,
im 13. Apnalenbande publicirten Abhandlung den Standpunkt wesent-
lich hoher gewihlt; er hat sich die Aufgabe gestellt: das volle System der
swarianten Formen F(A,, Ay w,, uo) und miglichst viele zwischen dicsen
Formen bestehende Relationen zu bilden. Dabei findet er 36 System-
formen, von denen diejenigen, die von e, 8, y, V verschieden sind,
durch Vertauschung von 4 und p zusammengehoren. Wir konnen
auf diese Resultate nicht niher eingehen, miissen aber der Methode
gedenken, deren sich Hr. Gordan zur Ableitung derselben bedient.
Man erinnere sich, wie wir frither H(4,, 4,), T(4,, 4,) aus f(4,, Z,)
durch Differentiationsprocesse der Invariantentheorie abgeleitet haben.
Genau so gewinnt jetzt Hr. Gordan seine Formen, indem er:

o= — 2w u — %A p’ — 440 4 P’
als ,doppelthinire Grundform mit zwei Reihen unabhiingiger Variablen®
an die Spitze stellt.

Erwihnen wir in dieser Hinsicht zuniichst, wie jetzt f(4;, 4,)
[die Grundform des lkosaeders] zu definiren ist. Man betrachte in «

P
i

'
|
{
i

\

die 2,, 4, als constant, d. h. a als bindre Form dritter Ordnung

allein der p,, w,. Dann ist, behaupte ich, von einem Zahlenfactor
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abgesehen, [ die Discriminante dieser Form dritter Ordnung. Wir besti-
tigen dies durch directe Ausrechnung. Den gewohnlichen Regeln
folgend bilden wir zuniichst die Hesse'sche Form von & und finden
bis auf einen Zahlenfactor die folgende, in den w quadratische Invariante:
(60) == pu® (—4,° — 34, 4°) + 104, 4, 2,°2° 4 p,* (34,°%, — 4,%),
die wir spiter noch gebrauchen werden. Wir berechnen ferner die
Determinante von 7 und kommen in der That, von einem numerischen
Coefficienten abgesehen, auf

f= 111112 + 11116'126 — A A1
zuariick.

Erliutern wir ferner, wie Hr. Gordan die Umkehrformeln ge-
winnt, die wir in § 4 aufstellen konnten, indem wir diejenigen Kennt-
nisse, die wir friiber (I, 4, § 12) gewissermassen zufilligerweise durch
Aufstellung der Hauptresolvente der Ikosaedergleichung gewonnen
haben, in Anwendung brachten. Bei Hrn. Gordan bilden diejenigen
Invarianten, die in u,, u, linear sind, den Ausgangspunkt. Er zeigt,
dass vier verschiedene dieser Invarianten existiren, unter welchen die-
jenigen beiden, die in den 4 vom niedrigsten Grade sind, genau mit
unseren N,, M, zusammenfallen®*). Nun sind die y, der Formel (40)
zufolge:

— o 3 2 :

Y = & Ay — & A - SV Ay 1+ E

| selber lineare Formen der u,, u,. Daher konnen wir von vorne-
' herein schreiben:

(61) ay, = b, - M, +c- N,
wo die Coefficienten a, b,, ¢, der Identitit zu entnehmen sein werden:
Y M, N, l

|
|
|

‘ oyr oM, 0N,
! Cwm Opy —37 = 0. ;
L, cu, uy

Hier ist a als Functionaldeterminante der M,, N, selbst eine Inva-
riante; wir sahen bereits oben, dass sie mit H (4,, 4,) zusammenfillt.
Dagegen sind b,, ¢,, wie die y, selbst, nothwendig fiinfwerthig. Indem
wir sie als Functionaldeterminanten von y, und N;, bez. y, und M,

*) Eine dieser 4 Invarianten ist, wenn wir sie mit H, multipliciren, in der
allgemeinen Form m - T, - N, 4+ 120 - f;* - M, enthalten, deren Verschwinden
jene Curven 38. Ordnung vorstellt, die wir frilher betrachtet haben. Unter diesen
. Curven ist also neben M, =— 0, N, = 0 noch eine dritte vorhanden, deren Ord- ,
nung sich auf eine niedere Zahl, nimlich aunf 18, reducirt. l
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berechnen, bekommen wir jetzt hinterher dieselben Grissen, die wir
frisher mit W,(4,, 4,) und 4(4,, 4,) - W,(4,, 4;) bezeichnet haben. In
der That muss ja Formel (61), in unseren fritheren Bezeichnungen ge-
schrieben, folgendermassen lauten:

(62) H(y, &) 9y =Wi(4y, &) My + t(Ry, A) - Wa(Ry, ) - Ny
man vergleiche etwa Formel (46) oben. Wir kionnen sagen, dass
. Gordan's hiermit geschilderte Entwickelung dieser Formel die genaue
Umkehr der unsrigen ist. Der weitere Gang der Rechnung ist dann

beiderseits derselbe. Um die y, durch die 4 und die sonst gegebenen
Grossen auszudriicken, fiihren wir in (62) statt M,, N, die Ausdriicke
M1 M N T1

1270 M T 4.7

ein, d. h. Quotienten, welche in 4,, 4, und yu,, y, gemeinsam von der
ersten Dimension sind, und berechnen dann diese als rationale Functionen
der «, B, y, V in der Weise, wie es in § 9 speciell fiir m, ausge-
fiihrt wurde.

Wir verweilen noch einen Augenblick bei Gordan’s Ableitung der
Formel (62). Offenbar konnen wir dieselbe folgendermassen in Worte
fassen. Da die y, bilineare Formen der 4,, 4, und u,, , sind, so
verlangt ihre Bestimmung, wenn wir 4, (was gestattet ist) beliebig
annehmen, sodann 4, : 4, aus der zugehorigen Ikosaedergleichung ge-
funden haben, nur noch die Kenntniss der u,, p,. Diese nun gewinnen
wir, indem wir die beiden in w,, w, linearen Invarianten M,, N,
heranziehen wnd sie als rationale Functionen der A, A, wund «, B,
y, V berechnen. In "der That haben wir so zwei lineare Gleichungen
fiir w,, w; lésen wir dieselben nach g,, w, auf und tragen die ent-
stehenden Werthe in die Formel fiir y, ein, so haben wir das gesuchte
Resultat, dasselbe, welches in abgekiirzter Form durch (62) vorgestellt
wird. — Oder wir konnen auch so sagen. Setzen wir M, = 0, so
bestimmen wir damit in der biniren Mannigfaltigkeit g, : u, ein erstes,
zu dem Elemente 1, : 4, contragredientes, oder, allgemreiner ausgedriickt,
covariantes Element. Ein zweites, ebensolches Element gewi.nnen wir,
wenn wir N; = 0 nehmen. Unsere Aufgabe ist es, dasjenige Ele-
ment innerhalb g, :u, zu finden, welches durch y, = 0 reprisentirt
wird. Wir erledigen diese Aufgabe in (62), indem wir y. aus den
beiden covarianten Elementen M,, N, mit Hiilfe geeigneter Coeffi-
cienten zusammensetzen, also genau nach denselben Grundsitzen der
stypischen Darstellung® verfahren, welche wir schon oben bei Be-
sprechung der Tschirnhaustransformation benutzten. — Die hiermit
bezeichnete Auffassungsweise wird spiter in verallgemeinerter Form
wiederholt zur Geltung kommen.

m1=
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§ 12. Die Normalgleichung der 7,.

In unserer allgemeinen Uebersicht der verschiedenen zur Ldsung
der Gleichung fiinften Grades eingeschlagenen Wege haben wir oben
(I, 1, § 1) die Methode der Resolventenbildung von derjenigen der
Tschirnhaustransformation getrennt, dabei aber bemerkt, dass man die
eine Methode immer in die andere umsetzen kann. Indem wir die
Hauptgleichungen fiinften Grades direct mit Hiilfe der Ikosaederglei-
chung losten, haben wir die Methode der Resolventenbildung befolgt.
Sollen wir statt ihrer die Methode der Tschirnhaustransformation zur
Darstellung bringen, so werden wir irgend eine der Resolventen
fiinften Grades, die wir in I, 4 fir die Ikosaedergleichung aufgestellt
haben, als Normalgleichung zu Grunde legen miissen.

Am zweckmissigsten scheint in dieser Hinsicht die Resolvente
der r,, die wir in'§ 9 L c construirten und der wir damals die fol-
gende Form ertheilt haben:

(63) Z:Z—1:1=(@r—3)0°(*—11r 4 64)
sr (r? — 10r + 45)°
: — 1728,
In der That haben wir bereits friher (§ 13 L ¢) die u,, v, durch

r, rational dargestellt:

12 v — 12
r2 — 107, + 45’ VT e — 3

u‘v=

tragen wir diese Formeln in unsere jetzige:
. . Yo =My - Uy Ry Uy Oy
ein, so erhalten wir unmitielbar die Darstellung der y,. durch die Wurzeln
der Normalgleichung (63):
12(r, — 8)m, + 144n,
(64) Y=, =8 (2 — 107, + 45)

Es fragt sich nur noch, wie wir:

&Gy &)
¥y = —

s %)
als rationale Function des y, berechnen. Wir werden hier einen
ahnlichen Weg einschlagen, wie soeben (in § 9) bei der Berechnung
von m,. Sei der Kiirze halber:

tV(ln A)=t,1, AT @) =1t 2,
go schreiben wir der Reihe nach:
t3, 1° 1
U Y A
__[t,.z,l . f2 +t3,2‘fx]+ [tf,l-fz - t,2,,2 fl]
o 2f, 1 '

.

e ~
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Hier ist f, - f;, wie wir wissen, gleich (a* — 8° 4+ «fy). Nun kénnen
wir in ganz entsprechender Weise (durch Zuriickgehen auf die expli-
citen Werthe in 1,, 4, und p,, p,) die beiden Bestandtheile des
Zshlers berechnen. Denken wir uns einen Augenblick statt der 1, g
die y eingefiihrt, so sind diese Bestandtheile solche ganze Functionen
der y, die ungeiindert bleiben, wenn man digjenigen vier y, welche von
unserem festen y. verschieden sind, in beliebiger Weise, resp. in gerader
Weise, permutirt. Nun sind die Potenzsummen dieser vier y ganze
Functionen von ., a, B, p, ihr Differenzenproduct aber ist gleich
5V:(y,* + 2ay, + B), wo (y* + 2ay + B) den durch 5 dividirten
Differentialquotienten der linken Seite unserer Hauptgleichung be-
zeichnet. Daher wird [t 1-f, + t 2 - fi] eine ganze Function wvon
Yo, &, B, v sein, [t 1-f, — & - f;] aber in das Product einer solchen

ganzen Function und der Grisse zerfallen. Es ist un-

v
y* + 2ay + B
nothig, dass ich in die Einzelheiten der Rechnung eingehe; ich will
also nur das Resultat mittheilen*). Man findet:

(65) 2(a* — B+ aB) 7, |
— [y + 26 5.4 + (@ — Br) 9* — BB 4o + (4a%y + 132y,

+ (11t 9apy)) — [ ey o+ Bt + &) frpgisp |

Fassen wir zusammen, so haben wir Folgendes: Wir haben in
(65) die Tschirnhaustransformation, welche die gegebene Hauptyleichuny
in die Normalgleichung (63) verwandelt; haben wir sodann dic Wurzeln
r, der letzteren bestimmt, so gibt uns (64) die expliciten Werthe der ge-
suchten y,. .

§ 13. Die Bring’sche Transformation.

Ich habe .die Formeln des vorigen Paragraphen um so lieber aus-
fithrlich mitgetheilt, als sich aus ihnen, wie ich jetzt zeigen werde,
alle Formeln ableiten lassen, deren man bei Durchfiilhrung der Dring-
schen Tramsformation bedarf*¥). Es seien y,, y,, ¥, ¥s, y,~und
Yoy 915 45 Y5, ys die Coordinaten zweier Punkte der Hauptfliiche, welche
derselben Erzeugenden erster Art angehdren. Dann erhalten wir fiir
die entsprechenden Hauptgleichungen die nimlichen Z und r,***),

" *) Siehe Math. Apmn. t. XII, pag. 556.

*+) Siehe die analogen Formeln bei Gordan in Bd. 13 der Math. Annalen,
pag. 400 ff.

**%) (Oder richtiger Z, und 74, s, wie wir schon im vorigen Paragraphen hitten
schreiben kdnnen.

]
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withrend wir die iibrigen bei ihnen in Betracht kommenden Grossen
je durch Zufiigen eines Accentes unterscheiden, also den «a, g, y, A,
m,;, n, der ersten Gleichung bei der zweiten Gleichung o', g/, 3*, V/,
m,', n," entgegenstellen wollen. Ich sage nun, dass eine doppelte An-
wendung der Formeln (64), (65) geniigt, wm die eine der Hauptglei-
chungen in die andere zu transformiren, bez. thre Wurzeln durch die
der zweiten auszudriicken. Wir wollen die Gleichungen (64), (65),
wenn sie mit accentuirten Buchstaben geschrieben werden, der Kiirze
halber als (64"), (65") bezeichnen. Dann besteht das ganze hier
nithig werdende Verfahren evidenter Weise darin, dass wir das eine
Mal, vermdge (65), die », durch die y, und dann, vermdge (64"), die
y,’ durch die ¥, ausdriicken (was die gesuchte Transformation ist),
dass wir dann aber riickwirts, vermoge (65"), die #, als Functionen
der y, berechnen und nun aus ihunen, durch (64), die y, finden.

Die Bring'sche Theorie erledigt sich durch einen speciellen Fall des allge-

meinen, hiermit gegebenen Ansatzes. Die Erzeugende erster Art nimlich,
welche den Punkt y trigt, begegnet der Curve @ = 0 in drei Punkten:
wir erhalten die Bring’sche Transformation, wenn wir einen dieser Punkte
als y* withlen. Analytisch heisst dies, dass wir m,’, %, so bestimmen
sollen, dass in der Hauptgleichung fiir y* der Term mit y'? fortfillt.
Ein Blick auf die allgemeine Hauptresolvente, I, 4, § 12, ergibt uns
sofort die cubische Gleichung, der m,’, n,” demzufolge geniigen miissen,
mit anderen Worten: die cubische Hiilfsgleichung, deren die Bring'sche
Theorie bedarf; es ist folgende: .
(66) smt 4 12min 4 AT _
Sie hingt, wie a priori deutlich, nicht mehr von dem einzelnen Punkte
y ab, sondern nur noch von der Erzeugenden erster Art, auf welcher
dieser Punkt gelegen ist, bez. von den 60 Erzeugenden, welche aus der
genannten vermdge der geraden Collineationen entstehen. — Wir haben
betreffs der Bring’schen Theorie nichts weiter hinzuzufiigen; héchstens
konnten wir noch darauf aufmerksam machen, dass (65°) jetzt sehr
einfach wird, indem o =0 ist*). Auch wird es niitzlich sein, her-
vorzuheben, dass wir bei der trinomischen Gleichung, welche wir durch
Ausfihrung der Bring’schen Transformation erhalten, allemal von
vorneherein die Quadratwurzel aus der Discriminante kennen.

*) In dhnlicher Weise, wie die Bring’sche Transformation vermoge (66), er-
ledigt sich mit Hilfe einer Gleichung vierten Grades die Aufgabe, aus der
gegebenen Hauptgleichung eine andere herzustellen, fir welche f' = 0 ist. Auf
die Durchfiihrbarkeit dieser Aufgabe hat, wie es scheint, zuerst Jerrard aufmerk-
sam gemacht [Mathematical Researches, 1834].
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§ 14. Die Normalgleichung von Hermite.

Nun wir die Bring’sche Theorie so einfach mit unseren Ent-
wickelungen in Zusammenhang gebracht haben, wollen wir das Gleiche
mit der Normalform versuchen, welche Hermife der Lisung durch
elliptische Functionen zu Grunde legt. Wie wir oben sahen (II, 1,
§ 4), lautet dieselbe folgendermassen:

(67) Y°— 2+.5% it (1 — )2 ¥ — 26 /B2 03 (1 — uf)? (1 4 u5) =0,
wo u® = x®. Wir werden fragen, ob diese Gleichung in der allgemei-

nen Hauptresolvente der Ikosaedergleichung als specieller Fall ent-
halten ist, sobald wir Z (die rechte Seite der Ikosaedergleichung) gleich

(68) £ R I e e

4 27 w1 — w9t
setzen, wie wir dies oben (I, 5, § 7) thaten, als es sich um die Auf-
losung der lkosaedergleichung durch elliptische Modulfunctionen han-
+ delte, — wir werden fragen, weshalb Hermite bei seinen Unter-
suchungen gleich anfangs zur Bring'schen Form gefiihrt werden
konnte, withrend doch jede Hauptgleichung fiinften Grades (durch Ver-
mittelung der Ikosaedergleichung) mit Hiilfe der elliptischen Func-
tionen gelost werden kann, und die Bring'sche Form unter den
unendlich vielen Hauptgleichungen mit einem Parameter, die es gibt,
keineswegs die einfachste ist.

Zur Beantwortung dieser Fragen setzen wir in (G6) fiir Z die in
(68) angegebene Function von x* ein. Der Erfolg ist, dass die cubische
Gleichung (66) reducibel wird. In der That geniigen wir derselben,
wie man sofort bestitigt, wenn wir

m:n=3x:2 (2 — Hu® 4 247
wihlen. Ich will dementsprechend setzen:
(69) m=3x" (1 4+ %), n=2 (14 x*) (2 — bx® + 2x").
Die Coefficienten der in I, 4, § 12 gegebenen Hauptresolvente ziehen
sich dann betrichtlich zusammen, so dass wir die Gleichung erhalten:
(10) 4 — 20355510 (1 —?)? y — 2. 310202 (1 — 4?2 (1 %) = 0,
Hier brauchen wir nun fiir ¥ nur noch zu substituiren:
(1) y= 1/% Y,

9n

um genau die Hermite'sche Gleichung zu finden.

Unsere exste Frage ist also zu bejahen. Zugleich wird man dic Be-
antwortung der sweiten Frage in dem Umstande erblicken, dass Hermite

Klein, Gleichungen 5. Grades. 14

USROS USRI S §



i}

210 II, 8. Theorie der Hauptgleichungen.

nicht mit den rationalen Invarianten g,, ¢, sondern durchwey mit »*
operirte. .

Berechnen wir jetzt fiir die Hermite'sche Gleichung, oder, was auf
dasselbe hinauskommt, fiir (70) das zugehorige Z,, so kommen wir

natiirlich bei richtiger Wahl des Vorzeichens von V zu %3 zuriick®).

Aber auch fiir Z, kommt ein sehr einfacher Werth; man findet, indem
man in dem Ausdrucke fiir Z, das Vorzeichen von V umkehrt:

1 14 2 4\8
(12) 7, — G )

Es st dies, wie in der Theorie der elliptischen Functionen gezeigt wird,
einer der drei Werthe, welche aus g} durch quadratische Transformation

des elliptischen Integrals entstehen. Wir konnen den interessanten Zu-
sammenhang der Bring'schen Curve mit der quadratischen Transfor-
mation der elliptischen Functionen, der sich hier darbietet, an dieser
Stelle leider nicht weiter verfolgen®**).

Wir begniigen uns hier, indem wir bis auf Weiteres diese Ent-
wickelungen abbrechen, mit der Thatsache, dass sich die Bring'schen
und Hermite'schen Formeln den unseren einfiigen. Erst im fiinften
Kapitel werden wir unter allgemeinen Gesichtspunkten auf unsere
jetzigen Resultate zurlickkommen und die Frage zu beantworten
suchen, welchen theoretischen Werth dieselben besitzen mogen.

nehmen. :
*¥) Vergl. Gordan, 1. c., oder auch meine bereits genannte Mittheilung in
den Rendiconti des Istituto Lombardo vom 26. April 1877.

#*) Man vergl. meine Abhandlung: Ueber die Transformation der elliptischen
Functionen und die Aufiosung der Gleichungen finften Grades im 14. Bande der
Mathem. Annalen (1878), insbesondere p. 166 ff. dortselbst.

*) Man hat dabei (fir (70)) V = 212 . 820. 3 (1 — %)% (1 — 62 4 x%) zu~

N
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Kapitel IV.
Das Problem der A und die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades.

§ 1. Zielpunkt der folgenden Entwickelungen.

Im vorigen Kapitel haben wir zwei Reihen binirer Verinder-
licher 4,, 4, und g,, u, betrachtet, welche simultan homogenen Iko-
saedersubstitutionen und ausserdem einem Processe, den wir Vertau-
schung von 4, w nannten, unterworfen wurden. Wir haben ferner
gewisse bilineare Formen der 4, p in Untersuchung gezogen, die wir g,

nannten. Die y, erfuhren bei den in Rede stehenden Transformationen’

der 1, w ihrerseits lineare Substitutionen der einfachsten Art, nimlich
blosse Vertauschungen, und zwar simmtliche Vertauschungen, die
moglich sind; sollen wir also ein zugehoriges Formenproblem der y
aufstellen, so findet dieses in der Gleichung fiinften Grades, der die
y» geniigen, d. h. in der Hauptgleichung, seinen vollstindigen Aus-
druck. Wir kdnnen in diesem Sinne behaupten, dass wir uns im

vorigen Kapitel mit einem Formenprobleme beschiiftigt haben, das

durch Betrachtung der simultanen Substitutionen der A, u entsteht.

Es soll nun im Folgenden eine Fragestellung ganz @hnlicher Art
(die tibrigens im Grunde noch einfacheren Charakter besitzt) be-
handelt werden. Die simultanen Ikosaedersubstitutionen der i, u waren,
wie wir es nannten, contragredient: wir wollen jetzt swei Rezhm bindrer
Variabler in Betracht zichen:

Z'17 127 }'1 H ;‘2 ’
welche simultan jeweils denselben I kosaedersubstitutionen unterworfen werden,

&onmit als cogredient bezeichnet werden komnen. Auch bei ihnen bilden

wir gewisse bilineare Formen, niimlich die symmetrischen Functionen:

1 ’ ’ 14 4
1 A= — ) A d + A4)), A =41, A= — L/,
d. h. die Coefficienten derjenigen quadratischen Form:
(2) Azt 2A0z 2, — A2,
welche durch Ausmultiplication der Factoren ’

’ r
Az, — 42y, Az — A%
14%*

e e e sl .
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entsteht. Wenn wir die 4, 2° den 120 homogenen Ikosaedersubstitu-
tionen unterwerfen, oder untereinander vertauschen, so erfahren diese
A im Ganzen 60 ternire lineare Substitutionen, denn die einzelnen A
bléiben simmtlich nicht nur bei Vertauschung der 4, 2’ ungeindert,
sondern auch dann, wenn wir Ay 49, 4, 4, simultan im Vorzeichen
umkehren®).  Wir werden uns mit dem terniren Formenprobleme be-
schéiftigen, welches durch Betrachtung der hiermit definirten  Substitu-
tionen erwdchst. _ )

Wir sagten bereits, dass dieses Formenproblem der A im Grunde
einfacher ist, als das der ¥. In der That werden wir mit unseren
Ueberlegungen und Rechnungen durchweg auf das gewodhnliche Tkosaeder-
problem zuriickgehen kénnen, aus dem sich dann die von uns ge-
suchten Resultate durch ein bestimmtes, in der modernen Algebra
wohlgekanntes Uebertragungsprincip ergeben, so zwar, dass die Durch-
fithrung unserer Aufgabe beinahe wie eine Uebung in der Anwendung
gewisser, der Invariantentheorie angehdriger Grundsitze erscheint *¥),
Wir wiirden nach demselben Schema auch den Fall von 8, 4, - - - Reihen
bindrer Variabelen, die den Tkosaedersubstitutionen oder irgend welcher
anderen Gruppe binirer Substitutionen in cogredienter Weise unter-
worfen werden, behandeln kénnen. Wenn wir unter diesen unendlich
vielen so zu sagen gleichberechtigten Formenproblemen eben das be-
zeichnete herausgreifen, so geschieht es, weil wir dasselbe bei der
ferneren Betrachtung der Gleichungen fiinften Grades gebrauchen. .
Wir werden bald erkennen, dass die allgemeinen Jacobi'schen Gleichungen
sechsten Grades, auf welche sich dic Kronecker'sche Theoric der Glei-
chungen fiinften Grades stiitzt, Resolventen unseres Problems der A sind.
Indem wir statt ihrer tberall das Problem der A selbst substituiren,
werden wir in einfachster Weise dazu gelangen, die verschiedenen,
bei den Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades von anderer Seite
gefundenen Resultate von unserem Standpunkte aus zu verstehen und
so fiir die allgemeine Bebandlung der Gleichungen fiinften Grades
eine gleichférmige Grundlage zu gewinnen, welches nichts anderes ist
als eine rationelle Theorie des Tkosaeders **+%),

*) Die Substitutionen der A sind hiernach holoedrisch isomorph mit den 60
gewdohnlichen, nicht homogenen Ikosaedersubstitutionen,
**) Das betr. Uebertragungsprincip ist im Wesentlichen dasselbe, dem Hesse
in Bd. 66 des Crelle’schen Journals (1866) eine Abhandlung gewidmet hat.
*#*) In Lhnlicher Weise, wie die Jacobi'schen Gleichu.ngen' sechsten Grades,
kdnnen die a]lgemeinen vom (n -4 1)%2 Grade, die wir oben (1, 1, § 3) besprachen,

durch parallellaufende Formenprobleme ersetzt werden, welche sich auf die *

1
2
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Die' Disposition fiir die folgenden Entwickelungen ist mit dem,
was wir sagten, bereits gegeben. Es gilt zunichst, das Problem der
A dn expliciter Form aufzustellen, wobei wir wieder in ausgiebiger
Weise von geometrischer Interpretation Gebrauch machen werden.

. Indem wir sodann die zugehdrigen Resolventen studiren, gewinnen
wir den Uebergang zu den Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades
und den auf dieselben beziiglichen Untersuchungen von Brioschi
und Kronecker. Ich wende mich schliesslich zur Auflésung unseres
Problems und zeige, dass sich dieselbe mit Hilfe einer Ikosaederglei-
chung und einer zutretenden Quadratwurzel, in genauer Analogie mit
der im vorigen Kapitel dargelegten Gordan’schen Theorie, durch-
fiihren lasst™®).

§ 2. Die Substitutionen der A; invariante Formen.

Um jetzt zundchst die Substitutionen unserer A explicite zu be-
stimmen, recurriren wir auf die erzeugenden lkosaedersubstitutionen
S und 7, bez. U. Wir hatten fiir die 4,, 4,:

( S A =44y, 1) =+ 4y
o |npraete ansemm,
Vo 2 =4 (=) d £ (e — &) dy;
\U: A =4, 2 =+14,
Indem wir dieselben Formeln fiir die 4,', 4," anschreiben**), erhalten
wir aus (1) fiir unsere A folgende Substitutionen:

S: A=A, A'=¢A A =c¢A;
VE'A0’= A+ A+ A,
4) T: VE‘A1,=2A0+(52+52> A+ (e + &) A,

VE'A2,=2A0+ (6 + &) A + (248 Ay
U: Ay =—A,, A= —A, A= —A,

Variabelen A,, A, - -+ Ax—1 beziehen. Ich babe dies fiir # = 7 im 15, Bande
. 2
e der Math. Annalen (1879) in Ausfihrung gebracht, siche insbesondere pag.
268—275 daselbst. -

*) Die hauptsichlichen bei der folgenden Darstellung zu benutzenden Ueber-
legungen sind von mir am 18. Nov. 1876 der Erlanger Societit vorgelegt worden
[ Weitere Untersuchungen diber das Ikosaeder, I]; man vergl. ferner den zweiten
Abschnitt meiner im zwolften Annalenbande (1877) unter gleichem Titel erschie-
nenen Abhapndlung. Die Entwickelungen § 8 —13 wurden jetzt erst hinzugefiigt.

**) Es wird, wie ich hoffe, kein Missverstindriss erzengen, dass die Buch-
staben 1,", 1, gerade auch in den Formeln (3) linker Hand, in natirlich ganz
anderer Bedeutung, gebraucht worden sind.
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_die, gleich (3), alle die Determinante - 1 haben. Aus ihnen setzen

sich die 60 tiberhaupt existirenden linearen Substitutionen der A nach
dem alten Schema (I, 1, § 12) zusammen: - .

() S¢, SHTS*, SU, STSU (g v=01,2 3, 4).

Was jetzt die invarianten Formen angeht, d. h. diejenigen ganzen
homogenen Functionen der A, welche bei den Substitutionen (5) un-
geiindert bleiben, so gehort zu ihnen jedenfalls die Determinante von (2):

(6) A=A7+ AA,.

In der That wird dieselbe durch Einfihrung der 1, 4’ gleich
(A, 4, — 4,4/)* und bleibt also tiberhaupt invariant, wenn man die
A, A’ simultan irgendwelcher homogenen Substitution von der Determi-
nante Eins unterwirft. Neben A wird das volle System der gesuchten
Formen, wie ich behaupte, nur noch drei Formen beziehungsweise vom
gn, 10%n und 15% Grade enthaliem. Ist nimlich 4 =0, so wird
A/ = Ma,, 2, — M2, unter M eine beliebige Zahl verstanden, also,
nach (1):

M A, = — Mii, A = Mi?* A=— M2

Die gesuchten Formen verwandeln sich dementsprechend in Multipla
solcher Formen von 4, 4,, deren Grad in den i doppelt so gross ist,
als der urspriingliche Grad in den A, und die ausserdem die Kigen-
schaft haben, durch die homogenen Ikosaedersubstitutionen von A, A,
in sich iiberzugehen. Nun wird aber das System aller Ikosaederformen
von der Form zwolfter Ordnung f(4,, 4,), der Form zwanzigster Ord-
nung H(i,, 4;) und der Form dreissigster Ordnung 7'(,, 4,) gebildet.
Hieraus folgt unsere Behauptung durch Umkehr. Wir werden sogar
sagen diirfen, dass, der Identitit entsprechend:

®) v T2 = 1728 — H?,

eine einzige identische Beziehung zwischen den neuen Formen bestehen
wird, welche in (8) tibergeht, sobald wir 4 = 0 setzten.

Ich will die drei gesuchten Formen mit B, C, D bezeichnen.
Indem wir ihre Existenz durch Zuriickgehen auf die Ikosaederformen
f, H, T erschlossen, haben wir bereits von dem algebraischen Ueber-
tra‘zgungsprincip, welches wir oben in Aussicht nabmen, Gebrauch ge-
macht. Wir werden dies in hoherem Maasse thun, indem wir jetzt
B, C, D, wenn auch nur in vorliufiger Form, wirklich aufstellen. Es
handelt sich dabei um einen zweckmissig angewandten Polarisa-
tionsprocess. st @(d,, A,) irgend eine Form, welche bei den homo-
genen lkosaedersubstitutionen der 4, 4, ungeiindert bleibt, und sind
A/, A mit 4,, 4, cogredient, so werden simmtliche Polaren:
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a Y4 a .I

_"’.1 +_E£.,12,
Z9 prgo2 a0 4 B8 ete
012 8181 3 2 '

bei den simultanen Substitutionen der 4, 4’ invariant sein. Man bilde
nun insbesondere fiir f(4,, 4,), H(4,, 4,), T(4,, 4,) beziehungsweise
die sechste, zehnte und fiinfzehnte Polare. Wir erhalten so invariante
Formen, welche in den 4, 2’ symmetrisch sind, also ganze Functionen
von A,, A, A; vorstellen. Indem wir sie als solche anschreiben,
haben wir die gesuchten Formen B, C, D gefunden. In der That
sind diese Formen jetzt nothwendig bei den Substitutionen (4) oder
(5) invariant, sie haben tiberdies in den A die Grade 6, 10, 15 und
verwandeln sich, wenn man die Formeln (7) anwendet, in Multipla
von f(4,, 4,), H(4,, &,), T(4;, 4,). Ich will hier gleich das Resultat
der Rechnung mittheilen. Nach Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren
findet man in der geschilderten Weise:
B = 16A'—120A/ A, A, +90A 2A A2+ 21 A, (A 54AS)—HASBAS
C" = —B12 A+ 11520A A A,— 40320A,°A A2 133600 A *A °A,°
— 6300A2AA, — 18T(A " 4 A% 4 126A°A°

(9) + AJ(AS + A2) (22176A,* — 18480A,2A, A, + 1980A 2A,7),

= [A® — AS] {— 1024A° 4 3840A A A, — 3840A°A*A?
-+ 1200A'A2AP—100A A *A 4 A 04 A0 2A,5A8
+ A (A° 4 A5) (BB2A — 160A2A A, + 10A2AY)).
Ich habe dabei die beiden ersten Formen noch nicht mit B und
C, sondern mit B’ uud €’ benannt, weil ich dieselben hernach durch °
Zufiigen von Factoren, welche 4 als Factor enthalten, noch modifi-
ciren will. Erst wenn dies geschehen ist, werde ich die Relation auf-

- stellen, welche D* gleich einer ganzen Function von A4, B, C setzt.

Wenden wir die Substitution (7) auf vorstehende Formen an, wobei
wir der Einfachheif halber M = 1 setzen wollen, so kommt in Ueber-
stimmung mit dem frither Gesagten:

B' = 21- f(Ap %),
(10) C =187-H (A, 4,),
R WD = T (4, 45).%)
*) Das im Texte eingehaltene Rechenverfabren wird in den Lehrbiichern der
Invariantentheorie nach dem Vorgange von Gordan als Ueberschiebung der qua-
dratischen Form (2) bezeichnet, und zwar ist (von Zahlenfactoren abgesehen) B’
die sechste, C’ die zehnte, D die fiinfzehnte Ueberschiebung der entsprechenden
Potenz von (2) bez. iiber /, H, T. Ich habe diese Ausdruckweise und die zu-

gehorige symbolische Beziehung im Texte nicht angewandt, weil ich in dieser
Hinsicht keinerlei specifische Vorkenntnisse des Lesers voraussetzen wollte.

A
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§ 3. Geometrische Interpretation; Normirung der invarianten
Ausdriicke.

Kapitels durchweg festhalten, deuten wir Aj A LA, als die projectiven
Coordinaten eines Punktes der Ebene, die Substitutionen der A als
genau so viele ebene Collineationen*). Die einzelne invariante Form der
A stellt dann, gleich Null gesetzt, eine ebene Curye vor, welche bei
den genannten Collineationen in sich iibergefiihrt wird, In dieser Hin-
sicht haben wir zunsichst den Kegelschnitt 4 — 0, den wir den Fu-
damentalkegelschnitt nennen wollen.  Schreiben wir den Formeln (7)
entsprechend (indem wir wieder I — 1 nehmen):
Ag = — Ak, A= o A = — iz
so haben wir den variabelen Punkt dieses Kegelschnitts durch einen

4 o . . . .
Parameter 21 ausgedriickt. Hiernach werden wir die beiden Para-

i,
i 1’ . .
meter L, 77, Welche in Formel (1) vorkommen, durch zwe; Punkte
2 2

des Fundamentalkege]schnitts deuten kinnen. Fjs sind dies dicjenigen
beiden Punkte, in denen die awei vom Punkte A ap den Fundamental-
kegelschnitt laufenden Tangenten den letsteren beriihren. Tn der That, die
Polare des Punktes A in Bezug auf 4 = 0 hat die Gleichung:

ZAA 4 A A+ AA) =0,

_—

*) In entsprechender Weise konnen wir natiirlich jedes Formenproblem
deuten. Wenn wir im vorigen Abschnitte anders verfuhren und die biniiren
Formenprobleme durch Punkte der (z + ©y)-Kugel interpretirten, so geschah dies,
weil wir damals nicht nur dje reellen, sondern auch die complexen Werthe der
Variabelen in elementarem Sinne anschawlich von uns haben wollten, —

Ieh kniipfe bieran noch eine etwas andere Interpretation des Problems der
A. Man setze Ay=12, A =2 + iy, A, =g — ty und deute Z, ¥, z als recht-
winkelige Punktcoordinaten jm Raume. Beachtet man, dass die 60 Substitutionen
der A die Determinante Eins besjtzen und 4 Jjetzt = z2 4. ¥* + 2% ist, 80 erkennt

anfangspunit entsprechen. Es sind dies solche Drehungen, bei denen ein be-
stimmtes Ikosaeder mit gich zur Deckung kommt, Die 6 sogleich im Texte ein-

K

Man kann diese neue Interpretation mit derjenigen der 1, 1" auf einer
Kugelfliche verbinden, doch gehe ich hierauf nicht ein, weil uns dies zy weit ab-
filhren wirde,
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und diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir fir die A die Aus-
driicke (1) und fiir die A’ die Ausdriicke (7), oder die entsprechen-
den, in denen 1’ statt A geschrieben ist, substituiren.

Die Punkte des Fundamentalkegelschnitts gruppiren sich natiir-
lich so, dass unter ihnen Aggregate von 12, 20, 30 ausgezeichneten
sind, welche beziehungsweise durch

f(;'u '12) =O> H(}'n 12) = O: T(ll; }'2) =0

dargestellt werden; es sind dies zugleich die Schnittpunkte von 4 =0
mit den Curven B=0, C =0, D=0. Wir wollen von diesen
Punkten diejenigen zwei, welche je bei derselben Collineation fest-
bleiben, durch eine gerade Linie verbinden. 8o bekommen wir, den
Formen f, H, T entsprechend, beziehungsweise 6, 10 und 15 gerade
Linien. Indem wir sodann zu jeder dieser Linien den Pol in Bezug auf
den Fundamentalkegelschnitt construiren, erhalten wir ausgezeichnete
Gruppen von 6, 10 und 15 Punkten der Ebene. '
Betrachten wir jetzt die Gleichungsform

A=A+ AA =0
Offenbar sind die beiden Ecken des Coordinatensystems
Ap=0, A, =0und Aj=0, A, =0,

welche 4 = 0 angehbren, zusammengehirige Verschwindungspunkte
von f; denn beide bleiben bei der Collineation § [siehe oben, Formel
(41)] ungeiindert. Daher ist A, = O eine der sechs Geraden, die zu f
gehoren, A, = 0, A, = 0 ist der entsprechende Pol. Uebereinstimmend
hiermit nimmt A, bei unseren 60 Substitutionen nur folgende 12,
paarweise bis auf das Vorzeichen iibereinstimmende Werthe an:

(11) T Ay (A F A + Ay,

und es gruppiren sich, in Folge derselben Formeln, mit dem Punkte
A, =0, A, = 0 nur folgende fiinf zusammen:

(12) Ag: At Ay = 1:264:2¢,

Ich will die sechs solchergestalt ausgezeichneten Punkte als Funda-
mentalpunkie der Ebene bezeichnen. Verbinden wir den ersten Fun-
damentalpunkt mit den finf anderen, so erhalten wir die fiinf Geraden:

A — A, = 0.

Offenbdr sind die linken Seiten dieser Gleichungen simmtlich als
Factoren in dem soeben mitgetheilten Werthe von D enthalten. Die
Curve D = 0 muss sich aber nothwendig gegen alle Fundamen-
talpunkte gleichférmig verhalten. Die Curve D = 0 zerfiillt daher in
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die 15 Verbmdungsgeradén der 6 Fundamentalpunkte. Dem entspricht
die folgende algebraische Decomposition:

(13) D= Ivl (A, — &7 Ay) - IVI (1 4 Vo)A + €A + 5“A2)‘

: U ((1 - V5> A, + A + ETAz);
r=0, 1, 2, 3, 4),

die man leicht verificirt. Wir konnten iiber die 15 hier auftretenden
geraden Linien eine Menge interessanter Sitze aufstellen: sie sind die
15 Geraden, welche zu den Punktpaaren von 7' gehoren, sie laufen zu
drei durch die 10 Punkte, die wir den Punktepaaren von H coordi-
nirten*®), ete. Ich gehe hier auf diese Sitze nicht niher ein, weil

‘wir sie des Weiteren nicht gebrauchen; iibrigens sind dieselben leicht

erkennbare Uebertragungen der Gruppirungsverhiiltnisse, welche beim
Tkosaeder Statt haben. :

Was die Curven B’ =0, €' = 0 angeht, so haben dieselben zu
unseren sechs Fundamentalpunkten keinerlei ausgezeichnete Relation.
Eben diesen Umstand wollen wir jetzt benutzen, um B’ und €' durch
swei andere Ausdriicke zu ersetzen. Wir werden statt B’ eive lineare
Combination B von B’ und A® einfihren, derart, dass die Curve

B = 0 den Fundamentalpunkt A, = 0, A, =0 und daher (als inva-

riante Curve) simmtliche Fundamentalpunkte enthiilt. Desgleichen
werden wir ¢ durch eine lineare Combination C von (', 4°B, 4’
ersetzen, welche, gleich Null gesetzt, eine Curve reprisentirt, die in
A, = 0, A, == 0, also in simmtlichen Fundamentalpunkten, einen mog-
lichst hohen singuliiren Punkt hat. Auf diese Weise finden wir (unter
Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren): :

— B’ + 164° ' .
=B 104 ASAA—2AIA A HAAS— A (ACHA),

— O — 512454 1760 4*B
(14){0= 187

— 320ASA A, — 160ASAPAS 4 20A A AL + BAAS
—AA(AS + AS) (B2AF—20AAA, + BASAS) + A+ A
Offenbar hat B=0 in A, =0, A, =0 und somit in simmtlichen

B=

*) (lebsch hat sich gelegentlich, bei verwandten und doch wieder ganz
anders formulirten Betrachtungen, mit eben der Figur des Textes beschiiftigt und
die letztgenannte Eigenschaft so ausgesprochen: dass die sechs Fundamentalpunkic
ein 10-fach Brianchow'sches Sechseck bilden. (Math. Annalen, t. IV: Ueber die
Anwendung der quadratischen Substitution auf die GQleichungen 5. Grades und die
geometrische Theorie des ebemen Fiinfscits, 1871.)
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Fundamentalpunkten, nicht nur einen einfachen Punkt, sondern einen
Doppelpunkt, ist also (da wir zeigen konnen, dass es keine weiteren
Doppelpunkte besitzt) vom Geschlechte » — 4. Ebenso hat € = 0 in
jedem der Fundamentalpunkte zwei Spitzen, d. h. einen vierfachen
Punkt, und ist vom Geschlechte p = 0.

Substituiren wir in unsere neuen B, C der Formel (7) ent-

sprechend: .

Ao =— 144, A= }'227 A= — 3'12:
s0 kommt:
(15) B=— f(ln ’12); C=— H(An '12);

was man mit (10) vergleichen mag. Die Relation, welche D? als
ganze Function der 4, B, C ausdriickt, wird also folgende, von A
freien Glieder haben:

D? = — 1128 B* 4 (5,
Indem wir auf die expliciten Werthe (9), (14) zuriickgehen und eine
hinreichende Anzahl von Termen in Betracht ziehen, finden wir die
vollstindige Formel *):

(16) D*=—1128 B°4- C°- 120 ACB*— 80 A*C*B 4 64 A3 (b B*— AC)%

§ 4. Das Problem der A und seine Reduction.

Das Problem der A, wie wir es in Aussicht nahmen, ist durch
die jetzt explicite gewonnenen Formeln (6), (9), (14) fir 4, B, C, D
und die Relation (16) vollkommen bestimmt. Wir denken uns die
4, B, C, D ihrem Zahlenwerthe nach in Uebereinstimmung mit (16)
irgendwie gegeben: unser Problem verlangt, dic z2ugehirigen Werthsystemc
der Ay, Ay, A, zu bestimmen. Da A, B, C, D das volle System der
invarianten Formen bilden, so kann unser Problem nur solche Li-
sungen besitzen, welche aus einer derselben durch die 60 Substitu-
tionen (5) hervorgehen. In der That werden wir, wenn wir die Zahl
der Losungen nach dem Bezout'schen Theoreme bestimmen, auf GO
gefiihrt. Aus den Werthen von 4, B, C nimlich ergeben sich zu-
vorderst 2 -6 - 10 = 120 Werthsysteme der A, von denen sich aber,
weil 4, B, C simmtlich gerade Functionen der A sind, je zwei allein
durch einen simultanen Vorzeichenwechsel der A unterscheiden konnen.
Von diesen 120 Werthsystemen wird dann nur die Hilfte den vorge-
gebenen Werth von D befriedigen kénnen, indem D ja von ungerader .
Ordnung ist. — Alle 60 Losungssysteme gehen, wie schon gesagt,

« *) Man vergl. Brioschi in t. I der Annali di Matematica (ser. 2, 1867),
pag. 228.
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aus einem beliebigen derselben durch die Substitutionen (b) bervor.
Die letzteren enthalten als einzige Irrationalitit die Einheitswurzel &.
Wir konnen also in dem frither (I, 4) dargelegten Sinne sagen: dass
unser Problem nach Adjunction von & seine eigenc Galois'sche Resolvente
ist und also eine Gruppe besitzt, welche mit der Gruppe der 60 Iko-
saederdrehungen holoedrisch isomorph ist. :

Wir betrachten nunmehr, im Anschlusse an I, 5, § 4, das parallel-
laufende Gleichungssystem. Offenbar sind die Verhiltnisse von Aj: A, :A,
auf 60 Weisen bestimmt, wenn wir in den Gleichungen:

(1 B—v, 5=z
die Werthe von Y und Z als bekannt ansehen diirfen®): die gesuchten
Punkte A sind der vollstindige Schnitt der Curven sechster, bez.
zehnter Ordnung:

B—Y A2=0, C—Z 4 =0.
Aus den 60 Lisungen des Gleichungssystems berechmen wir jetzt die des
entsprechenden Formenproblems rational. Man setze namlich:
(18) D =x.
Ist dann A,: A, :A, — ¢, e :a, eing der Losungssysteme des Glei-
chungsproblems, so haben wir offenbar:
(19) Ay =oa,, A =o0, A,=¢a,
unter ¢ den folgenden Ausdruck verstanden:

A7 (e, @, @)
Q=D(°‘oa“n‘;§. ’

womit das Gesagte bewiesen ist.

In letzterer Hinsicht findet zwischen den friither studirten biniiren
Formenproblemen und dem jetzigen terniren ein wesentlicher Unterschied
statt; denn damals bedurften wir, wie wir I, 3, § 2 zeigten, bei nachtrig-
licher Losung des Formenproblems immer noch einer zutretenden Quadrat-
wurzel. Es entspricht dies natiirlich dem Umstande, dass die Gruppe der
homogenen biniren Substitutionen mit derjenigen der nicht homogenen
nur hemiedrisch isomorph war, wihrend jetzt holoedrischer Isomorphismus
statt hat. Dagegen ergibt sich in einem anderen Punkte wieder Ueber-
einstimmung. Wir konnten damals, wie wir es nannten, die Formen-
probleme reduciren, d. h. statt der drei an eine Bedingungsgleichung
gebundenen Grossen Fy, F,, F;, von denen die Formenprobleme ab-
hingen, zwei unabhiingige X und Y setzen, welche selbst rationale
Functionen der F,, F,, F, waren, wihrend umgekehrt letztere wieder

*) Diese Grossen Y, Z sind dieselben, die wir in 11, 1, § 7 [Formel (36 da-
selbst] mit a, b bezeichnet haben.
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von ihnen rational abhingen. Genau dasselbe erreichen wir bei dem
Probleme der A, wenn wir die Quotienten X, ¥, Z in Betracht zichen,
die wir gerade in (17), (18) einfiihrten. Diese X, ¥, Z sind an sich
als rationale Functionen der 4, B, C, D definirt, aber wir kiénnen
umgekehrt auch 4, B, C, D durch die X, Y, Z rational ausdriicken.
In der That, dividiren wir in (16) beide Gleder durch A", so kommt
nach leichter Umsetzung vermbge (17), (18): ‘

X?
(20) 4 = 70 Yo+ 720Y°Z —80Y 2%+ 64(5 X1 — Z)2?
wihrend )
@1) B—Y. A C—=2.45 D=X. .4 .

ist, was die gewiinschten Formeln sind.

Es ist lehrreich, hier auch noch das Problem der y,, welches wir
im vorigen Kapitel als Hauptgleichung fiinften Grades studirten, zum
Vergleiche heranzuziehen. Wir dachten uns damals neben den Gleichungs-
coefficienten «, B, y auch noch die Quadratwurzel V aus der Discrimi-
nante gegeben, deren Quadrat eine ganze Function der e, §, y ist. Wir
erhielten dann 60 Losungssysteme y,, ¥, ¥s,. ¥s, ¥,, welche wieder
durch die entsprechenden Verhiltnisswerthe y,:vy, :94,:9;:9y, voll-
kommen (rational) bestimmt sind. Dies berubt darauf, dass wir, wie
eben, aus den gegebenen Grisssen Quotienten bilden kénnen (z. B.

B y

5 oder ﬁ—), die in den y von der ersten Dimension sind. Auch

konnen wir das Formenproblem der y reduciren, nur gelingt dies
nicht so einfach, wie in den anderen Fillen. Die Reduction wird that-
sdchlich durch die m, n, Z der Hauptresolvente des Ikosaeders geleistet.
Wir haben nimlich in I, 4, § 12, § 14 die «, f, p, V rational durch
m, n, Z dargestellt, wihrend wir umgekehrt soeben, in II, 3, ausfiihr-
liche Methoden gegeben haben, vermoge deren m, 1, Z als rationale
Functionen der e, 8, p, V erscheinen. —

Ist fiir das Formenproblem der A 4 = 0, so kionnen wir dasselbe
H(h, %) _ _C°
728f° (&, 4y) 1728 B°
erledigen. Habey wir néimlich aus ihr 4, : 4, bestimmt, so finden wir
nach Formel (7):

At A A = — 24,4, :4,2:— 2?2
und hieraus, wie wir oben sahen [Formel (19)], die Werthe von
A,, A, A; selbst.

ohne Weiteres durch die ITkosaedergleichung -

§ b. Ueber die einfachsten Resolventen des Problems der A.

‘Wir wollen jetzt die einfachsten Resolventen des Problems der A in
Betracht ziehen. Nach dem, was wir iiber die Gruppe des Problems

L. e [N S
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wissen, ist selbstverstindlich, dass es sich dabei um Resolventen des fiinften
und sechsten Grades handeln wird. Unsere Aufgabe wird nur sein,
die einfachsten rationalen, bez. ganzen Functionen der A aufzustellen,
welche bei den uns bekannten Substitutionen fiinf bez. sechs Werthe
annehmen. Hierau dient uns nun wieder das in § 2 entwickelte Ueber-
tragungsprincip:  wir nehmen die emfachsten ganzen Fumctionen wvon
Ay, Ay, die bei dem homogenen Ikosaedersubstitutionen fiinf oder sechs
Werthe annchmen, polarisiren dieselben so oft mach 1,', 1, bis eine in
den A, A’ symmetrische Function entstanden ist, und substituiren endlich
statt der symmetrischen Verbindungen der 4, A" die A.

Was die finfwerthigen Functionen der 4,, 4, angeht, so waren
die einfachsten:

t(Ay, Ag) =325 4 227254, — 5 4,442
_ 554’]’12124 — 28 11125 + 62’126,
Wo(A, ) = — e A5+ 74,2, — T2 4,54, — T&72,52,°
+ Tt A8 — T8 2, 20,5 — s 24,7 — 6745
ihnen schlossen sich des Weiteren ¢, und ¢, W, an. Indem wir jetzt
t, dreimal, W, viermal polarisiren und die A einsetzen, erhalten wir
entsprechend als einfachste fiinfwerthige Function der A:
23 0, =& (4A°A; — AL A + &7 (— 2A A2 4 A))
23) + &7 (2AAT — AF) et (— 4A°A, + A*Ay),
0,/ =¢& (— 4A°A;, 4+ 3A A A2 — AY
+ & (— 6A2A + AAP 4 AAP)
+ 87 (—6AAT + AJAR 4 ABA)
+ & (— 4ACA, + BAASA, — AS);
brauchen wir weitere fiinfwerthige Functionen, so werden wir den
Ausdriicken ¢,° und ¢, W, entsprechend 4, und 4,0, hinzunehmen.
Die Resolvente der 8, werden wir sogleich noch ausfiihrlich diseutiren.
Von den Resolventen sechsten Grades der Ikosaedergleichung

haben wir friiher (I, 5, § 15) nur die eine betrachtet, deren Wurzeln
¢ durch die Formeln gegeben sind:

P == 53’12422;

@, = (42 4+ 24,4, — V2,22
Wir erhalten hieraus durch unser Uebertragungsprincip die folgenden
Wurzeln einer Resolvente sechsten Grades der A:

o = 5A027
{zv = (A, + A, 4 7A)%

A

(24)

(25)

;1
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Hicrmit aber haben wir genau die in 11, 1, § 3 gegebenen Definitionsgleichungen
der Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades; wir hitten hochstens den
einen Unterschied zu markiren, dass hier ¢ da steht, wo damals
&”, und umgekehrt. Aber dies ist eine Abweichung bloss in der Be-
nennung der Wurzeln z,. Recurriren wir auf die Formeln, welche
wir 1. c. § b des Ferneren bei Besprechung der Jacobi’schen Gleichungen
mittheilten, so erkennen wir zundchst, dass unsere Jjetzigen Grossen
A, B, C mit den dort ebenso bezeichneten genau iibereinstimmen.
Wir konnen also die Form der friiher mitgetheilten Jacobi'schen
Gleichung ohne Weiteres heriibernehmen:

(26) (¢ —A)*—4A(2—A)+10B(z —A4)*—C(z—A4)4 (5B*—A40)=0;
es fragt sich nur, wie wir dieselbe von unserem Standpunkte aus be-
grinden wollen. Es fragt sich ferner, inwieweit man das Problem der

A durch die Gleichung (26) ersetzen kann, und insbesondere, welche
Bedeutung dabei unsere Form D gewinnt.

§ 6. Die allgemeine Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades.

Die linearen Functionen der A, deren Quadrate die Wurzeln 2
(25) der Jacobi'chen Gleichung sechsten Grades vorstellen, sind uns
schon in Formel (11) begegnet; wir sahen dort, dass dieselben gleich
Null gesetzt die Polaren der sechs Fundamentalpunktc in Besug auf
den Kegelschnitt A = 0, also gerade Linien reprisentiren, die nicht
etwa selbst durch die Fundamentalpunkte hindurchlaufen. Inzwischen
kbnnen wir statt ihrer Curven einfiihren, bei denen letzteres der Fall
ist. Wir erkennen nimlich sofort, dass die Kegelschnitte:

& —A=0 (v=0,1,2 3 4)
simmtlich durch A, =0, A, =0 hindurchgehen, dass also von den
Kegelschnitten

2, —A=0, 2, —A=0

Jeder dicjenigen fiinf Fundamentalpunkte enthilt, deren Index von dem sei-

nigen verschieden ist. 'Wir wollen jetzt die (¢ — 4) als die eigentlichen
Unbekannten betrachten. Dann gestattet uns der angegebene Satz
mit Riicksicht auf die in § 3 enthaltene Definition der B, C sofort,
die Coefficienten der zugehorigen Gleichung der Art nach hinzu-
schreiben. Betrachten wir z. B. die Summe:

2 — 4) (& — A4) (2, — 4) 4
(summirt @iber alle von einander verschiedenen Werthe der i, k, 1), die
den dritten Coefficienten jener Gleichung abgeben wird: sie muss
einer invarianten Form sechsten Grades der A gleich sein, welche fiir

- >—_—-——‘~-“-—‘-"“—‘l

4

s
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alle Fundamentalpunkte zweifach verschwindet, und kann also von B
nur um einen Zahlenfactor verschieden sein. Auf solche Weise er-
halten wir ohne Weiteres:

(¢—A)+kA(z— A" +1B(z— AP+ mC(z— A)+(nB*4+pAC) =0,
wo k, I, m, n, p noch unbekannte Zahlencoefficienten sind, die wir
hinterher mit Leichtigkeit bestimmen, indem wir auf die expliciten Werthe
der vorkommenden Grossen in den A zuriickgreifen. Die Ueberein-
stimmung mit Formel (26) liegt auf der Hand. Bemerken wir noch,
dass (26) in der That in die friiher aufgestellte Resolvente sechsten
Grades der Ikosaedergleichung iibergeht, wenn wir in Uebereinstim-

~ mung mit (24) und (15)

A=0, B=—f, C=—H, z2=¢
setzen.

Was die Gruppe der Gleichung (26) [im Galois’schen Sinne] an-
geht, so ist dieselbe durch unsere fritheren Erliuterungen iiber den
Fall A =0, auf die wir hier verweisen (I, 4, § 15), mitbestimmt.
Es ist eine Gruppe von 60 Vertauschungen, welche mit der Sub-
stitutionsgruppe der A holoedrisch isomorph ist. Daher muss es mog-
lich sein, die A rational durch unsere z auszudriicken. Wir erreichen
dies am einfachsten, wenn wir aus den Gleichungen (25) zuvérderst
die Quadrate der A und die Producte je zweier berechnen, hieraus die
Quotienten A,: A, : A, ableiten und dann genau so, wie eben in § 4,
verfahren. Dabei miissen wir neben A, B, C, die allein in den Coeffi-
cienten von (26) auftreten, selbstverstindlich das D benutzen. Wir
kbonnen also sagen:

Die Jacobi’sche Gleichung (26) st ein Aequivalent des Problems der
A, sobald wir ausser ihren Cocfficienten auch noch D yegeben denken,
d. h. nach (16): dic Quadratwurzel aus ciner bestimmten ganzen Function
der A, B, C.

Wir fragen, wie D? sich als rationale Function der Wurzeln 2
mag darstellen lassen. Zu dem Zwecke bilden wir uns aus (25) die
Differenz irgend zweier # als Function der A und finden, dass dieselbe,
als Differenz zweier Quadrate, nach Abtrennung eines constanten

Factors, immer in solche zwei Linearfactoren zerlegt werden kann,

welche, Formel (13) zufolge, auch in D auftreten. Wir bekommen z. B.
2y — gy =(&" — &) (A, — & A) (1 - VB) A, 4 e*A, F 47 A)
fir v=1,2 8,4, wo 4 Vb firv=2,8, — Vb fir v=1, 4 zu
nehmen ist. — Multipliciren wir nun alle diese Differenzen (jede ein-
mal genommen) mit einander, so erhalten wir linker Hand die Quadrat-
wurzel aus der Discriminante von (26), welche wir frither bereits
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(I, 1, § 5) mit IT bezeichneten. Rechter Hand aber liefern die con-
stanten Factoren - V5% die tibrigen gerade D? so dass also

(27 D' =Y oder D= 4

wird.,

Das D selbst erscheint hier, wir wir sehen , als eine accessorische
Irrationalitit, d. h. als irrationale Function der 2. Dies wird sofort
anders, wenn wir, mit Hrn. Kronecker, nicht die z, sondern die ¥z
als Unbekannte von (26) auffassen: denn wir kdnnen ja durch die

Ve die A,, A,, A; unmittelbar linear ausdriicken. Aber auch dann ist
die Problemstellung durch (26) allein noch nicht fixirt, sondern es
muss der Werth von D ausdriicklich hinzugegeben werden. Ich
glaube also, dass es nicht zweckmissig ist, die Jacobi'schen Glei-
chungen sechsten Grades an die Spitze der Theorie zu stellen, dass
es vielmehr besser ist, wie wir es thaten, mit dem Probleme der A als
solchem zu beginnen.

§ 7. Die Brioschi’sche Resolvente.

Wir verfolgen den Zusammenhang unserer Betrachtungen mit den-
Entwickelungen von Brioschi und Kronecker des Weiteren, indem wir
Jetzt zuvorderst diejenige einfachste Resolvente fiinften Grades studiren,
deren Wurzeln die Ausdriicke ¢, (23) sind. Es muss dies genan die
Brioschi'sche Resolvente lefern, iiber die wir in IT , 1, § 5 Bericht er-
statteten. Denn in der That stimmen die 0,, wie ein nunmehriger
Vergleich lehrt, mit den damals [Formel (22)] als z, bezeichneten
Grossen vollstindig tiberein.

Um unsere Gleichung fiinften Grades zu berechnen, fragen wir
wieder zundchst nach der geometrischen Bedeutung der 4,. Wir be-
merken zuvorderst, dass simmtliche 9, fiir A, =0, A, =0 verschwinden.
Sie stellen daher, gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung vor,
welche durch simmtliche Fundamentalpunkte durchlaufen. Aber mehr:
das Product der 0, muss als invariante Form 15%° Grades in den A
bis auf einen Zahlenfactor mit I tibereinstimmen, D = O aber repri-
sentirt, wir wir wissen, die 15 Verbindungsgeraden der 6 Fundamen-
talpunkte. Daher stelit jedes d,, gleich Null gesetzt, solche drei gerade
Linien dar, welche zusammengenommen simmtliche Fundamentalpunkte
enthalten. Dementsprechend verificirt man die folgende Zerlegung:

(28) & =(A —&A) - (1+V5)A, + s7A, + #A)

(1 —VB)A, + &4 A +¢'A,).
Wir schliessen aus ihr, dass das Product 0,0,0,0;0, mit D nicht nur
Klein, Gleichungen 5 Grades. 15
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bis auf einen Zahlenfactor iibereinstimmt, sondern geradezu mit D
identisch ist. — Was die anderen symmetrischen Functionen der o
angeht, so ist jedenfalls:

20 =0, 26°=0,

denn es gibt keine invarianten Formen vom dritten oder neunten
Grade. Wir schliessen ferner aus dem Verhalten der & gegen die
Fundamentalpunkte:

28 =FkB, X&' =1B*+mAC,

unter k, I, m geeignete Zahlenfactoren verstanden. Indem wir letztere
bestimmen, haben wir endlich:

(29) 0"+ 10B-8* + 5(9B* — AC)d — D =0,

in Uebereinstimmung mit Brioschi*), in Uebereinstimmung ferner mit
der besonderen Formel, die wir in I, 4, § 11 unter der Voraussetzung
A = 0 abgeleitet haben. Die Discriminante von (29) ist natiirlich ein

volles Quadrat. Es hat keine Schwierigkeit, das Product [] (6, —4.)

v
als ganze Function der 4, B, C zu berechnen. Fir 4 = 0 wird
dasselbe, nach 1, 4, § 14, in — 25 }/5 - C? iibergehen.

Gleichung (29) muss um so interessanter erscheinen, als sie, im
Sinne unserer fritheren Terminologie, die allgemeine Diagonalgleichung
fiinften Grades reprisentirt. Sollen wir es geometrisch ausdriicken, so
konnen wir sagen, dass die Formeln (23) fiir d,, indem sie die Rela-
tionen Xd ==0, Xd% =0 identisch befriedigen, eine eindeutige Ab-
bilduyng der Diagonalfliche auf die Ebene der A vermitteln. Diese Ab-
bildung ist ein specieller Fall jener wohlbekannten, die von Clebsch
und Cremona fiir die allgemeinen Flichen dritter Ordnung gegeben
wurde **), und die dann Clebsch genau in der hier vorliegenden Form
bei der Diagonalfliche studirt hat***). Denn den ebenen Schnitten
der Diagonalfliche entsprechen vermdge (23) allgemein solche Curven
dritter Ordnung, die sich .in den sechs Fundamentalpunkten der Ebene,
welche jetzt die Fundamentalpunkte der Abbildung werden, durchkreuzen.

*) Bei Brioschi finden sich urspriinglich etwas andere Zahlencoefficienten,
dieselben sind spiter von Hrn. Joubert (Sur Uéguation du sixiéme degré, Comptes
rendus t. 64 (1867, 1)) rectificirt worden, siehe insbesondere p. 1237—1240
daselbst,

**) Man vergl. Salmon-Fiedler's analytische Geometrie des Raumes (3. Auflage
1879, 80).

**%) Niamlich in der bereits soeben genannten Abhandlung: Ueber die Anwen-
dung der quadratischen Substitution auf die Gleichungen 5. Grades etc. im vierten
Bande der Math. Apnalen (1871).
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Hierbei wird der Schnitt der Diagonalfiiiche mit der Hauptfliche, wie
aus (29) hervorgeht, durch B = 0 abgebildet, wihrend die Curven
A =0, C =0 zusammengenommen jene beiden Raumcurven sechster
Ordnung der Diagonalfiiche vorstellen, die der geometrische Ort fiir
Punkte mit den Pentaedercoordinaten ¢, sind (II, 3, § 4). Hiermit
stimmt, dass wir das Geschlecht p der Curven B=10, A =0, (=0
in § 3 des gegenwirtigen Kapitels gleich 4, 0, O gefunden haben.

§ 8. Vorbemerkungen gzur rationalen Transformation ‘unseres
Problems.

Von den frither besprochenen, auf Jacobi'sche Gleichungen sechsten
Grades beziiglichen Untersuchungen restiren jetzt noch diejenigen,
welche sich auf die Aufgabe beziehen, aus einer ersten Jacobi'schen

Gleichung sechsten Grades durch moglichst allgemeine, in den Ve
rationale Transformation eine zweite herzustellen. Ich werde diese
Untersuchungen von unserem Standpunkte aus darlegen, ohne weiter
auf die historisch gegebenen Beziehungen einzugehen. Es handelt
gich fir uns darum: drei Grissen By, B,, B, in mdiglichst allgemeincr
Weise so als rationale homogene Functionen der Ay, A, A, 2zu be-
stimmen, dass sie selbst die linearen Substitutionen des § 2 erfakren, wenn
wir die A,, A, A, denselben unterwerfen™).

Durch unsere Forderung ist, wohlverstanden, keineswegs ver-
langt, dass die einzelne Substitution der B mit derjenigen der A
identisch sei, es ist nur nothwendig, dass die Gesammtheit der®Sub-
stitutionen beiderseits iibereinstimme. Wir kennen bisher zwei Mog-
lichkeiten, um eine solche Uebereinstimmung zu erzielen: das eine Mal
‘setzen wir die Substitution der B mit derjenigen der A in der That
identisch, das andere Mal lassen wir sie aus der Substitution der A
hervorgehen, indem wir iiberall & statt & schreiben: das eine Mal
sprechen wir von cogredienten, das andere Mal von contragredienten
Variabelen. Im zweitfolgenden Paragraphen werde ich zeigen, wie so
‘man a priori zur Unterscheidung gerade dieser beiden Fille gelangen
muss, und dass ausser ihnen keine weiteren, die selbstindige Bedeu-
tung hitten, existiren. Einstweilen nehmen wir unsere Fille als er-
fahrungsgemiss gegeben und fragen, wie wir sie durch bestimmte
Formeln zu erledigen haben.

*) Dass wir gerade homogene Functionen verlapgen, ist, wenn man will, eine
unnéthige Beschrinkung, die wir hinterher aufbeben kénnen, an der wir aber
bei unserer Darstellung, um immer unsere geometrische Ausdrucksweise benutzen
zu konnen, festhalten. Siehe die analoge Bemerkung in 1I, 2, § 7.

15%*
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Es wird zweckmissig sein, die entsprechende Problemstellung zu-
nichst im biniren Gebiete zu behandeln, wo wir sie in den fritheren
Kapiteln schon wiederholt beriihrt hatten. Es seien %, %, homogene,
rationale (nicht nothwendig ganze) Functionen von 4,, Ay

(30) %=, (4, &), %=9 (Ay 4),

wir verlangen, @,, @, so zu bestimmen, dass %, % sich entweder
cogredient oder contragredient &ndern, wenn 4, 4, den homogenen
Ikosaedersubstitutionen unterworfen werden. Zu dem Zwecke bilden
wir uns die doppeltbinire Form: '

(1) F (A, Ag5 gy ) = " P2 (Ays ) — o @1 (A, 4y).

Offenbar bleibt dieselbe, wenn wir die 4;, 4, den urspriinglichen, dieu, g,
aber den zugeordneten (cogredienten oder contragredienten) lkosaeder-
substitutionen unterwerfen, invariant; denn sie ist gleich w; %, — g%,
und p,, py, bez. %, x, erfahren jeweils identische Substitutionen von
der Determinante Eins. Umgekehrt, wenn wir eine in diesem Sinne
invariante Form F der 4, u haben, die in den g linear, in den 4,, 4,
homogen ist, wird: ‘

¢ F oF
(32) L “2=3#1

eine Losung der gestellten Aufgabe sein. Es kommt also einzig darauf
an, alle invarianten Formen F aufzustellen.

Bemerken wir nunmehr Folgendes. Haben wir zwei Losungs-
systegne x;, #y; %, %y von (30) gefunden, so bleibt die Determinante
(%, — #,%,") bei simmtlichen Ikosaedersubstitutionen invariant. Die-
selbe ist aber gleich der Functionaldeterminante der . zugehorigen

" Formen F, F’:

8F  GF
l Om Cuy
eF iF |
| Om oty |

und diese muss also als rationale Function von 4,, 4, eine rationale
Function der Ikosaederformen f(4,, &), H (&, 4y), T(4,, 4;) sein. Ich
will jetzt annehmen, dass wir irgend zwei der gesuchten Formen:
F,, F, von nicht verschwindender Functionaldeterminante kennen.
Bringen wir dann die Identitit zur Anwendung:

F F F,

4F  ¢F, &F,
?-4;1— om Aar‘l_ = 07
L oF oF, oF,
. Opy ou, o,
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so folgt aus dem ger.'ade aufgestellten Satze, dass jede der von ums
gesuchten Formen sich aus F,, F, in folgender Form zusammensetzt:

(33) F=R,-F, + B, - I,

wo R,, R, rationale Functionen der f(4,, 4,), H(4,, %), T(4,, 4,)
sind. Umgekehrt aber, wenn wir R,, R, als solche rationale Func-
tionen annehmen und dabei nur dem Gesetze Rechnung tragen, dass
F in 4,, 4, homogen sein soll, wird F eine Form der von uns ge-
suchten Art sein. Daher enthilt (33) diberhaupt die Liosung unserer
Aufgabe, sobald wir nur zwei unserer Formen, Fy, F,, als bekannt an-
sehen diirfen. Diese Voraussetzung trifft aber, sowohl im contragre-
dienten als im cogredienten Falle, in der That zu. Wir kennen sogar
beidemal die niedrigsten Formen F), F,, d. h. diejenigen, deren Grad
in 4,, 4, moglichst gering ist. Im contragredienten Falle sind dies
die beiden N,, M,, die wir im vorigen Kapitel immer benutzten:

Fi= N = (T4°%" + 4) + (— &7+ 74,245,
(34) F, = M, — p, (4,® — 394,54, — 264,°2,")
+ u, (262,04,° — 392,°4,° — ,"%),
im cogredienten Falle aber die folgenden beiden:

Fy=,u, — A,

(35) ef f

F2=5'[1 "y +3€—;_2’l“‘2-

Hiermit ist unsere Fragestellung, soweit das binire Gebiet in Betracht
kommt, vollstindig erledigt®).

§ 9. Durchfiihrung der rationalen Transformation.

Indem wir jetzt zu den A zuriickkehren, kbnnen wir bei ihnen
mit einem Schritte beginnen, welcher dem Uebergange von (30) zu
(31) analog ist; mit anderen Worten: statt Elemente B,, B,, B; zu
suchen, welche zu A;, A,, A, in dem einen oder anderen Sinne cova-
riant sind, suchen wir lieber eine Imvariante, welche beide Reihen von
Variabelen simultan enthilt. Die Moglichkeit hierfiir ist, geometrisch
zu reden, darin begriindet, dass in der Ebene B ein unveranderlicher
Kegelschnitt liegt:

B+ B,B,=0

*) Was den contragredienten Fall angeht, so hatten wir einen particu-
liren Fall, der sich hier subsumirt, bereits in Formel (25) von II, 3, § 4
kennen gelernt.

~
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und dass in Bezug auf diesen Kegelschnitt jedem Punkte B,, B;, B,
eine gerade Linie, nimlich die zugehorige Polare:

2Bo'Ao,+ B:- A+ B1'A2’=O;*)
in covarianter Weise zugeordnet ist. Wenn also folgende Formeln :

(36) By =g,(A;, A, Ay), B, = g, (Agy A Ay), B, = g, (A Ay, A)
die B den A cogredient oder contragredient zuordnen, so wird dic aus
thnen abgeleitete Form.:

(BT) F (A, A, A5 AL A, A)) =29, A/ + ¢, A+ - A,
sofern wir die A ebenso substituiren, wie die B, invariant sein. Umge-
kehrt, sobald F' in dem erwdlmten Sinne invariant ist, sind:
1 oF oF oF

(38) Bo=?'?A:7 1=gfg’ 2=~8—PT
Formeln der von uns gesuchten Beschaffenheit.

Wir bemerken jetzt, dass jedes F sich aus dreien, die linear un-
abhingig sind, in der Form zusammensetzen lisst:
(39) F=R1Fl +R2F2+R3173)
wo die R,, R,, B, rationale Functionen der von A,, A, A, allein ab-
hingigen invarianten Formen, d. h. rationale Functionen der 4, B,
C, D sind. Umgekehrt werden wir, sobald wir R,, R,, R, als solche
rationale Functionen annehmen, aus (39) immer eine Form F der
gewlinschten Art gewinnen, wobei wir es in der Hand haben, sofern
wir darauf Werth legen, F zu einer homogenen Function der Ay,
A;, A, zu machen. Ailes kommt also darauf an , nur noch in beiden
Fallen drei, in den A miglichst niedrige Formen F,, Fy, F, zu finden.

Im cogredienten Falle erledigen wir diese Aufgabe direct durch
Polarenbildung, denen wir die niedersten , bloss A enthaltenden inva-
rianten Formen, d. h. 4, B, C, unterwerfen. Wir werden niimlich setzen:

Fl =2A0'Ao’+A2'A1I+A1‘A2’,
0B , 0B ’ ¢B ,
(40) F2=—@‘A07.A0+_§H'Al +'2A;'A27
EC 7 60 ’ BC 7
F3=W'Ao + W'Al + _EAT°A2'
Im contragredienten Falle dagegen recurriren wir noch einmal auf

das Uebertragungsprincip des § 2. Wir werden uns zunichst drei
Formen

‘9“17 Ags Wy, W)

verschaffen, welche, bei contragredienten Ikosaedersubstitutionen in-.

variant, in den p vom zweiten, in den A von moglichst niederem,

* Ays A/, Ay bedeuten hier die laufenden Punktcoordinaten.

B
A

O S
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geradem Grade 2n sind. Dann werden wir diese & wunter Einfiihrung
von A’ n-mal nach A, unter Einfihrung von u’ einmal nach u polari-
siren und schliesslich dic symmetrischen Functionen der A, ' durch die

A, die der p, u' durch dic A" ersetzen, also schreiben:

1 . . , ,
1) A= — ) (L4 4 44)0), A=1034, A= —44i;
’ 1 ’ ’ ’ ’ ’ 7 g
Ay =— 5 (s + papt), A= atty’, A= — %)
Die Formen £, welche hier die zweckmiissigsten sind, konnen wir
den frither citirten Angaben von Hrn. Gordan entnehmen. Als Q,
withlen wir die Form 7, die wir in § 11 des vorigen Kapitels (Formel
(60) daselbst) mitgetheilt haben:
(42) &, = p,* (— 4,°—34,4,°) 4+ 10p,p,- 2,°4,° + p? (34,74, — 4.9).
Um sodann £, zu gewinnen, bilden wir von der ebendort angegebe-
pen Grundform o und dem noch so eben benutzten N, die Functional-
determinante:

e ca
o ai’:
oN,em |
| om Cuy

Wir erhalten so:

(43) &, =u*(— 104,52, +202,°3,) + 2, 4o (— 4,7+ 142,72, 2,'%)
+ 1" (—204,72,° — 104,24,%).

Endlich ziehen wir als &, das Quadrat von N, heran:

(44) Q= [p, (— T4 — 4,7) + w (A7 — T2

Indem wir jetzt unseren Umwandelungsprocess zunichst auf £, an-

wenden, entsteht, nach Wegwerfung eines Zahlenfactors, die folgende
einfachste Form F),, dritten Grades in den Aj, A;, A;:

(45) F,=2 Ay (2A—3A\A, A)— A (BAA+AS) — A (BAAZ+AS).
Wir behandeln jetzt £, (43) in &hnlicher Weise, subtrahiren aber

vom Resultate der Vereinfachung halber noch ein geeignetes Multi-
plum von A - F,. So entsteht:

(46) F,= 2A) (—8ASAA +6AAA— AL — Ay
4 A (16A2A — BAZA® — 4A A A+ 2A4A)
4+ A (16ASA2—8AZAS —4A ABPA 4 2AAY.

* Natiirlich konnten wir such im cogredienten Falle genau so verfahren;
wir wiirden dann aber keine anderen Resultate erhalten, als die ohnehin mitge-
theilten, und nur den Polarisationsprocess, der uns oben za den 4, B, C, D ge-
fiibrt hat, noch einmal wiederholen.
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Wir behandeln endlich &, (44) und erhalten nach Subtraction geeig-
neter Multipla von A42. F, und 4 Fy:

(47) Fy=2A/ (B2A°A%A,2 — 4AP AL+ A — 16A A2AS
+ BAA A+ A5)
+ A (— 32A05A22--i—48A04A1”—32A03A1 A —4AZAMA,
+ 14A A 2A4 — 3APAE—AT
+Az'(—32A05A12+48AO4A23—32A03A13A2——4A0“AIA2‘
-|-14A0A14A22—3A12A25—A17).
Indewm wir die so gewonnenen F, F, F, in (39) und hierdurch in

(38) eintragen, ist auch im contragredienten Falle unserer Aufgabe
vollkommen entsprochen.

§ 10. Gruppentheoretische Bedeutung von Cogredienz und
Contragredienz.

Wir kehren jetzt zu der gruppentheoretischen Frage zurfick, zu
der wir bei Beginn von § 8 gefiihrt wurden. Die linearen Substitu-
tionen der B sind denen der A jedenfalls holoedrisch isomorph; es
handelt sich also in letzter Linie um dje Aufgabe, zu untersuchen, auf
wie viel verschiedene Weisen man eige Gruppe von 60 lkosaedersub-
stitutionen:

(48} VO)VU"""'VM

holoedrisch isomorph sich selbst zuordnen kann. Zwei Arten dieser
Zuordnung sind durch Cogredienz und Contragredienz gegeben; wir
wollen zeigen, dass auf sie alle anderen im Wesentlichen zuriick-
kommen,

Ieh muss dabei von vorneherein sagen, welche Umordnungen von
(48) als unwesentlich betrachtet werden sollen. Es sind diejenigen
Umordnungen, welche im Sinne unserer fritheren Erlduterungen (1, 1,
§ 2) durch Transformation entstehen, welche also ¥} je durch V -y
ersetzen, unter V' eine beliebige Operation von (48) verstanden. Bei
den Anwendungen, die wir zu machen haben, kbnnen wir nimlich
eine solche Umordnung immer als blosse Aenderung des Coordinaten-
systems deuten. Man ersetze die Variable 2, die den Ikosaedersub-
stitutionen (48) unterworfen wird, durch 2’ — V'(2), so wird an Stelle
der Operation ¥, durchweg V=1 V¥V’ treten. Analog, wenn wir die
Vi als die terniren Substitutionen unserer A, A, A, deuten,

Wir recurriren jetzt, indem wir uns vornehmen, wiederholt das
gerade formulirte ,,Transformationsprincip“ zu verwenden, auf die Er-
zeugung der Ikosaedergruppe aus zwei Operationen S und 7, von
denen die erste die Periode 5, die zweite die Periode 2 besitzt {, 1,

4
____./:%i.__- L
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§ 12). Wir werden die Zuordnung, die wir suchen, bestimmt haben,
sobald wir angeben, welche Operationen S', 7" den-S, T entsprechen
sollen. Hier wird S jedenfalls wieder die Periode 5 besitzen miissen.
Nach I, 1, § 8 gibt es aber innerhalb der Ikosaedergruppe tiberhaupt
24 Operationen von der Periode 5, von denen 12 mit S, 12 andere
mit S* gleichberechtigt sind. Wenn wir also bei der von uns ge-
suchten Zuordnung eine Modification derselben durch geeignete Trans-
formation der Gruppe zu Hiilfe nehmen, kinnen wir auf alle Fille S’
entweder = S oder — S* sefzen. Ist dies geschehen, so bleibt 8 un-
geiindert, wenn wir V; allgemein durch S—*7; 8" ersetzen (v=0,
1, 2, 3, 4). Man beachte jetzt die 15 Operationen von der Periode 2,
welche in (48) enthalten sind. Wenn wir v in der gerade genannten
Transformation geeignet wihlen, so konnen wir die einzelne Operation
von der Periode 2 immer auf eine der folgenden drei zuriickfithren:
T, TU, U,
wo U in I, 1, § 8 definirt ist [man vergl. I, 2, § 6]. Haben wir
“daher diber S’ in der gerade genannten Weise verfiigt, so geniigt es, T" irgend
emer der drei Operationen T, TU, U gleich zu setzen. Man vergleiche jetzt
die Periodicititsangaben in I, 2, § 6. Denselben zufolge hat ST' die
Periode 3; es muss also auch S'7" die Periode 3 haben. Nun findet
man aber ebendort fir ST, STU, SU, S*T, S*TU, S*U bezichungs-
weise die Perioden 3, 5, 2, 5, 3, 2 angegeben. Daher kann S’ 7" nur
entweder wieder ST oder S*TU sein. Es bleiben also wberhaupt bloss
owei Moglichkeiten: das eine Mal setzen wir S — S, T" = T, das andere
Mal §"= 8% I'= TU. Schreiben wir die zugehorigen Ikosaeder-
substitutionen hin, so erkennen wir, dass S® und 7U aus S und T
- hervorgehen, indem wir ¢ in & verwandeln. Somit werden wir in
der That genaw zu den beiden Féllen der Cogredienz und Conmtra-
gredienz, und nur zw ihnen, hingefiihrt, was zu beweisen war.

Offenbar konnen wir die Frage, welche hiermit beim Ikosaeder
beantwortet ist, bei jeder Gruppe wiederholen. Ist dann ein Formen-
_problem vorgelegt, welches zu einer bereits untersuchten Gruppe ge-
hort, so konnen wir algebraische Entwickelungen verlangen, die den
in § 8, 9 gegebenen entsprechen. Ich will mich hier nicht auf all-
gemeine Erliuterungen einlassen, die tiber unser Thema hinausfiihren
wiirden (siehe indess I, 5, § 5). Nur diese eine Bemerkung finde hier
ihreStelle, dass der cogrediente Fall (der natiirlich jedesmal existirt) immer
dann durch Polarenbildung erledigt werden kann, wenn unter den Inva-
rianten des Formenproblems eine solche vom zweiten Grade ist. Dies
tritt zumal bei denjenigen Formenproblemen ein, deren Variabele
Ty, Zys 4 -+ Xy einfach permutirt werden, die also durch Gleichungen

R
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1" Grades mit unbeschriinkten Coefficienten reprisentirt werden. Be-
nutzen wir bei ihnen die Invariante X% genau 80, wie wir soeben
(in § 9) den Kegelschnitt B2 BB, verwandten, so gelangen wir
dazu, den %, z,, --- 2, die Differentialquotienten vg%, %, a:iq’_i
covariant zu setzen, unter ¢ irgend eine bei den Vertauschungen der
Gruppe invariante Form verstanden. Offenbar kommen wir durch
Verfolg dieses Ansatzes, sobald wir als Functionen ¢ insbesondere
Potenzsummen der # in Betracht ziehen , genau zur Tschirnhaustrans-
formation zuriick. Das alte Verfahren von Tschirnhaus subsumirt sich
also, zusammen mit den Formeln (38), unter eine allgemeine, auf
Formenprobleme einer bestimmten Classe beziigliche Methode. — Man
vergleiche hierzu, was in 11, 2, § 7 iiber die Zuordnung von Punkten
und Ebenen gesagt wurde®).

§ 11. Ansatz zur Auflésung unseres Problems.

Wir wollen die Analogie mit der Tschirnhaustransformation einen
Augenblick festhalten und die Coefficienten R, Ry, By in (39) dem-
entsprechend als unbestimmte Grossen betrachten. Berechnen wir
dann fir die zugehorigen By, B,, B, den Ausdruck B, 4+ B,B,, so
erhalten wir eine quadratische Form dieser Grossen, welche wir durch
mannigfache Annahme der B, R,, R, zu Null machen konnen. Dann
aber konnen wir, wie wir wissen, die By, B,, B,-unmittelbar durch
eine lkosaedergleichung bestimmen. Ist dies geschehen, so bringen
wir jetzt noch einmal die Formel (39), bez. (38) in Anwendung, doch
so, dass wir die Buchstaben A, B vertauschen und also Ay, A, A,
durch B, B,, B, ausdriicken. Die Coefficienten R,, R,, B, werden
dann nothwendig rationale Functionen der urspriinglichen 4, B, C, D
und derjenigen Irrationalititen, die wir eingefiihrt haben mogen, indem
wir By® 4 B,B, = O setzten: das wrspriingliche Problem der A ist also
durch Vermittelung dieser Irrationalititen und der fiir die B maassgeben-
den Ikosaedergleichung gelost**). :

Ich erwihnte dies allgemeine Verfahren nur, um die Anwend-

*) Man kann die Bemerkung des Textes noch ein wenig verallgemeinern,
Es ist nicht ntthig, damit die Polarenbildung zum Ziele belfe, dass eine in den
z quadratische, invariante Form existire, sondern es genligt das Vorhandensein
einer invarianten, tn den z, z’ bilinearen Form. In diesem Sipne gehoren die
Formeln (35) ebenfalls hierher, denn in ihrem Falle liegt eine solche bilineare
Invariante in der Determinante (1,p, — 2, ,) vor.

**) Wir beriihrten denselben Gedanken bereits (indem wir von den Jacobi-
schen Gleichungen sechsten Grades sprachen) in II, 1, § 6. .

N
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barkeit der Formel (39) hervortreten zu lassen. Der Weg, den wir jetzt
einschlagen wollen, um das Problem der A zu losen, d. h. auf eine Iko-
saedergleichung zu reduciren, ist ein sehr viel einfacherer. Wir hatten:

(49) 2A, = — (4,4 + 4L4), A = Ak, A= — 44;
wir wollen die Auflisung jetzt so versuchen, dass wir uns die Ikosacder-

gleichung gebildet denken, von der das hier auftretende % resp. das ;l abhiingt.
2 2

Geometrisch heisst dies, dass wir den Punkt A durch einen der beiden
Punkte auf 4 = 0 zu bestimmen suchen, in welchem eine von A an den
Kegelschnitt A laufende Tangente beriihrt, wihrend die allgemeine so-
eben skizzirte Methode, — wenn anders wir die vorkommenden Func-
tionen als homogene Functionen der A,, A,, A, voraussetzen —, dem
Punkte A irgend einen auf 4 = O gelegenen covarianten Punkt zu-
ordnet, sodann auch dessen Coordinaten B,, B,, B, nicht nur ihrem
Verhiltnisse nach, sondern absolut bestimmt denkt.

Die Analogie unserer Fragestellung mit derjenigen, die wir nach
Hrn. Gordan im vorigen Kapitel behandelt haben, liegt auf der Hand. Es
handelt sich, wie wir wissen, beidemal uni ein Formenproblem, dessen
Variabele bilineare Formen solcher zweier Reihen biniirer Variabler sind,
die simultan den Ikosaedersubstitutionen unterworfen werden: beidemal
suchen wir die Lisung, indem wir auf die Ikosaedergleichung zuriick-
gehen, von der die Variabelen der einen Reihe ihrem Verhiltnisse
nach abhingen. Wir werden dementsprechend genau dem Gedanken-
gange folgen konnen, der in § 6—11 des vorigen Kapitels entwickelt
wurde: die einzelnen Schritte werden so einfach, dass es itberfliissig
scheint, die jedesmaligen Resultate ausfiihrlich zu begriinden.

Wir beginnen damit, solche homogene ganze Functionen der
Ay, 4 und 4, 4, aufzuzihlen, welche bei den simultanen (jetat cogre-’
dienten) Ikosaedersubstitutionen dieser Grossen ungeindert bleiben
(invariante Formen). Die einfachsten beiden in den 1’ linearen Formen
haben wir in Formel (35) zusammengestellt; es waren die folgenden beiden:
Ay — A4 = VA;

;—{1' 11,"‘ 9%2'}"2'=P;

(wo gleich der ausgerechnete Werth der ersten Form angegeben
und der Buchstabe P fiir spiter der Abkiirzung halber eingefiihrt ist).
Es gehoren ferner hierher, wie wir schon in § 2 bemerkten, alle
sonstigen Formen, welche aus 7 (1, 4,), H(4,, 4,), T (4, 4,) durch
Polarisation nach 1,', 4, entstehen*). Unsere 4, B, C, D, die

*) Ich urgire nicht weiter, dass mit den golchergestalt aufgeziihlten Formen
bereits das volle System der hier in Betracht kommenden Invarianten erschopft ist. y

(50)

A,,_____./‘ 3
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,bekannten Grossen des Formenproblems, sind solche Combinationen
der hiermit genannten Formen, welche in den 4, 2’ symmetrisch sind.

Wir betrachten jetzt iberhaupt die Vertauschung der 4, 2, d. h.
die Ersetzung von 4,, 4, durch 4, 4,” und umgekehrt. Bleibt eine
invariante Form bei Vertauschung von A, A ungeindert, so ist sie
eine ganze Function von 4, B, C, D; &ndert sie dagegen bei Ver-
tauschung ibr Vorzeichen, so ist sie das Product einer solchen ganzen
Function in Y4 (50). Hat eine invariante Form nur gleichen Grad
in den 4, 4/, so kann sie immer in folgende Gestalt gesetzt werden:

(61)  F(h, 4; 4/, 4) =G (4, B,C, D)+ VA-H(4, B,C, D),
wo die ganzen Functionen G, H durch folgende Gleichungen definirt sind:
2G = F (4, 43 4/, )+ F (4, 25 Ay Ay)s
2VZ - H=Fy, &y &, &) — FQ@Q/, 25 &y, 4). —
Der allgemeine Gang unserer Auflosungsmethode wird nunmehr

(52)

folgender sein. Wir haben zunichst die Ikosaedergleichung zu bilden:

H(i,, 4,
(53) 1728 f(5 an )12) =2,

von welcher ,:4, abhingt, dann aber die Invariante P (h0) durch
A, &, VA und die bekannten Grossen auszudriicken. Beides gelingt,
wenn wir Formel (51), (52) in geschickter Weise verwenden. Wir
betrachten sodann die Formeln (50) als lineare Gleichungen zur Be-
stimmung von 4, 4,’: die gesuchten Schlussformeln fiir die Ay, A, A,
ergeben sich, indem wir die gefundenen Werthe in (49) eintragen. Dabei
erscheinén die A, A,, A,, Wie es sein muss, als geeignete lineare Com-

binationen der linearen Invarianten Y4 und P.

§ 12. Zugehorige Formeln,

Die Formelp, welche vermbge des allgemeinen soeben gegebenen
Ansatzes benothigt werden, sollen jetzt noch soweit entwickelt werden,
als zur Priicisirung des Gedankenganges wiinschenswerth erscheint.
Ich will dabei wieder (wie im vorigen Kapitel) die uns urspriinglich
gegebenen Formen mit dem Index 1, die anderen, die aus ihnen durch
Vertauschung der Variabelen 1, 1" entstehen, mit dem Index 2
bezeichnen. Hohere Indices mogen den Grad ganzer Functionen
der jeweils beigesetzten Argumente unter der Voraussetzung an-
geben, dass man diese Argumente als Functionen der A, A;, A,
betrachtet.

Wir beginnen mit der Berechnung von Z (53), oder, wie wir
jetzt sagen, von Z;. Offenbar haben wir der Reihe nach:
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7 __H®* __ _HPf®
(04) Z, = 172815 1728 /,°f,°
_(H2ARS 4 HAY) 4+ HP L — )
o 3456f,°1,°

_ Ge (4, B, C)+V4A-D-G, (4 B C),
3456 [G, (4, B, C)]®

Neben (51), (52) habe ich dabei den Umstand verwendet, dass unter
den gegebenen Grossen 4, B, C, D das D allein von ungeradem
Grade in den A, sowie, dass D? eine ganze Function von 4, B, U
ist. — Die ganzen Functionen Gy, Gy, Gg, von 4, B, C bleiben aus-
zuwerthen, indem man auf die expliciten Werthe der in Betracht
kommenden Grossen in den A,, A,, A, recurrirt. Die betreffende
Rechnung ist natiirlich etwas umstindlich; ich unterlasse sie, weil sie
keinerlei principielles Interesse bietet.

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung von P, oder vielmehr von
P,. Die Form P, ist in den i’ von der ersten, in den 4 von der
elften Dimension; wollen wir ein Verfahren, wie das eben bei Z; an-
gewandte, benutzen, so werden wir P, vorab mit solchen nur von
A,, 4, abhingigen Factoren behaften miissen, dass das entstehende
Aggregat in den 4, 4" gleichférmig die erste Dimension besitzt. Wir
setzen dementsprechend:

- P, - H,
<:)O) ¢ = lT, o

und haben dann der Reihe nach:
Pl ° H1 Pl ° Hx T2

(56) ¢ = T, = T,
— (P1H1T2+P2H2T1)+(P1H;T2—P2H2T1l
21, 1,

_ DG4 B O+ VA Gy B O)
2 T,, (4, B, 0)

wo die ganzen Functionen G5, Gy, Iy, auszuwerthen bleiben. —
Tragen wir ein, so kommt:

. T, D-G, (4, B, C)+ VA-Gy (4, B, O)
(67) Pi=g =" 2h, 4 B O : o

Wir suchen jetzt wie verabredet, aus Y4 und P, die 4/, 4,
Die entstehenden Formeln lauten einfach:

ch
, 2, 1,
B ll =_VZ'102,1+P1'EZ7
(58) of,
o4 1,

Bo=+VA4- 121, +P1'12f1'

TN
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Indem wir sie mit (49) vergleichen, kommt schliesslich:

— 2,4,
2= — V4 — 2P, 1247
of,
. 2 'T 1.'2
(59) A=+ VA . —12071— ~+ P, Té—/;,l-,
i
— 1 612 112
A= — V4 7 — P g

wo wir uns fiir P, den Werth (57) eingetragen denken.

Wir konnen die hiermit gegebene Auflosungsmethode, wenn wir
noch einmal den Entwickelungsgang des vorigen Kapitels heranziehen
wollen, mannigfach modificiren. Man substituire beispielsweise in (59)
statt P, die Grosse g, (55), worauf die A nur von V4, ¢, und 4,:4,
abhingen, berechne sodann, indem man diese drei Grissen als beliebig
gegeben ansieht, das zugehorige Problem der A und vergleiche dasselbe
mit dem vorgegebenen Probleme. Man erhilt so fiir ¢, und Z; (53)
Bestimmungsgleichungen, die zur wirklichen Berechnung derselben
verwandt werden konnen. Auch kbnnen wir, wie wir es im vorigen
Kapitel thaten, jeden Schritt der Auflosungsmethode geometrisch
deuten. Indem ich alle diese Dinge dem Leser iiberlasse, betone ich

zum Schlusse noch das Auftreten von ¥ A4. Im Sinne unserer friiheren
Ausdrucksweise ist dies eine accessorische Irrationalitif, d. h. eine solche,
welche in den zu berechnenden Grdssen A;, A,, A, nicht rational ist*).
Wir werden bald sehen, dass eine derartige Irrationalitit in der That
nicht zu vermeiden ist, wenn anders wir das Problem der A auf eine
Tkosaedergleichung zuriickfiilhren wollen.

*) In analogem Sinne iibertriigt sich der Begriff der accessorischen Irrationa-
litit auf Formenprobleme iberhaupt.



Kapitel V.
Die allgemeinen Gleichungen fiinften Grades.

§ 1. Formulirung zweier Aufldsungsmethoden.

Indem wir uns jetzt zu den allgemeinen Gleichungen fiinften
Grades wenden, nehmen wir sofort das eigentliche Auflésungsproblem
in Angriff*). Es handelt sich in der Hauptsache darum, aus finf
Grossen z,, z;, - - ,, welche der einzigen Bedingung Xz = 0 unter-
worfen sind, eine Function ¢ (z,, z,, - - -, x,) = A zusammenzusetzen,
welche bei den geraden Vertauschungen der z sich ikosaedrisch sub-
stituirt; wie wir spiter die einzelnen z rational durch 2 darstellen werden,
ist eine Frage fiir sich, die wir fiir's Erste als secundiir betrachten.
Indem wir uns vorab auf die Hauptfrage beschriinken, legen wir geo-
metrische Interpretation zu Grunde: wir deuten, wie es oben geschah,
Zy:ay i+ 2, als Coordinaten eines Raumpunktes, i aber als Para-
meter einer Erzeugenden erster Art auf der Hauptfliche zweiten
Grades Xx? = 0. Unsere Aufgabe wird dann: dem beliebigen Raum-
punkte x durch geecignete Comstruction eine Erzeugende 4 in covarianter
Weise zuzuordnen, d. h. der Art zuzuordnen, dass die Beziehung zwi-
schen Raumpunkt und Erzeugender ungeiindert bleibt, wenn man beide
simultan den geraden Collineationen unterwirft.

Eine erste Losung dieser Aufgabe ergibt sich, auf Grund unserer
bisherigen Entwickelungen, wie von selbst. Wir werden ndmlich dem
Punlte x suvorderst in covarianter Weisc einen Punkt y der Hauptfliche
zuweisen und dann als Erzeugende A die durch y hindurchlaufende Er-
seugende nehmen. Also, dass wir gleich die hieraus hervorgehende
algebraische Behandlung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades
charakterisiren: wir werden die allgemeine Gleichung fiinften Grades
durch eine geeignete Tschirnhaustransformation in eine Hauptgleichung

*) Die im Folgenden gegebenen Entwickelungen sind ihren Grundziigen
nach bereits in meinen ofter citirten Arbeiten in den Bénden 12, 14, 156 der
Mathematischen Annalen enthalten, doch werden sie hier zum ersten Male in
znsammenhingender Form zur Darstellung gebracht.

O
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finften Grades verwandeln und dann diesc nach der im dritten Kapitel
des gegemwirtigen Abschnitts dargelegten Methode auflosen.

Die Tschirnhaustransformation, welche bei dem hiermit bezeich-
neten Verfahren bendthigt wird, haben wir bereits in II, 2, § 6 ge-
nauer besprochen und dort in der Weise formulirt, dass wir dem
Punkte z zunichst eine Raumgerade zuordneten, welche zwei rationale,
zu = covariante Punkte verbindet, um dann von den Schnittpunkten,
die diese Raumgerade mit der Hauptfliche gemein hat, den einen als
Punkt y zu wihlen. Dabei wurde zur Trennung der beiden Schnitt-
punkte, allgemein zu reden, eine accessorische Quadratwurzel gebraucht.
Wollen wir uns kurz fassen, so konnen wir bei Beschreibung dieser
Construction den Punkt y auch bei Seite lassen. Es handelt sich fiir uns
dann einfach darum, eine der beiden ‘Erzeugenden erster Art der Haupt-
fiiche zu benutzen, welche einer zu z covarianten Raumgeraden be-
gegnen. Die accessorische Quadratwurzel beruht darauf, dass es neben
einer ersten Erzeugenden dieser Art, die wir A nennen, immer noch
eine zweite, mit 4 gleichberechtigte gibt, die wir einen Augenblick
mit A" bezeichnen wollen. Indem wir uns so ausdriicken, erkennen
wir die Moglichkeit, die Benutzung der accessorischen Irrationalitit
noch etwas hinauszuschieben. Statt gleich die Ikosaedergleichung auf-
zusuchen, wvon welcher 2 abhingt, werden wir worab das Gleichungs-
system aufstellen, durch welches die symmetrischen Functionen der
A, A7 bestimmt werden, und erst spdter aus diesem (ileichungssysteme dic
vorbenannte Ikosacdergleichung ableiten. Das aber heisst augenscheinlich
nichts Anderes, als dass wir auf die Entwickelungen unseres soeben
abgeschlossenen vierten Kapitels zuriickgreifen. In der That: unsere
A, " sind cogrediente Variabele; das Gleichungssytem, von dem wir
sprechen, ist also ein Gleichungssystem der A, bei dessen Behandlung
wir iibrigens sofort, wie wir sehen werden, zur homogenen Fassung,
d. h. zum Formenproblem der A hingefithrt werden. Zugleich ist die
Ikosaedergleichung, von welcher 4 abhingt, dieselbe, die wir ohnehin
bei Auflésung des Problems der A benutzen wiirden. Wir finden also
etne zweite Lisungsmethode der allgemeinen Gleichung fiinften Grades, bei
der wiy die Entwickelungen von 11, 4 genaw so verwerthen, wie bei der
ersten Lisungsmethode diejenigen von 11, 3.

Uebrigens ist die Formulirung, welche wir gerade fiir die zweite
Losungsmethode aufstellten, noch unnéthig particulidr. Indem wir uns
der Betrachtungen erinnern, die wir in II, 2, § 9 gegeben haben,
erkennen wir, dass wir dem Punkte z statt einer Raumgeraden bei
Durchfiihrung der zweiten Methode einen allgemeinen linearen Complex
zuordnen konnen. Die Erzeugenden A, A° sind dann diejenigen beiden,
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welche diesem lincaren Complexe angehioren. Die expliciten Formeln,
welche wir spiiter behufs Pricisirung der zweiten Methode aufstellen
werden, bleiben von dieser Verallgemeinerung unberiihrt; wir werden
also auf die specielle Formulirung, mit der wir gerade begonnen
~ haben, iiberhaupt nur beiliufig zuriickkommen.

Wir haben fiir die folgenden Paragraphen nunmehr eine doppelte
Aufgabe. Einmal werden wir noch die genauen Formeln aufstellen
miissen, welche den zweierlei Losungsmethoden, deren Moglichkeit wir
erkannten, entsprechen, — dann aber wollen wir die Gesammtheit
Jener Untersuchungen, iiber dic wir in II, 1 Bericht erstatteten,
in unsere eigenen Ueberlegungen einordnen. In letzterer Hinsicht ist
von vorneherein die Verwandtschaft unserer ersten Liésungsmethode
mit derjenigen von Bring, unserer zweiten Methode mit derjenigen
von Kronecker evident. Durch Benutzung eines Satzes, den wir friiher
(I, 2, § 8) iiber die lkosaedersubstitutionen aufgestellt haben, gelingt
es denn auch, jenen Fundamentalsatz der Kronecker'schen Theorie zu
beweisen, fiber den wir in 1I, 1, § 7 referirt haben.

§ 2. Durchfiihrung unserer ersten Methode.

Um unsere erste Methode zu fixiren, sei

(1) Btar* 4 bz +cx+d=0
die vorgelegte Gleichung fiinften Grades (bei der wir Xz = 0 ge-
nommen haben). Wir setzen ferner vach II, 2, § 5:

s
) Yy =p-x,')—|—q-xﬁ?)—}-r.xﬁ?)—}-s-x@,

1 . .
wo x(f)=xf—?2x", und berechnen Xy®. Dasselbe wird eine

homogene ganze Function zweiten Grades der p, g, 7, s:

(3) d.(p’ q7 r’ S)’
deren Coefficienten symmetrische, ganze Functionen der z und also
ganze Functionen der in (1) auftretenden Coefficienten a, b, ¢, d sind.
Wir wiinschen ein Losungssystem der Gleichung @ = O zu finden,
welches bei den geraden Vertauschungen der x ungeiindert bleibt.
Bemerken wir vorab, dass die gesuchten p, ¢, r, s unméglich
gleich rationalen Functionen der z,, z,, -- 2, sein konnen. Es geht
dies aus dem spiter zu erbringenden Beweise hervor, demzufolge bei
Durchfiihrung unserer Methoden die Benutzung einer accessorischen
Irrationalitiit, zum Mindesten also einer accessorischen Quadratwurzel,
nicht zu vermeiden ist*). Um so mehr greifen wir auf die geometrische
*) Umgekehrt wﬁ\rde man, wenn man den Satz des Textes (betreffs der Irra-

tionalitit der p, g, r, s) direct nachwiese, einen neuen Beweis fiir die Nothwendigkeit
Klein, Gleichungen 5. Grades. 16
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Construction mit der covarianten Rawmgeraden zuriick, die wir soeben
bezeichneten und fiir welche wir in 1I, 2, § 6 bereits die ndthigen
Formeln gegeben haben. Es seien:
Py, @, R, S;; P, @, R,, S,
zwei Reihen von vier Grossen, welche von den z rational und derart
abhiingen, dass sie sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht
indern, die also rationale Functionen der Coefficienten a, b, ¢, dvon
(1) und der Quadratwurzel aus der zugehorigen Discriminante sind.
Wir setzen dabn in (2) wie friiher:

4) p=eDP +0,0D, 1=10,% + 0,9, r=gok + o,R,,
s =10,5 + 0.5,.

Hierdurch verwandelt sich @ [Formel (3)] in eine binire quadratische
Form der ¢,, ¢,, deren Coefficienten rationale Functionen der be-
kannten Grossen sind: wir setzen ® = 0 und bestimmen Q,: 0, aus
der entstehenden quadratischen Gleichung, wodurch die in Aussicht
genommene accessorische Quadratwurzel eingefiihrt wird. Sodann sub-
stituiren wir zugehirige Werthe von g,, ¢, in (4), resp. (2) und be-
rechnen die fir die y resultirende Hauptgleichung, die wir folgender-
maassen abkiirzend bezeichnen wollen:

®) ¥+ bay* + 6By + y = 0.

Hiermit haben wir Alles zugerichtet, um die Entwickelungen von
I, 3 unmittelbar verwenden zu kénnen. Haben wir sodann mit Hiilfe
dieser Entwickelungen die Wurzeln y, von (H) ‘berechnet, so finden
wir die zugehérigen z, durch Umkehr von 2). —

Ich mochte dabei hinsichtlich der Umkehr der Tschirnhaustrans-
formation eine beiliufige Bemerkung machen. Man sagt gewodhnlich,
und so haben wir es frither auch ausgedriickt (II, 1, § 1), dass man
das gesuchte z, rational als gemeinsame Wurzel der Gleichungen (1)
und (2) [wo jetzt y, als bekannte Grosse zu erachten ist] berechnet.
Im Wesentlichen dasselbe, aber mehr im Sinne unserer sonstigen Be-
trachtungen ist es, wenn wir der Formel (2) folgende andere explicite
gegeniiberstellen:

© Bt g )

der in Rede stehenden Quadratwurzel haben. Liesse sich nimlich aus (1) ohne
Benutzung accessorischer Irrationalititen eine Jkosaedergleichting herstellen, so
wirde man von dieser eine der unendlich vielen zugehérigen Hauptresolventen
finften Grades bilden kénnen und erhielte dann durch Zusammenziehen der
Formeln eine*Transformation (2), deren Coefficienten P, ¢, r, s rationale Func-
tionen der z wiiren, dic sich bei den geraden Vertauschungen der x nicht iinderten.
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3 k 1 o e . .
wo ¢ =yt — 5 Xy* und p’, ¢, r’, s° rationale Functionen der

0, 0;, @, b, ¢, d und der Quadratwurzel aus der Discriminante von
(1) bezeichnen, die man mit Hiilfe elementarer Methoden berechnet.
Die Bestimmung des z, lisst sich dann so auffassen, dass man, geo-
metrisch zu reden, aus dem erstgefundenen Punkte y — y™® zuniichst
drei weitere covariante Punkte: ¢'¥, y®, ¢ ableitet und dann aus
diesen den gesuchten Punkt x vermoge invarianter Coefficienten zu-
sammensetzt*).

Beachten wir, dass bei der so geschilderten Auflésungsmethode
die Berechnung von z, aus der Wurzel 4 der schliesslich zu Grunde
gelegten lkosaedergleichung in zwei Schritte zerlegt ist: wir haben
urspriinglich, in 1], 3, die-fiinfwerthigen Functionen von 4:

12720) -t (1) 127 Q) - Wo(d)

=TT YT E®
benutzt, um aus ihnen, resp. aus v, und u,v,, die y, linear zusammen-
zusetzen, wir haben sodann den Punkt z als lineare Combination der
yb, y®  ¢y®  y® dargestellt. Offenbar konnen wir diese Dbeiden
Schritte in einen Schritt zusammenziehen: wir kinnen den Punkt x
direct aus solchen vier Punkten componiren, die Covarianten der Erzeugen-
den A sind. Die einfachsten rationalen Fuuctionen *von 4, welche bei
den Ikosaedersubstitutionen im Ganzen fiinf Werthe annehmen, sind
nach dem Fritheren (I, 4) die folgenden:

Uy, Vyy Wy, Ty =

2 (1) .
)

Hier ist Zu = Xv = Zuv =0, dagegen Xr 2 0, so dass wir statt

r, die Verbindung r, — %- Zr einfiihren wollen. Dann ist:

7 z,=p" u, +q" v, + 07w, 57 — L 2 ,
1 5

”

wo p”, q”, r”, s” Coefficienten derselben Beschaffenheit sind, wie eben
die p°, ¢, ', §'.

Ich habe diese neue Umkehrformel wesentlich aus Griinden der
Vollstindigkeit zugefiigt. In der That scheint mir gerade dieses der
eigentliche Vorzug unserer ersten Methode zu sein, dass sie bei der
durch (6) dargestellten Formulirung m zwei getrennte Theile zerfillt,

*) Die geometrische Ausdrucksweise des Textes ist natiirlich nur dann ein
Gegenbild des algebraischen Verfahrens, wenn man letzteres wieder so specialisirt,
dass durchweg dem Gesetze der Homogeneitiit geniigt wird, d. h. dass die Ver-
hiltnisse der y nur von den Verbiltnissen der 2 abhingen. Wir miissten eigent-
lich die gleiche Bemerkung bei allen folgenden Entwickelungen wiederholen, was
wir aber der Kiirze wegen unterlassen.

16*
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von denen der erste, der den Zusammenhang der allgemeinen Gleichung
fiinften Grades mit der Hauptgleichung betrifft, durchaus elementaren
Charakter hat. Wir konnen Formel (6) auch als einfacher betrachten,
als Formel (7). Denken wir uns nimlich die P, @,, ---- R,, S, in
(4) nur von q, b, ¢, d, nicht aber von der Quadratwurzel aus der zu-
gehorigen Discriminante, rational abhiingig, so wird die Quadratwurzel
aus der Discriminante auch in den Coefficienten von (6) fehlen, wiih-
rend sie in den Coefficienten von (7), wie in der rechten Seite der
Ikosaedergleichung fiir 4, durchaus nothwendig auftritt.

§ 3. Kritik der Methoden von Bring und Hermite.

"Ehe wir weiter gehen, werden wir jetzt unsere erste Losungs-
methode mit den eng verwandten Auflosungsarten vergleichen, welche
Bring, bez. Hermite, gegeben haben. Die Einzelheiten, welche hier
in Betracht- kommen, haben wir bereits in II, 3, § 13 und 14 ent-
wickelt. Indem wir auf dieselben suriickgreifen, miissen wir unsere
Methode als wesentliche Vereinfachung der Bring'schen Methode bezeichnen.
Auch Bring transformirt die gegebene Gleichung fiinften Grades in
eine Hauptgleichung, auch er benutzt die geradlinigen Erzeugenden,
die auf der Hauptfliche verlaufen. Aber hieriiber hinaus kommt er
zu einer unntthigen Complication: um eine Normalgleichung mit
nur einem Parameter zu erreichen, glaubt er durch Vermittelung
einer Hiilfsgleichung dritten Grades eine neue accessorische Irratio-
nalitit einfilhren zu sollen. Ich halte also dafiir, dass das urspriing-
liche Verfahren von Bring zu verlassen ist und durch unsere erste
Methode, welche den wesentlichen Gedanken der Bring'schen Methode
festhalt, ersetzt werden muss. Der Fortschritt, um den es sich
handelt, findet in dem Geschlechte der bei der geometrischen
Deutung zu benutzenden Gebilde seinen prignanten Ausdruck: die
Schaar der auf der Hauptfiiche verlaufenden geradlinigen Erzeugenden
der einen oder anderen Art bildet eine Mannigfaltigkeit vom Ge-
schlechte p = 0, das Geschlecht p der Bring'schen Curve ist gleich 4%).

Im Grossen und Ganzen werden wir in das hiermit formulirte
Urtheil auch das Verfabren von Hermife einbegreifen: wollen wir zur
Auflosung der Hauptgleichung fiinften Grades elliptische Functionen ver-
wenden, so geschieht dies in einfachster Weise, wenn wir fiir die Wurzel

*) Von diesem Werthe des p und der allgemeinen Theorie der Curven
p = 4 ausgehend, kann man, was ich hier nicht ausfiihre, zeigen, dass Bring’s
cubische Hiilfsgleichung in der That nicht zu vermeiden ist, wenn man einen

Punkt der Bring'schen Curve bestimmen, d. h. die trinomische Gleichungsform
y* 4+ 58y + y = 0 als Normalgleichung benutzen will.

P A
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der zugehirigen Ikosacdergleichung die in I, 5, § 7 gegebene Formel be-
nulzen. Hermite's Benutzung der Bring’schen Form kann fiirderhin nur
dann noch in Betracht kommen, wenn man statt der rationalen Invariante
9:°
J H
gehorige »* benutzen will. In der That sahen wir ja in II, 3, § 14,
dass die cubische Hiilfsgleichung von Bring reducibel wird, sobald
wir das x als bekannt erachten. — Auch will ich hier noch beson-
ders den Fortschritt hervorheben, der darin liegt, dass wir die Mog-
lichkeit, die Iksosaedergleichung durch elliptische Functionen zu losen,
frither unmittelbar aus der Gestalt des Ikosaeders abgeleitet haben
(siehe I, 5, § 7).

der die rechte Seite der ITkosaedergleichung gleich wird, das zu-

§ 4. Vorbereitungen zu unserer zweiten Aufldsungsmethode.

Der geometrische Ansatz, den wir fiir unsere zweite Auflosungs-
methode gegeben haben, verlangt, die quadratische Gleichung aufzu-
stellen, von welcher die beiden Erzeugenden erster Art der Haupt-
fliche, die einem bestimmten linearen Complexe angehoren, abhiingen.
Genau diese Aufgabe haben wir in II, 2, § 10 fiir eine beliebige
Fliche zweiten Grades gelost, aber wollverstanden wunter Benuizung
etnes particuldren Coordinalensystems. Wir hatten damals als Gleichung
der Fliche die folgende genommen:

(8) X X, + X, X; =0,
hatten sodann den Parameter 4 der Erzeugenden erster Art in nach-
stehender Weise definirt: .
X X A
9 Z, —_ 1 8 __ 71
® b b A}

und endlich, unter 4, , die Coordinaten des linearen Complexes ver-
standen, die Gleichung erhalten:

(10) Aph® 4 (dyy — Ay,) 34y + A54,° = 0.

Ich fiige hier gleich die entsprechenden Formeln fiir die Erzeugenden
zweiter Art hinzu. Wir fanden als Definition des Paramecters u:

=% _X_m
(1 1) b= X, X, by
und als zugehdrige quadratische Gleichung:
(12) — Ay u,® + (g + 4y) pypg + 4y’ = 0.

*Wir erinnern uns jetzt zunichst der Art und Weise, vermoge
deren wir in 1I, 3, § 2, 3 die Parameter 4, u speciell bei der Haupt-

[N
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fliche eingefiihrt haben. Es geschah dies genau in Uebereinstimmung
mit (8), (9), (11), nur dass wir statt X,, X,, X;, X, beziehungsweise
Py Pz, Ps, Py geschrieben hatten, wo p, den Ausdruck des Lagrange
bedeutete:

13 == &z 2. g, . g,
2 Pu 0 1 ) 3 4

Wir kimnen also an Gleichung (10), (12) ungeindert festhalten, sofern
wir nur durchwey bei wnserer Behandlung das Coordinatensystem von
Lagrange zu Grunde legen.

Das Letztere ist nun in I1, 2, § 9, wo wir dem Raumpunkte x
in allgemeinster Weise einen covarianten linearen Complex zuordneten,
keineswegs vorausgesetzt worden, vielmehr beziehen sich die damals
angegebenen Complexcoordinaten:

(14) ' a;, = 26" m{ gl g — 2 2
. I, m

[wo die c¢»™ irgend welche rationale Functionen der Coefficienten
a, b, ¢, d und der Quadratwurzel aus der zugelidrizen Discriminante
bezeichnen] ebenso wie die Punktcoordinaten  selbst auf das funda-
mentale Pentaeder. Unsere nichste Aufgabe ist also eine Coordinaten-
transformation: wir miissen die Coordinaten A, bestimmen, welche der
Complex (14) annimmt, wenn wir duwrch (13) dic’ Ausdriicke p,, cinfiihren.
Ich will zu dem Zwecke diejenigen p, welche den Punkten a9, (™ zu-
gehdren, mit p¥  p» bezeichnen. Wir haben dann:

(18) gt — gyl = ] (e vk —eriot ) (alaf? — a0,
ik

wo rechter Hand jede Combination (i, %) = (k, 4) einmal auftritt.
Wir addiren jetzt die sechs Gleichungen, die wir solchergestalt fiir die
verschiedenen Combinationen (I, m) = (m, I) erhalten, nachdem wir
jede mit ¢»™ [Formel (41)] multiplicirt haben. So entstehen links die
gesuchten A,,, rechter Hand aber ziehen sich je sechs Terme zu den
a;x (14) zusammen. Hiernach lauten die gesuchtenn  Transformations-
formeln:

(16) Ay = D (guitre — pritury. gy
ik

Die so gewonnenen A, , tragen wir jetzf in (10), (12) ein. Ich
will die dabei entstehenden quadratischen Gleichungen in derjenigen
Gestalt schreiben, die wir soeben, in II, 4, zu Grunde legten:
an {Allﬁ + 2A04,2, — A,4,7 =0, bez.

Alpl42A o, — A p? = 0.

NN
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- Es wird dann:
. A = + Ay, — Ay, = E’(621+3k__£3f+2k Logtihk g0 g,y
i &
: a8)] A=mtd, = Do,
irk
A,=—4 == itk 36 . g,
2 13 )
hd ik

N so wie ferner:

2A0' — ‘423 _ Al4 J— E (E3i—|—2k — £2i+3k+ ghitk __ £i+4k) ‘@i,
ik

ag ! A=+ 4, = Dtk — gti+38) gy,
ik
A
N3

§ . Von den Substitutionen der A, A". Definitive Formulirung.

Vermoge der geometrischen Betrachtungen, die wir voranstellten,
ist es selbstverstindlich, dass sich die Verhdaltnisse der gerade auf-
gestellten Ay, A,, A, (18) bei den geraden Permutationen der z,, z,,
x,, Z,, ¥, genau so linear substituiren, wie die Verhdlinisse der im
vorigen Kapitel zu Grunde gelegten, mit denselben Buchstaben bezeich-
neten Grossen; ebenso ist ersichtlich, dass sich die Verhiiltnisse der in (19)
eingefiihrten A’ zu den Verhiltnissen der A contragredient verhalten.
Ich sage nun, dass diese Uebereinstimmung bestehen bleibt, wenn wir
statt der Verhiiltnisse der A, A" die A, A’ selber ins Auge fassen. Es
wire npicht schwer, die Richtigkeit dieser Behauptung aus allgemeinen
Griinden zu beweisen; wir werden sogleich moch (§ 9) den Ansatz
dazu geben. Einstweilen begniigen wir uns damit, die Richtigkeit aus
den Formeln zu verificiren. Offenbar haben wir nur die beiden Ope-
rationen S, T in Betracht zu ziehen, aus denen sich alle anderen
durch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Was zuniichst
die geraden Vertauschungen der z angeht, so haben wir in 1], 3, § 2
als solche S, T die nachstehenden eingefiihrt:

CON!

Thnen entsprechend erhalten wir bestimmte Permutationen der @i (14)
und, wenn wir diesen Rechnung tragen, fiir die durch (18) definirten
A folgende Substitutionen:

S: :I:,.' = Ly 41,
’ ’ ’ ’ ’
T: ) =2y, @ =2y, &y =Xy, &g =Ly, Ty == Ly.
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S: A=A, A=A, A=Ay

Vb Ay = A+ A 1A,
T:1V5 A =2A+ (&4 A 4+ (e + ) A,

Vo - A =2A+ (e +e)A + (£ +) A,
d. h. genau dieselben Substitutionen, die wir in II, 4, § 2 angegeben
haben*). — Was aber die Contragredienz der Grossen A’ (19) und
der A (18) angeht, so geniigt es, zu bemerken, dass die Werthe der
A’ aus denen der A hervorgehen, wenn wir in letzteren & durchweg
in & verwandeln. — -

Wir denken uns jetzt aus den A, A’ (18), (19) irgendwelche der
invarianten Formen gebildet, die wir im vorigen Kapitel besprachen,
also entweder aus den A allein die Ausdriicke 4, B, C, D, oder auch
aus den A, A’ simultan die in den A’ linearen Functionen F,, F,, ¥y,
die wir in § 9 daselbst betrachtet haben [siehe insbesondere Formel
(45), (46) und (47)]. Indem wir fir die A, A" die entsprechenden
Werthe in z,, z,, -+ 2, eintragen, erhalten wir durchweg solche
rationale Functionen der z, welche sich bei den geraden Vertauschungen
der z nicht indern, welche sich also mit Hiilfe elementarer Methoden,
die wir nicht ausfiihren, als rationale Functionen der in (1) vor-
kommenden Coefficienten a, b, ¢, d und der Quadratwurzel aus der
zugehorigen Discriminante darstellen lassen. Um unsere zweite Me-
thode in definitiver Weise zu formuliren, gebrauchen wir zunichst nur
das Problem der A und also die Werthe der gerade genannten Grossen
A, B, C, D. Wir folgen dann genau den Entwickelungen, die wir in
den beiden Schlussparagraphen des vorigen Kapitels gegeben haben,

21)

und bilden uns, indem wir die accessorische Irrationalitit V4 ad-
jungiren, eine zugehorige Ikosaedergleichung zur Bestimmung von 2.
Es fragt sich nur noch, wie wir riickwirts mit Hilfe dieses 4 die
Wurzeln z,, x,, - - z, darstellen wollen. Hiervon soll erst im folgen-
den Paragraphen gehandelt werden.

§ 6. Die Umkehrformeln der zweiten Methode.

Um die noch restirende Aufgabe zu ldsen, bieten sich nicht we-
niger als dreierlei Anpsiitze, jenachdem wir pimlich unsere Aufgabe
mit einem Schlage erledigen oder in zwei oder drei Schritte zer-
legen wollen.

*) Die Buchstaben A,', A’, A,” sind in (21) in ganz anderer Bedeutung ge-
braucht, wie in (19); da ich auf (21) nicht mehr recurrire, so wird daraus,
hoffe ich, kein Missverstindniss entstehen.

ﬁw\(\‘; ‘
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Im ersteren Falle machen wir unmittelbar von der Formel (7)
Gebrauch, die ich noch einmal hersetze, indem ich jetzt die damals
bei p, g, 7, s gebrauchten Accente weglasse:

(22) xv=p-uy+q-v..—{-r-uyvv—i—s(r,-—%zr?)-

Hier sind die p, g, 7, § rationale Functionen der a, b, ¢, d, der Quadrat-
wurzel aus der zugehdrigen Discriminante und der accessorischen
Quadratwurzel V4.

Im zweiten Falle driicken wir zuniichst, wie wir dies in § 12 des
vorigen Kapitels ausfiibrten, die Ay, A;, A, gelbst durch die Wurzel
A der lkosaedergleichung aus. Wir nehmen dann ferner die niedrig-
sten finfwerthigen ganzen Functionen der A zu Hiilfe. Nach § 5 des
vorigen Kapitels sind dies:

) d,, 9o,/, 6,5 4,94,
Hier ist wieder X0 — X8’ = 204" = 0, dagegen Xd* von Null ver-
schieden, so dass wir, zur Darstellung der z,, statt des einzelnen 9,°

die Combination (8,2 — + 262) einfithren wollen. Wir haben dann

wieder Formeln folgender Art:
@) @=p-0ta 8 (00— x0) 45,0/, -

wo p’, ¢, r’, s’ rationale Functionen der a, b, ¢, d und der Quadrat-
wurzel aus der Discriminante sind, dic- accessorische Irrationalitit

VA aber nicht mehr enthalten.

Im dritten Falle endlich denken wir uns aus der Wurzel 1 der lko-
saedergleichung zunichst wieder die Ag, A, A, berechnet, suchen dann
abér nicht die z, direct, sondern vorab die zugehorigen Ay, AL, A/
(19). Wir eérreichen dies, nach Analogie von Rechnungen, die wir
frither ausfilbrten, indem wir die soeben genannten, von den A und A’
abhingenden Formen F,, F,, F; als Functionen der a, b, ¢, d und der
Quadratwurzel aus der Discriminante darstellen und aus den so ent-
stehenden Gleichungen die A, A/, A, als linear vorkommende Unbe-
kannte bestimmen. Ist dies geschehen, so suchen wir moglichst
einfache Functionen der A, A’, die fiinfwerthig und dabei in den
A, A’ symmetrisch sind. - Wir finden eine erste derartige Function,
wenn wir das y, von II, 3:

Yo =& Ay — 8 Ay &7 Ay + & - Ay,

quadriren und dem in § 2 des vorigen Kapitels etc. fortwahrend
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benutzten Uebertragungsprocesse unterwerfen. Auf solche Weise kommt
eine in den A, A’ bilineare Form: _
(24) 1 =2A (A + A+ A/ (— 28 A, + A — &7A,)

' 4+ A (— 2&A, — & A+ £7A).
Als weitere Functionen derselben Eigenschaft wollen wir die Potenzen
22, 12, 24 verwenden, wobei wir aber beachten miissen, dass keine der
Waurzelsummen X%, X33, X! identisch verschwindet. Wir werden
also die Formel, welche (22), (23) entspricht, am besten mit einem
Zusatzgliede ¢” folgendermaassen schreiben: }
(25) o, =p - +a B +rw s+
Hier sind p”, ¢”, r”, s, t” zuvirderst wieder rationale Functionen der
a, b, ¢, d und der Quadratwurzel aus der Discriminante. Uebrigens
Linnen wir awuch erreichen, dass sic blosse rationale Functionen der
a, b, ¢, d werden. Wir miissen dann nur in dem urspriinglichen An-
satze (14) die ¢&™ ihrerseits allein von den a, b, ¢, d rational ab-
hiingen lassen. —

Ich habe diese Angaben ohne ausfiibrliche Begriindung zusammen-
gestellt, da sie sich aus den friiheren Entwickelungen sozusagen mit
Nothwendigkeit ergeben. Am zweckmiissigsten erscheint wmir ohne
Zweifel die dritte Art des Ansatzes. Indem dieselbe die Berechnung
der o, in nicht weniger als drei getrennte Schritte zerlegt, benutzt sie
dreimal dieselben Grundsitze der typischen Darstellung, welche wir
unter wechselnden Formen in den drei voraufgehenden Kapiteln kennen
gelernt haben.

§ 7. Beziehungen zu Kronecker und Brioschi.

Unsere zweite Auflosungsmethode ist, wie wir schon dfter sagten,
nur eine Modification und Weiterentwickelung der Kronecker'schen Me-
thode. In der That haben wir ja in II, 4 ausfithrlich gesehen, dass
das Problem der A in dem dort niiher erliuterten Sinne durch seine
einfachste Resolvente sechsten Grades, die Jacobi'sche Gleichung,
ersetzt werden kann. Im Einzelnen bieten sich dann freilich mannig-
fache Abweichungen. Ich will hier nur auf zwei derselben aufmerk-
sam machen, von denen die zweite die wichtigere ist.

Wir bemerken zunfichst, dass die Art, vermdge deren Hr. Kronecker
in seiner ersten Mittheilung an Hermite*) die allgemeine Jacobi'sche
Gleichung sechsten Grades auf den Fall 4 =0, oder, wie wir hier
sagen, auf eine Ikosaedergleichung, reducirt, von der im vorigen
Kapitel angewandten Methode verschieden ist. Hr. Kronecker formulirt

*) Siehe 1I, 1, § 6.

/
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seinen Ansatz so, dass die A,, A, A, einen lincar vorkommenden Para-
meter v enthalten, der dann hinterher derart bestimmi wird, dass
Al + AA, = A zu Null wird. — Wir konnen diesen Gedanken natiir-
lich auch mit unseren Formeln verbinden, indem wir nimlich die ¢t
selbst [Formel (14)] zuvérderst mit einem linear vorkommenden Para-
meter v versehen. Statt dann die beiden Erzeugenden erster Art, welche
der betreffende lineare Complex bei beliebigen » mit der Hauptfliche gemein
hat, durch eine accessorische Quadratwurzel zu trennen, verfaliren wir so,
dass wir den Complex zuniichst in einem linearen Biischel beweglich
sein lassen und nun durch die Forderung fixiren! er solle von den
Erzeugenden erster Art der Hauptfliche zwei zusammenfallende ent-
halten. Eben diese Forderung bringt dann ihrerseits eine accesso-
rische Quadratwurzel mit sich. — Ich habe die hiermit angedeutete
Formulirung im Vorangelienden vermieden, weil sie nur anwendbar
ist, wenn wir das Problem der A als Resolvente der vorgegebenen
Gleichung fiinften Grades behandeln, ich aber das Problem der A zuniichst
unabhiingig von jedem solchen Zusammenhange betrachten wollte. —

Wir bemerken ferner, dass dic allgemcinen Forméln, welche Hr.
Brioschi fiir die Durchfiihrung der Kronccker’schen Methode gegeben hat,
— Formeln, iiber die wir in 11, 1, § 6 ausfiihrlich Bericht erstatteten, —
von unseren Formeln (18) durchaus verschieden sind. Hr. Brioschi be-
nutzt zur Bildung seiner A, A, A, sechs linear unabhiingige Grissen
Yo, U, - - Uy, Wihrend wir zwanzig Grissen a,, gebrauchen, zwischen
denen die Relationen a;; = — ay,, %‘a;k= %a;k= O bestehen. Dafﬁr
wieder reichen wir, wenn wir neben den A die A’ in Betracht ziehen
wollen, mit denselben Grissen a,; aus, wihrend Hr. Brioschi sechs neue
Grossen us', %,, - - - 1, wiirde heranziehen miissen. Ich will diesen Ver-
gleich, der nur den dusseren Aufbau der Formeln betrifft, nicht weiter
fortsetzen. Bemerken wir vor Allem, dass unsere Formeln (gleich den
Brioschi’schen) jedenfalls so allgemein als miglich sind. Giebt man nim-
lich die A, A" beliebig, so konnen wir riickwirts aus ihnen die zu-
gehdrigen a;, resp. ¢»™ [Formel (14)] bestimmen. Wir haben nur die
Coordinatenverwandlung des § 4 im umgekehrten Sinne zu wiederholen.

Die betreffende Rechnung stellt sich folgendermassen. Wir haben zu-
vorderst, indem wir von (18),(19) zu den Coordinaten A, (16)zuriickgehen:

Arz = Az,v A34 = Al”
(26) A13 = - A2> A42 = An
l A= - A, — A, Ay = Ay — A,

Wir ersetzen sodann die Formeln (13) durch ihre Umkehr:
27 Sri=¢-p eV .p, e p f .
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Hieraus:
25 (2 — ai 2{™) =2 (e—wimvk — g—ri=u) (plpi — p\pl),
- ¥
wo die Summe rechter Hand iiber alle Combinationen (g, v) = (v, u)
gu erstrecken ist, und nun, indem wir die einzelne Gleichung mit 4™
multipliciren und tber (I, m) = (m, I) addiren:

(28) Wy = D, (i — e Ay,
By

was die gesuchte Formel ist.

Jeh mochte zum Schlusse den geometrischen Gedanken, der unserer
Behandlung der Kronecker'schen Methode zu Grunde liegt und der viel-
leicht weitertragende Bedeutung hat, noch einmal scharf formuliren.
Das Erste ist, dass wir dem Punkte z tberhaupt einen linearen
Complex substituiren, also statt der Gleichung 5. Grades eine Glei-
chung 20. Grades in Betracht ziehen, deren Wurzeln a:: der wiederholt

genannten Relationen @y = — @i, Tau= Zaix= 0 geniigen. Das
1 2

Zweite ist, dass wir diesen Complex durch (18), (19) auf ein neues
Coordinatensystem beziehen. Ich will betreffs der Bedeutung der
A, A’ in keine Einzelheiten eingehen®), sondern nur bemerken, dass
die erste der beiden Gleichungen (17) identisch verschwindet, wenn
gimmtliche A, die zweite, wenn simmtliche A" gleich Null sind. Fiir
. die Erseugenden erster Art der Hauptfliche ist also A, = A=A =0,
fiir dic Erzeugenden cweiter Art Aj = A/ = A/ = 0. — Welches ist
nun der Zweck dieser Coordinatenverwandlung? Wir erreichen da-
durch, dass die Gleichung 20. Grades der a;; durch das Formenproblem
der A oder der A ersetzt werden kann. In der That haben wir ja
gesehen, dass bei den 60 geraden Collineationen des Raumes sich die -
Ay, A,, A; und ebenso die AJ, A/, Ay fir sich genommen, also ternir,
linear substituiren. Bemerken wir jetzt, dass wir dieses Verhalten
von unserer geometrischen Auffassung aus a priori hitten erschliessen
konnen. Bei den geraden Collineationen des Raumes wird namlich,
wie wir wissen, jedes der beiden Systeme geradliniger Erzeugender
der Hauptfliche in sich verwandelt. Daher werden bei diesen Colli-
neationen mothwendig auch die beiden dreigliedrigen Schaaren lincarer
Complexe, denen diese Erzeugendensysteme beziehungsweise angehiren, i
sich transformirt. Hieraus folgt aber ohne Weileres das bezeichnete
Verhalten der A, A’, sofern wir noch hinzunehmen, dass jeder Raum-
*) Man vergleiche meinen Aufsatz im zweiten Annalenbande (1869): Die
allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinatlen. Insbesondere beachte,

man, dass der lineare Complex speciell, d. h. eine gerade Linie, wird, wenn
A+ AA = AT+ ACAY st
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collineation eine lineare Transformation der Liniencoordinaten ent-
spricht. Die Moglichkeit, unsere Gleichung der a;; auf ein lernires
Formenproblem zu reduciren, erscheint so als ein wnmitielbarer Ausfluss
der elementaren Anschauungen der Liniengeometrie. Dies ist der eigent-
liche Gesichtspunkt, unter welchem ich die zweite Methode betrachtet
sehen mochte. —

§ 8. Vergleich unserer beiden Methoden.

Die beiden Methoden zur Auflosung der Gleichung fiinften Grades,
welche wir einander gegeniiberstellten, sind jedenfalls, wie schon aus
den Betrachtungen von § 1 des gegenwiirtigen Kapitels hervorgeht,
auf das Engste verwandt: wir wollen hier zeigen, dass sie iiberhaupt
nur unwesentlich verschieden sind, indem jede lkosaedergleichung,
welche einer vorgegebenen Gleichung fiinften Grades vermoge der
einen Methode zugeordnet wird, immer auch durch die andere Me-
thode abgeleitet werdén kann.

Der Uebergang, welcher in diesem Sinne von der ersten Methode
zur zweiten fiihrt, ist ohne Weiteres deutlich. Um einen Punkt y der
Hauptfiiche dem Punkte z covariant zuzuordnen, haben wir soeben
(in § 2) zuvirderst eine zu z covariante Gerade construirt, mit der
wir dann die Hauptfiiche geschnitten haben. Eben diese Gerade
kimnen wir jetzt als speciellen linearen Complex der zweiten Methode zu
Grunde legen: wir haben uns nur die zugehorigen Coordinaten a;; zu
berechnen. Bilden wir dann das entsprechende Problem der A, so
wird die eine der zwei Jkosaedergleichungen, durch welche wir dieses
Problem erledigen konnen, mit der Ikosaedergleichung, zu der die Be-
stimmung der y, fiihrt, ohne Weiteres identisch sein.

Die Umkehr dieser Betrachtung ist nicht viel complicirter. Wir
nehmen an, wir haben vermoge unserer zweiten Methode der Gleichung
fiinften Grades eine lkosaedergleichung, also dem Punkte x eine Er-
zeugende 4 der Hauptfliche coordinirt. Dann kinnen wir jedesmal auf
rationalem Wege (und zwar auf mannigfache Weise) einen Punkt y an-
geben, der auf der Erzeugenden A liegt: wir brauchen z. B. die g, nur
den W,(4) oder den anderen in der Hauptresolvente der Ikosaeder-
gleichung auftretenden Ausdriicken proportional zu setzen. Dieser
Punkt y ist aber dem Punkte z jedenfalls in covarianter Weise zugeordnet;
wir haben also ohne Weiteres eine Tschirnhaustransformation, welche dem
Punkte x einen Punkt y der Hauptfliche coordinirt. Legen wir jetzt
diese Tschirnhaustransformation unserer ersten Methode zu Grunde,
80 kommen wir natiirlich zur anfinglichen Ikosaedergleichung zuriick.

Wir konnen in diesem Sinne sagen, dass tm Grunde nur eine

rvm\\“ '
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Auflisung der Gleichungen fiinften Grades gefunden ist. Die Verschie-
denheit der beiden Methoden, die wir in Vorschlag bracflten, liegt
allein in der Anordnung der einzelnen Schritfe. Bei der ersten Methode
stellen wir die accessorische Quadratwurzel voran, bei der zweiten
fiilhren wir sie erst nach Trennung der beiden Erzeugendensysteme
ein. Dafiir hat die erstere Methode, wie wir schon sagten, den Vor-
zug, zuniichst mit ganz elementaren Mitteln zu operiren.

Wie dem auch sei: als gemeinsames Fundament der beiden Me-
thoden erscheint bei unserer Darstellung einmal die Theorie des Iko-
saeders, dann weiter die Betrachtung der geradlinigen Erzeugenden
der Hauptfliche. Dass erstere die wirklichen Normalgleichungen ab-
gibt, auf welche man ein fiir allemal die Auflosung der Gleichungen
finften Grades zuriickfihren muss, ist mir unzweifelhaft. Dagegen
beurtheile ich unsere geometrischen Ueberlegungen und Constructionen,
so forderlich uns dieselben gewesen sind, anders: ich glaube, dass es
gelingen wird, die allgemeine Theorie der Formenprobleme in der Art
algebraisch zu entwickeln, dass unsere Zuriickfiihrung der Gleichungen
fiinften Grades auf das lkosaeder als Dblosses Corollar erscheint und
nicht in besonderer Weise begriindet zu werden braucht. Ich habe
selbst hierzu im 15. Bande der Mathematischen Annalen einen Ansatz
gemacht, indem ich den Zusammenhang zwischen dem Probleme der
A und der Gleichung fiinften Grades — und zwar ebensowoll die
hierher gehtrigen Formeln von Brioschi als unsere Formeln mit den
a;r — aus dem einzigen Umstande herleitete, dass die Substitutionen
der A den geraden Permutationen der z isomorph und dabei eindeutig
zugeordnet werden konnen®). Wenn ich hierauf in den vorstehenden
Erlduterungen nicht eingegangen bin, so geschah es, weil ich diese
weitergehenden Speculationen, auf die ich schon in I, 5 (§ 4, 5, 9)
hinwies, noch nicht fiir abgeschlossen halte. Ich habe mich vorab
um so lieber auf geometrische Constructionen von individuellem Cha-
rakter beschrinkt, als ich meine, dass man gerade durch sie zu den
richtigen Gesichtspunkten auch fiir die allgemeine Theorie wird hiu-
gefilhrt werden konnen.

' »
§ 9. Ueber die Nothwendigkeit der accessorischen Quadratwurzel.

Wir sind am Ende unserer Darlegungen; was wir noch hinzu-
zufigen haben, betrifft die Nothwendigkeit jener accessorischen Quadrat-

*) Ueber die Auflosung gewisser Gleichungen vom siebenten wund achien
Grade (1879); siehe insbesondere § 1—5 daselbst. — Die Ausdrucksweise des
Textes meint, dass jeder Vertauschung der & nur eine Substitution der A ent-
spricht; Eindeutigkeit im umgekehrten Sinne findet auch statt, aber wiire fiir
den Erfolg des algebraischen Processes nicht nothwendig.
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wurzel, welche in unserer ersten Methode bei der Tschirnhaustrans-
formation, in unserer zweiten Methode aber auftrat, sobald wir die
Auflosung des Problems der A bewerkstelligen wollten. Wir werden
zeigen, dass diese Quadratwurzel in der That nicht zu vermeiden ist,
wenn iiberhaupt eine Ikosaedergleichung erreicht werden soll; wir
werden ferner nachweisen, dass eben hieraus Jjener allgemeine Ayo-
necker'sche Satz hervorgeht, den wir in 11, 1, § 7 besprochen haben,
und der bei der allgemeinen Gleichung fiinften Grades die generelle
Unmoglichkeit einer rationalen Resolvente mit nur einem Parameter

aussagt.
Um zuniichst den ersten Punkt zu erledigen, formuliren wir unsere
Behauptung folgendermassen. Es seien Zy, Z;, - - x, fiinf beliebig

verinderliche Grossen, @, ¥ seien zwei ganze Functionen derselben
ohne gemeinsamen Theiler. Dann ist es, behaupten wir, wunmdiglich,
@, ¢ derart zu wihlen, dass

(29) PR AL

P (x,z, x, 2 2,)
bei den geraden Vertauschungen der z dic Ikosaedersubstitutionen erleidet.
Der Beweis ergibt sich sofort, wenn wir beachten , dass sich die
urspriinglich functionentheoretische Frage vermige der Willkiirlich-
keit der z in eine formentheorctische umsetzt. Soll nimlich irgend
einer Permutation der 2 entsprechend die Substitutionsformel statt-

haben:

30 ' 9 %9+ By

(30) 4 Y vy + oy’

so werden wir wegen der Willkiirlichkeit der z, unter C eine geeignete
Constante verstanden, sofort schreiben konnen:

(1) ' =Clep+By), v =CQo+ dy),

so dass also, mit den Vertauschungen der z zusammen, die beiden
ganzen Functionen @, v sich bindr-linear transformiren. Nun aber
umfasst, wie wir in 1, 2, § 8 ausfiithrlich zeigten, jede Gruppe binirer
Substitutionen, die mit der Gruppe der nicht homogenen Ikosaeder-
substitutionen isomorph sein soll, nothwendig melr als 60 Operationen,
wihrend doch den 60 geraden Vertauschungen der z nicht mehr als
60 Uminderungen der ganzen rationalen Functionen @, ¥ entsprechen
konnen. Dies ist ein unhebbarer Widerspruch und also erweist sich
der in (29) ausgedriickte Ansatz in der That als unmoglich, w. z. b.w.*). —
Der Widerspruch wird auch nicht beseitigt, wenn wir jetzt hinterher

*) Man vergl. hier und in den folgenden Paragraphen meine wiederholt ge-
nannte Abhandlung in Bd. XII der Math. Annalen (1877), sowie meine Mittheilung
an die Erlanger Societit vom 15. Januar 1877.
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Sz — O annehmen; denn jede Gleichung fiinften Grades kann rational
in eine solche mit Tz = O verwandelt werden, —

Vergleichen wir, um den Kern des Beweises noch besser zu fassen,
die Theorie der Hauptgleichungen fiinften Grades. Bei ihnen haben
wir ausser Xz =0 auch noch 322 = 0; schreiben wir also Gler-
chung (30) etwa folgendermassen:

(32) ¢ (yo + 09) =¥ (ap + BY), :

so ist im Falle der Hauptgleichungen keineswegs nothig, dass die
beiden Flachen:

¢ o+ 89) =0, ¥ (eg~+p¥)=0

unter sich identisch sind, sondern nur, dass sie die durch jene Be-
dingungen dargestellte Hauptfliche zweiten Grades je in derselben Curve
durchsetzen. Nun haben wir allerdings ausgeschlossen, dass @, ¥, und
somit auch, dass ¢’, ¥’ einen Theiler gemein haben. Ebensowenig
soll sich, werden wir verlangen, ein Theiler absondern lassen, wenn

‘wir die vorkommenden Functionen durch Hinzufiigen geeigneter Multipla

von Xz, Xxz® modificiren. Trotzdem aber konnen die Durchschnitts-
curven der Hauptfliche mit " =0, ¢ =0 einen Bestandtheil ge-
meinsam haben: es muss dieser Bestandtheil nur eine wunvollstindige
Durchschnittscurve sein und sich also nicht fiir sich genommen durch
eine zur Hauptfliche hinzutretende Fliche ausschneiden lassen. Nehmen
wir an, dass dies eintritt, so ist fiir die Entstehung der Formel (31)
(aus welch’ letzterer wir unseren Widerspruch ableiteten) in der That
kein Grund vorhanden. — Ich unterlasse es, das hier Gesagte noch
specieller auszufiihren und zu zeigen, dass sich unsere frithere Be-
handlung der Hauptgleichungen finften Grades in der That unter die
hiermit gegebene Ueberlegung subsumirt. —

Den Beweis, den wir fiir unsere anfingliche Behauptung gegeben
haben, erstreckt sich ohne wesentliche Modification auch auf andere
Fille. Zunichst dirfen wir ohne Weiteres statt der "allgemeinen
Gleichung fiinften Grades das Problem der A substituiren: wir erkennen,
dass es bei Zuriickfiihrung dieses Problems auf eine Ikosaedergleichung

unmbglich ist, die friher benutzte Quadratwurzel VA (oder eine iqui-
valente accessorische Irrationalitit) zu vermeiden. Wir erkennen ferner,
dass es unmoglich ist, die allgemeinen Gleichungen vierten Grades
durch rationale Resolventenbildung auf eine Oktaedergleichung, oder
auch, nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante, auf
eine Tetraedergleichung zu reduciren®). — Uebrigens konnen wir

) W;s_ die Gleichungen vierten Grades betrifft, so lisst sich bei ibnen, wie ich
hier beilaufig anfiihre, eine Auflssung mit Hiilfe der Oktaedergleichuné (resp. der

Tetraedergleichung) bewerkstelligen, welche sozusagen eine Verschmelzung der
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unserem Gedankengange auch eine positive Wendung geben. Ich be-
merke in dieser Hinsicht nur, dass sich das Verhalten der Ay, A, A,
welches soeben (in & 5) besprochen wurde, auf dem hiermit ange-
deuteten Wege ableiten lisst.

§ 10. Specielle Gleichungen fiinften Grades, welche rational auf
eine Ikosaedergleichung guriickgefiihrt werden konnen.

Wir miissen jetzt unsere allgemeinen Betrachtungen unterbrechen
und specielle Gleichungen fiinften Grades zur Sprache bringen, bei denen
der gerade bewiesene Satz eine Ausnahme erleidet. In 11,2, §4 haben
wir die Resolventen fiinften Grades der Ikosaedergleichung geometrisch
gedeutet und gesehen, dass dieselben je durch swei halbregulire Raum-
curven vom Geschlechte Null reprisentirt werden. Es handelt sich
jetzt darum, dies Resultat umzukehren. Sei
(33) F(z, Z)=0
eine Gleichung fiinften Grades mit einem Parameter, welche eine
Interpretation der genannten Art zulasst: ich behaupte, dass wir die-
selbe allemal in rationaler Weise auf eine Tkosaedergleichung guriick-
fithren konnen.

Der Beweis ist im Grunde derselbe, den wir in etwas anderer
Form bereits in 11, 3, § 1 bei Betrachtung der Hauptgleichung ge-
geben haben. Nach Voraussetzung lassen sich die finf Wuarzeln von
(33) derart als rationale Functionen einer Hiilfsgriosse 4 darstellen:

(34) z, = R, (A)y

beiden bei den Gleichungen fiinften Grades unterschiedenen Methoden ist. Man
deute die Wurzeln 2, 3y Tas x,, die der Bedingung Zv =0 unterworfen sein
sollen, in fritherer Weise als Vierseitscoordinaten in der Fbene. Dann haben wir
den Hauptkegelschnitt X2? = 0, und Wwir sahen schon oben (11, 3, § 2), wie ein
demselben angehoriger Punkt durch eine Oktaedergleichung oder eine Tetraederglei-
chung direct bestimint werden kann. Jetzt werden wir dem beliebigen Punkte =
der Ebene einen Punkt ¥ des Hauptkegelschnitts covariant zuordnen, indem Wwir
von x die beiden an den Kegelschnitt moglichen Tangenten legen und unter den
zwei Beriihrangspunkten den einen auswihlen. Wir konnen dann die Oktaeder-
gleichung (oder Tetraedergleichung) aufstellen, von welcher y abbingt, kdnnen
riickwirts daraus & finden, etc. etc., alles in genanexr Analogie mit den Ent-
wickelungen, die wir in den beiden Sohlussparagraphen des vorigen Kapitels
erbracht haben.

Bei den Gleichungen dritten Grades kommen alle solche Weitlaufigkeiten, wie
wir bereits in 11, 3, § 2 bemerkten, in Wegfall. In der That sahen wir auch in
1, 2, § 8, dass die bei ibnen in Betracht zu sichende Diedergruppe von 6 Snbsti-
tutionen sehr wohl in die bhomogene Form umgesetzt werden kann, ohne dass
gich die Zahl ibrer Substitutionen vermebrf: es fillt also der Grund fiir das Auf-
treten der accessorischen rrationalitit fort, den wir im Texte als bel (Heichungep
vierten und fiinften Grades maassgebend erkannt haben.

Klein, Gleichungen &. Grades. 17
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dass bei geeigneter Verinderung des 1 die z, jede beliebige gerade
Permutation erfahren. ‘Wir miissen nun aus der Theorie der rationalen
Curven den Satz hinzunehmen, dass man dieses 4 allemal als rationale
Function der z einfihren kann, also derart, dass jedem Punkte der
Curve nur ein A entspricht*). Ich will der Kiirze halber voraussetzen,
dass das in (33) auftretende 4 bereits in der hiermit bezeichneten
Weise gewihlt sei. Dann begriindet jede eindeutige Transformation,
welche unsere Curve in sich tiberfihrt, insbesondere also jede gerade
Vertauschung der z,, eine eindeutige und eindeutig umkehrbare, also
lineare Umwandlung des i. Somit erhalten wir den 60 geraden Ver-
tauschungen der z, entsprechend eine zu ihnen holoedrisch isomorphe
Gruppe linearer Substitutionen der Variabelen 4. Nach I, 5, § 2 ist
dies nothwendig die Ikosaedergruppe; dieselbe erscheint in der bei
uns immer festgehaltenen kanonischen Form, sobald wir statt 2 eine geeig-
nete lineare Function 2" = %%irz als Parameter einfiihren. Dieses
A, welches selbst einc rationale Function der x, ist, hingt dann unmittel-
bar von einer Tkosaedergleichung ab, womit der Bewcis unserer Behauptung
erbracht ist. —

Wir kniipfen an das Gesagte noch einige lose Bemerkungen.
Zunichst sehen wir, dass wir unseren Satz mit unwesentlichen Modi-
ficationen beim Probleme der A, oder auch, wenn wir statt des Iko-
saeders Oktaeder oder Tetraeder in Betracht ziehen wollen, bei den
Gleichungen vierten Grades wiederholen konnen. Wir erkennen ferner,
dass es, bei den Gleichungen fiinften Grades, keinerlei rationale Raum-
curven geben kann, die bel simmtlichen Vertauschungen der z, in
. sich selbst iibergingen. Endlich bemerken wir, dass das Auftreten ratio-
paler invarianter Curven (wie wir uns ausdriicken wollen) iiberhaupt auf
diejenigen Formenprobleme beschrinkt ist, deren Gruppe mit einer
der friher aufgezihlten Gruppen linearer Substitutionen einer Varia-
belen holoedrisch isomorph ist.

§ 11. Der Kronecker’sche Satez.

Wir haben jetzt alle Mittel, um den Beweis des wiederholt ge-
nannten Satzes von Kronecker zu’erbringen. Es handelt sich darum,
nachzuweisen, dass cs bei belichig vorgcgebener Gleichung finften Grades
auch nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante unmoglich
ist, eine rationalc Resolvente zu bilden, welche nur eincn Parameter enthielte.

Bemerken wir vorab, dass wir diesem Satze, indem die Gruppe

#) Vergl. den Beweis dieses Safzes bei Lairoth im neunten Bande der
Mathematischen Annalen (1875).
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der geraden Vertauschungen von fiinf Dingen einfach ist*), sofort eine
scheinbar engere Formulirung ertheilen konnen. Wir werden namlich
aus dem angegebenen Grunde von jeder rationalen Resolvente durch
erneute Resolventenbildung wieder eine Gleichung fiinften Grades
F (X) =0 ableiten konnen, wobei wir die X ohne Weiteres auch der
Bedingung XX = 0 unterwerfen diirfen. Dabei sind die Wurzeln
X, den urspriinglichen z, in der Art einzeln zugeordnet, dass die
Zuordnung bei beliebigen geraden Vertauschungen der z, ungeiindert
bleibt. Wir konnen also in fritherer Weise schreiben:

(35) X,=p-2" 4+ q- 22 a4 520,

1 . .
wo ) =z} — + Zat und die p, g, r, s von den Coefficienten der

vorgelegten Gleichung fiinften Grades und der Quadratwurzel aus der
zugehorigen Discriminante rational abhingen. .Alles, was wir zeigen
miissen, ist jetzt dieses, dass es unmiglich ist, aus der allgemeinen Glei-
chung finften Grades durch eine Tschirnhaustransformation (35) eine
Gleichung fiinften Grades mit wur einem Parameter e machen.

Zu dem Zwecke iiberlegen wir vorab im Allgemeinen, welche
geometrische Interpretation eine solche Gleichung finden miisste. Die
Gesammtheit der willkiirlichen Werthe z,, z,, %,, 3, %, bildet ein
zusammenhingendes Continuum. Lassen wir also die ,, z,, -- &, in
(35) sich beliebig dndern, so wird der Punkt X jedenfalls ein wredu-
cibeles Gebilde durchlaufen. Fiigen wir jetzt die Voraussetzung hinzy,
dass die Gleichung der X, nur einen Parameter enthalte, so wird das
fragliche irreducibele Gebilde eine Curve sein miissen. lch sage
jetzt, dass dic so erhaltene irreducibele Curve bei den 60 geraden
Collineationen des Raumes in sich dibergehen wird. In der That, ver-
moge der Festsetzung, die wir hinsichtlich der in (35) auftretenden
Coeffftienten p, ¢, r, s gemacht haben, entsprechen den geraden Ver-
tauschungen der z, die geraden Vertauschungen der X,, — anderer-
seits aber konnen wir jede Vertauschung der z, (und also insbesondere
jede gerade Vertauschung derselben) erzielen, indem wir die 2, von
irgend welchen Anfangswerthen beginnend in geeigneter Weise con-
tinuirlich laufen lassen.

Wir greifen jetzt speciell auf die Entwickelungen des vorigen
Paragraphen zuriick. Es ist nimlich deutlich, dass die gerade besprochene
Curve der X, auf alle Fille vational sein muss. Denn wir konnen uns
die z,, x,, - - 2, in (35) irgendwie rational von einem Parameter i
abhiingig denken, worauf die X, selber rationale Functionen dieses 4
werden: den Einwand, dass in besonderen Fillen das 4 aus den

*) Vergl. die Definition in I, 1, § 2.
17%
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X, iiberhaupt herausfallen kduonte, brauchen wir nicht zu beriick-
sichtigen, da wir ein solches Ereigniss dugenscheinlich immer ver-
meiden konnen. Es sind also in der That die Primissen des vorigen
Paragraphen gegeben. Wir schliessen, dass wir eine rationale Function
der X, aufstellen kimnen, welche bei den geraden Vertauschungen der
X, die Ikosaedersubstitutionen erlcidet. Diese Function wiirde vermobge
(35) auch von den z, in der Weise rational abhiingen, dass sie bei den
geraden Vertauschungen der z, ikosaedrisch substituirt wiirde. Nun haben
wir aber in § 9 ausdriicklich bewiesen, dass eine solche rationale Function
der z, unmbglich ist. Wir kommen also zu vollem Widerspruche und
miissen unsere Annahme, es giibe eine Tschirnhaustransformation (35)
von der oben niher bezeichneten Eigenschaft, fallen lassen, w. z. b, w.

Ich schliesse, indem ich noch einige allgemeine Bemerkungen zur
Gleichungstheorie hinzufiige. ’

Zuniichst, wenn wir in den vorstehenden Erliuterungen dem lko-
saeder iiberall das Oktaeder oder Tetraeder substituiren, so konnen
wir alle Betrachtungen ungeiindert fiir die Gleichungen wvierfen Grades
‘wiederholen bis auf die eine, die von der Einfachheit der zugehbrigen
Gruppe handelte. Die Gruppe der Gleichungen vierten Grades ist
zusammengesetzt. Wollen wir also bei den Gleichungen vierten Grades
den Kronecker'schen Satz wiederfinden, so miissen wir demselben aus-
driicklich die Bedingung hinzufiigen, dass die Gruppe der in Betracht
zu zichenden Resolvente mit der Gruppe der 24 oder der 12 Vertauschungen
der z,, ¥, ¥y, x,; holoedrisch isomorph sein solle. Lassen wir diese
Bedingung fallen, so gibt es sehr wohl rationale Resolventen der all-
gemeinen Gleichung vierten Grades, welche nur einen Parameter ent-
b halten. Der empirische Beweis hierfir wird durch die gewdhnliche
! Auflosung der Gleichungen vierten Grades erbracht. In der That
operirt dieselbe ja mit lauter Hiilfsgleichungen, die nur einen Parameter
enthalten, niimlich mit binomisechen Gleichungen.

Bei den Gleichungen dritten Grades kann auf Grund unserer
friitheren Bemerkungen von einem Satze, der dem Kronecker'schen ent-
spriche, natiirlich keine Rede sein.

Ueber Gleichungen hiheren Grades will ich hier, um nicht zun weit-
laufig zu sein, nur Eins bemerken, indem ich dabei der Einfachheit
wegen an der Beschrinkung festhalte, die wir eben fiir den vierten
Gtad formulirten. Unter der genannten Voraussetzung sind Resol-
venten mit nur einem Parameter — von ganz speciellen und leicht
erkennbaren Fillen abgesehen — bei der allgemeinen Gleichung schon
deshalb unmiglich, weil nach der Bemerkung von § 10 unter den
zugehorigen invarianten Curven keine rationalen existiren konnen.

260 11, 5. Die allgemeinen Gleichungen fiinften Grades. ‘
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