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Prancuzs 1 et II. — Théorie de’ la. Rotation des Corps.
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THEORIE NOUVELLE

DE

LA ROTATION DES CORPS,
Par M. POINSOT.

[Exteait du Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome-XVI, 1851.1

: Voici-une des questions qui m’ont le plus souvent occupé, et, si
5 . . . . . I
on me permet de parler ainsi, une des choses que j’ai le plus désiré
de savoir en Dynamique.
Tont le monde se fait une idée claire du mouvement d’un point
s ) . . - 3 i -2
c’est-4-dire du mouvement d’un corpuscule qu’on suppose infiniment
0 B k] 4 s :
petit, et qu'on réduit en quelque sorte par la pensée & un point ma-
thématique. Car il ne reste plus alors qu’h se représenter la ligne
. - s e - ' ’ ?
f1r01te ou coqrbe, que ce point peut décrire, et la vitesse avec laquelle
il se meut suivant cette ligne. Mais, s’il s’agit du mouvement d’un
corps de grandeur sensible et de figure quelconque; il faut convenir
b ) . . ’ 3 -
qu’on ne s'en fait qu'une idée trés-obscure.
A la vérité, cette idée parait d’abord s’éclaircir ou se résoudre na-
. . s . Ty
turellement en deux autres. Car, si 'on s’attache 4 regarder un seul
A . .
et méme point du corps, on peut suivre, d'un ¢6té, le mouvement de
ce point qui. ne-peut décrire qu’une certaine ligne dans I’espace, et
de Pautre cote i que’ ’
. utre cote, }e m01}veme}1t du corps qui ne peut que tourner en
méme temps sur ce point, comme autour d’un centre fixe. Mais ce
second. mouvement, ’est-a-dire celui d’un corps mobile autour d’un
.point, sur lequel il a la liberté de pirouettef dans tous les sens, ne
présente lui-méme qu'une idée trés-obscure.
b 7 - S : . 3.
Ce n'est pas qu’en rapportant les points du corps a des plans ou-
. 3 . -
objets fixes dans I'espace, on n’ait su trouver ce qu’on appelle les
équations différentielles de ce mouvement, et méme qu’on me soit
P. ! |
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venu .éhbout'_d’intégrer ces équations, ou du moins d’en ramener les
intégrales aiix quadratures, dans le cas simple d’un corps libre de
toute actiow étrangére. Euler et d’Alembert, A peu prés dans le méme
temps, et par des methodes différentes, ont les premiers résolu cette
importante et difficile queatlon de la Mécanique; et I'on sait que
depuis,, I'illustre Lagrange a repris de nouveau ce fameux probléme,
pour lapprofondlr et le développer i sa maniére, je veux. dire par
une suite de formules et de transformations ana]ythues qui présentent
beaucoup d’ordre et de symétrie. Mais il faut convenir que, dans
toutes ces solutions, on ne voit guére que des calculs, sans aucune
image nette de la rotation du corps. On peut bien, par-ces calculs
plus ou moins longs et compliqués, parvenir & déterminer le lieu ou
se trouvera le corps aa bout d'un temps donné ; mais on ne voit point
du tout comment le corpsy arrive: on le perd enticrement de vue;
tandis.qu’on voudrait I'ohserver et le suivre pour ainsi dire , des yeux
daps tout le cours de sa rotation.

Or clest- cette idée claire du mouvement de rotation que j'ai thché
de decouvrlr, afin de mettre sous les yeux ce que personre ne s’était
encore represente.

- 11 en résulte une solution toute nouvelle du probléme de la rotation
d’un corps abandonné % lui-méme, soit qu il tourne librement sur
son centre de grav1te ou sur toul autre pomt ﬁxe autour duquel il
serait forcé de se mouveir: véritable solution ‘du probléme, en ce
qu’elle fait image, et qu'on y voit le mouvement du corps avec autant
dé clarté que le mouvement d’un point. Et si, de cette démonstration
geométrique de la rotation des corps, on veut passer au calcul, pour
mesurer toutes les différentes propriétes ou affections de ce mouve-

‘ment, on n’a plus e ‘des formules directes et toujours claires, parce

que chacune d’elles n’y est que Pexpression d’un théoréme dynamlque
dont on a I'idée, et quitend & son objet Ainsi, notre analyse présente
encore cet avantage, que tout s’ y exprime et s’y développe par les
seules donnees imimédiates du probleme, sans avcun . melange de ces
angles ou de ces coordonnées étrangéres qui ne tiennent point & la
natare de la question, et qui ne viennent que de la méthode indirecte
gu'on emploie pour la résoudre. Car c’est une remarque que nous
pouvons faire dans toutes nos recherches mathématiques: ces quan-
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tités auxiliaires, ces calculs longs et difficiles o1 1’on se-trouve en-
trainé, y sont presque toujours la preuve que notre -esprit n’a point,
dés le commencement, considéré les choses en -elles-mémes et d’une
vue assez directe, puisqu’il nous faut tant d’artifices et de détours
pour y arriver; tandis que tout s’abrége et sé simplifie sitot qu’on
se place au vrai point de vue.

J’ai donc pensé qu’une solution si simple, et si propre 4 jeter un
nouveau jour sur les questions les plus difficiles de la Dynamique;,
pouvait servir & lavancement réel de la science, et méritait ainsi
Pattention des geometres et c’est cette considération phllosophlque
qui m’a surtout déterminé i a composer le nouvel ouvrage qu’on va
lire, et dont ’ jai preseme] analyse a I’ Academle[ ]

Je le divise en trois parties : dans la premlere apres avoir considéré
le mouvement des corps en lul-meme je cherche les forces qui seraient
capables de le produire, afin de voir réciproquement quel est le mou-
vement que doit prendre un corps en vertu de forces quelconques
données, ce qui est le probléme naturel de la Dynamique; dans la
deuxiéme partie, je donne la solution du probléme de la rotation des
corps libres; et, dans la troisieme, je deve]oppe les calculs qui se
rapportent & cette solution.

PREMIERE PARTIE,

CHAPITRE PREMIER.

DU MOUVEMENT DES CORPS CONSIDERE EN' LUI-MEME.

-,

L
Idée de la rotation simple et de la vitesse angulaire.
1. Le seul mouvement de rotation dont nous ayons une idée

claire est celui d’un corps qui tourne sur un axe immobile, ou dont la
direction reste la méme et dans le corps et dans ’espace. Car on voit -

[*] Séance du 19 mai 1834.
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clairement tous les différents cercles que les points du corps dé-
crivent dans des plans perpendiculaires & cet axe: et il est évident
que tous ces mouvements simultanés sont possib]es', je veux dire
qu’ils peuvent s'exécuter ensemble sans que la disposition mutuelle
des points, ou ce qu’on peut nommer la figure du corps, en soit en
rien changée. ‘

2. Nous avons également une idée nette de la quantité ou de la
mesure de cette rotation. Car, comme tous les points décrivent en
méme temps des arcs de cercle semblables, c’est-a-dire de longueurs
proportionnelles & leurs rayons, le rapport de la vitesse d’un point au
rayon du cercle qu'il décrit est le méme pour tous les points du
corps; et c’est ce rapport constant qui fait la mesure, ou ce qu'on
nomme la vitesse angulaire, de la rotation. Cette vitesse angulaire
n’est donc autre chose que la-vitesse absolue d’un point quelconque
du corps pris & 'unité de distance de I’axe de rotation : de sorte que,
en nommant 0 'cette vitesse, on a fr. pour la vitesse d’un point pris a
la distance r du méme axe.

IT.

Composition des mouvemenis de rotation.

3. On_ peut voir avec la méme clarté que de semblables rotations,
que des causes quelconques tendraient a imprimer 4 un corps autour
de différents axes passant par un méme point, se composent exacte-
ment par la méme loi que de simples forces appliquées en ce point.
C’est ce que la théorie des couples rend manifeste en considérant plu-
sieurs couples appliqués sur une sphére homogéne. Car il est évident,
par la régularité parfaite du corps, que chaque couple, §'il agissait
seul, ferait tourner la sphére sur le diamétre perpendiculaire au plan
de ce couple, et, par conséquent, sur Vaxe du couple lui-méme, et
avec une vitesse angulaire proportionnelle &4 son moment; que, par
conséquent, si tous les couples agissent a la fois, comme leur effet est
le méme que celui du couple résultant, la sphére doit tourner sur
Iaxe de ce couple avec une vitesse angulaire. proportionnelle & son
moment. D’otr 'on voit que les. meuvements de rotation se com-
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posent et se décomposent exactement :par-les mémes lois que les
couples, .et partant que les simples forees.

4. ‘Mais cette composition des mouvements de rotation, il faut ici
la” démontrer par la simple géométrie; puisque, dans ces premiers
principes, on ne s’occupe que du mouvement des corps considéré en
lui-méme, C'est-a-dire abstraction faite des forces qui le produisent,
et de la nature du corps qui le recoit. Mais pour avoir ici des, expres-
sions aussi claires que dans la théorie des couples, nous représenterons
de méme les rotations par de simples lignes terminées O p, Og, -etc.,
prises sur leurs axes; et chacune de ces lignes, telle que Op, repré-
sentera & la fois 'axe et la grandeur de cette rotation p, et én indi-
quera encore le sens par cette convention qu’en se placant a 'extré-
mité p considérée comme le nord, pour regarder devant soi le point O
considéré comme le midi, la rotation se fera de droite & gauche,
comme se fait, 4 nos yeux, le mouvement du soleil.

11

Parallélogramme des rotations.

3. Si, par deux causes quelconques, un corps tend a la fois a
prendre deux rotations p et q, représentées par les deux cbtés Op,
O¢ dun parallélogramme QpOq, le corps prendra une rotation
unique § représentée par la diagonale 06 de ce }mmllélogrmnnk.

En effet, considérez un point quelconque m du corps, pris dans le
plan du parallélogramme, et, par exemple, vers la droite dans le
supplément de Uangle que font entre eux les deux ¢otés ; et nommous
x et y les deux perpendiculaires abaissées de ce point m sur ces cHtés.
1l est clair que, par la seule rotation p, le point m tend 4 s’élever au-
dessus du plan avec une vitesse px (n°2); et que, par la seule rota-
tion g, 11 tend a s’élever avec une Avvitesse_ qy, et qu’ainsi, en vertu des
deux causes agissant & la fois, il a, suivant la normale, la vitesse
px - qy. Or, en nommant % la perpendiculaire abaissée du point m
sur la diagonale ¢, on a toujours ’équation

prHqy=20h,

comme on le sait par un théoréme trés-connu-de géométrie. Donc la

Fic. 1.

Fic. 2.
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Fie. 3.

Fie. 4.
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vitesse;—que}prgand le point -m est égale a G/, c'est-a-dire 4 la vitesse
quil aurait si le corps tournait sur Jla -diagonale .avec la vitesse
angulaire . Et comme la méme chose peut se dire de tout autre
point.du plan, et que lé mouvement du plan entraine celui du corps,
on pent dire qu'un point quelconque du corps prend, par les deux
rotations p et ¢, le méme monvement qu’il prendrait par la seule
rotation §. Donc, etc. ‘

Remarque.

C'est uniquement pour abréger la démonstration que jai pris le
point m dans le supplément .de I'angle que font entre eux les deux
cOtés du parallélogramme. Si ce point était pris entre. les cotés mémes,
on trouverait que §’il s’éléve au-dessus- du plan avec la vitesse px, il
g’abaisse au-dessous avec la vitesse ¢y : de sorte que sa vitesse suivant
la normale serait la différence px — gy . Mais, par le méme théoreme
de géométrie, on aurait alors

pr—qy =10k

Cest-i-dire que le point a toujours la méme vitesse /2 que si le corps
tournait sur la diagonale.

8. Au reste, ceci nous donne Vidée d'un théoréme de géométﬁe
plus général que le précédent, et dont celui-ci n’est en quelque sorte
qu’un cas particulier.

Car, supposez le point m pris ou 'on voudra dans l’éspace, et nom-
mez de méme x, ¥ et % les trois perpendiculaires abaissées de ce point
sur les deux cotés p et g, et la diagonale 6 du paraliélogramme pOq0;
vous aunrez de méme px, gy et §h pour les vitesses que les trois
rotations p, ¢ et § tendraient a imprimer au point m. Mais ici ces
vitesses, au lien d'étre dans la méme direction, seraient respective-
ment perpendiculaires aux plans des trois triangles mOp, mOg, mOG:
les lignes qui les représentent font donc entre elles les mémes angles
que les pl'a»ns'de ces triangles; et elles sont d’ailleurs proportibnnelles
A leurs aires respectives.

Or, puisque le point m, en vertu des deux rotations p et ¢, doit se
mouvoir comme il le ferait en vertu de la simple rotation 6, il s'en-
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suit que la ligne 0 k. doit. étre la. diagonale. du parallélogramme
construit sur les deux autres px etqgy.
On'a-donc ce théoréme de géométrié :°

Si, d’un poin‘i'quleconque m de 'espace, comme sommet, on'méne
trois triangles qui aient powr bases les deux c6tés Op, Oq et la dia-
gonale 08 d’un parallélogramme, il y a toujours entre les aires de
ces trois triangles la méme relation qu’entre les cdtés et la diagonale
d’un: parallélogramme construit sous:les inclinaisons mutuelles de ces
trois plans.

/Ainsi les deux premiers triangles se composent en quelque sorte
pour former le troisiéme, comme se composeraiént;éntre-elies, pour
former leur résultante, deux forces proﬁdrtibnne]les aux aires de ces
triangles, et qui auraient entre elles la méme inclinaison. |

7. Et maintenant remarquez que ce théoréme, tiré de considérations
dynamiques, se voit sur-le-champ par la géoniétrie. Car, au lieu des
trois triangles, considérez les trois parallélogrammes ou rhombes faits
sur le méme c61é Om, appuyés sur les méme bases Op, Og, 08, et
dont les aires:sont mesurées par px, ¢y, 6Ah. Il est évident que ces
rhombes, qui forment les deux plans adjacents: avec le plan diagonal
d’un méme: rhomboide,. étant vus comme appuyés sur la commune
base Om, sonjt entre eux comme leurs hauteurs, et, par conséquent,
comme les trois lignes qui résulteraient de Pintersection du rhomboide
par un plan perpendiculaire 2 Paréte Om. Or ces lignes forment évi-
demment les deux cotés -et la diagonale ‘d’un parallélogramme
construit sous les inclin‘éisons mutuelles des trois plans, Donc, etc.

Actuellement, si I'on imagine que le point m descende de Pespace,
perpendiculairement au plan du parallélogramme, et ‘ipour tomber
dans le supplément de angle pOg des deux cétés, ou de son opposé
au sommet, il est visible que Iinclinaison mutuelle des deux triangles
mOp, mOgq va en diminuant, et devient enfin nulle; et alors le
triangle mO6@ construit sur la diagonale devient égal 4 la somme des
deux autres, comme la diagonale dun pa}allélogramme devient égale
a la somme des deux. cotés qui la comprennent, quand Vinclinaison de
ces cotés devient nulle.

Si le point m.descend de méme pour tomber dans 'angle méme



¢

“mutuelle des-deux triangles mOp, mOg vaien atiginentant et devient
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g»-0u dans son opposé au sommet, il est visible que I'inclinaison

enfin égale 4 deux angles -droits : et alors le triangle mO@ construit
sur la diagonale devient égal 4 la dif férence des deux autres; comme
la_diagonale ‘d'un parallélogramme devient égale ‘a la différence des
deux coOtés quand leur inclinaison mutuelle devient égalé 4 deux
angles droits. - " . _

Ainsi ce théoréme trés-connu, que Lagrangeatiribue & Varignon, et
qu'il regarde C”Q_tmme un bean théoréme de géométrie, n’est qu’un cas
particulier du lef)thl:‘e‘f .el comme’ _celui-ci est trés-facile 4 démontrer
directement, on en peut tirer réciproquement une ‘démonstration du
parallélogramme des 5716,tg‘ifohs,v‘ericf)1‘e ‘plus nette que la premiére,
puisqu’on y prend ou on veut le point-m dont on examine le mou-
vement; sans avoir besoin de supposer que ce point est situé dans le
plan des axes des deux rotations cgmposah’tes.“

COROLLAIRE.

8. De ce parallélogramme. des. rotations il est clair qu'on peut
s*8lever 4 la composition de tant de rotations qu’on voudra, Op, Og,
Or, etc., et parvenir ainsi 3 leur résultante générale 00 -en les com-
posant successivement deux 2 deux, a Ja maniére des simples forces
appliquées sur un"point.

Et cette similitude de composition n’est pas.bornée 4 des rotations
sur différents axes qui se croisent en un méme point ;-mais, ce gui
est trés-digne de remarque, elle s’étend 4 des rotations autour d’axes
qui seraient situés d’une. maniere qlielconq'ue dans Vespace : théorie
neuve’ qui mérite d’étre développée.

4

IV.
_Cq'mpﬂo;ition-de_deu;x frotations autour de denx axes paralléles.

9. Deux ‘rotations p et q,de méme sens, autour de deux axes pa-
ralléles, se composent en_une seule 9 égale a leur somme p + ¢, au-
tour d’un axe paralléle ausx deux premiers et qui divise leur distance

-
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mutuelle dans la raison ‘inverse des deux “rotations ‘composantes
pet g. .
_ Soiént, en effet, Ap et Bg les deux lignes paralféles ‘qui, menéés
des Poin’ts AetB d’un méme coté de ’espace, réprésentent lés detix
rotatlf)fns de méme sens p et ¢ dont il s’agit; et considérons nrni point
quelconque m pris hors de ces axes paralléles, mais. dans leur plan ;
vers la droite. Si Pon nomme x et y les deux pérpéndicuiaifes
abaissées de ce point m sur les li_.g.nes Ap et Bg, i']_es:tAclaii*Tqﬁ'e; par
]a} rotation p, le'point m tend A s’élever au-dessus du plan avec la
vitesse pa, ‘et ‘que, par la rotation ¢, il tend a gélever avec la
vitesse gy ; et qu’ainsi, par les deux rotations & la fois, il a, suivant
la normale, la vitesse px + qy. Or, qu'on méne :entre’Ap et Bq la
pall"allé]e C@, si I'on nomme £ la perpendiculaire abaissée sur elle du
point m, on aura x — % pour sa distance a la paralléle Ap, etk — y
pour sa distance 2 la paralléle Ag. Si'donc on suppose GO menée
telle que les deux distances soient en raison inverse de p 4 g, on aura

P

x—h.:h—y:..qg.p ou px_-i—‘ QJ’.—‘——.-('P 4,9)”-

Or (p+q)lz exprime la vitesse que prendraif le point m par une
rotation unique ¢ = p + ¢, autour de I'axe ce.

Doic, en vertu des deux rotations paralléles et de méme sens p et g,
le monvement d’un’ point quelconque du plan, et, par cbns‘équént,
le mouvement du corps, est le méme qué si le corps ‘tourn‘ait-;éimpleé
ment avec une vitesse angulaire § égale & p + ¢, sur un dxe paralléle
qui divise la distance mutuelle des deux premiers en raison inverse
des deux rotations composantes p et g. - h

10. Si. jes deux rotations paralléles p et q étaient de sens contraires,
on verrait de méme qu’elles se composent en une seule § égale a leur
dlffere;n'ce p — ¢, et autour d’un axe paralléle G¢ dont on’ trouverait
la position comme on trouverait celle de la résultante de deux forces
paralléles et contraires p et . Ainsi, en-nommant 7 la distance'de C§
au premier axe Ap, par exemple, et D la distance mutuelle de Ap
et Ag, on aurait o

P. R

Fic. 6.
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4. Sip et g:différaient fres-peu Tune de I'autre, la rotation résul-
tante § = p — ¢ serait trés-petite ; et la distance i de son axe au pre-
mier Ap serait trés-grande; de sorte que si p et g deviennent parfaite-
ment égales, on trouve une rotation-d nulle, autour d'un axe-situé &
une distance .infinie : ce qui n’apprend plus rien, ou plutdt ce qui
nous avertit que, dans ce cas singulier, il n’y a plus, & proprement
parler, de rotation résultante, et que le mouvement du corps doit
changer de nature. .C'est, en effet, ce qui arrive; car-on va voir que,
de ces deux rotagions _pa_r_‘alléles? égales et contraires, 1] ne péut résultef
pour le corps qu'un pur mouvement de translation dans Pespace.

V.

Des couples de rotations.

12. Deux rotations p et — p, égales et de sens contraires, autour

de deux axes paralléles, forment ensemble ce que j appelle un couple de’

rotations : on peut-voir 4 priori qu'un tel couple est irréductible,
ou qu'il forme, pour ainsi dire, une rotation sui generis, qui ne peut
jamais étre ramenée i Tne rotation simple autour d’aucun axe quel
qu’il soit.

Le mouvement qui résulte d’un co,z\&fple de -rotdtions p et — p est
une pure translation de tous les points du corps suivant des lignes
perpendiculaires au plan de ce couple, et avec une commune vitesse
mesurce par le moment du couple, c’est-dndirje par le produit pD de
I'une p des deux rotations, multipliée par la distance D qui sépare

leurs axes paralléles.

Ft, en effet, considérez un.point qu'el,conque m du cerps, pris
dans le plan de ce couiple, 4 la distance & du premier axe p, et, par
conséquent , a la distance « — D du’second — p. Par la’rotation p,
le point_ m s'éleve suivant la perpendiculaire au plan avec la vi-
tesse px; par la rotation — p, il s’abaisse en sens contraire avec la
vitesse p (o — D): de sorte qu’il a, suivant la normale, la vitesse
px — p (& — D)= pD. Donc, comme x n’enire plus dans cette ex-
pression, ‘tous les points du plan; et, par conséquent, -tous ceux
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du corps ont la méme vitesse pD: suivant la: perpendiculaire au plan
du couple. Donc, etc.

13. On voit par 12 qu'un couple de ‘rotations peut étre tourné et
transporté comme on voudra dans son plan, ou'dans tout autre plan
paralléle, sans que le mouvement du corps en soit changé; et de plus,
que ce couple peut étre transformé en un autre composé de nouvelles
rotations p’ et — p’, avec un nouveau bras D, pourvu que’le mo-
ment p’ D’ soit égal au premier pD. '

14. De cette propriété et du pqrqlle’logmmme des rotations simples,
on peut conclure sur-le-champ que des couples de rotdtions, situés
comme on voudra dans des plans qu*ef16011ques,,p611Vent toujours se
composer en un seul par la méme loi que les couples.de forces, et,
par_con’séqilent, comme de simples forces agissant sur un point : qu’en
un mot, on peui: appliquer A ces nouveaux cou'ples“,‘ et sans en rien
excepter; tous les théorémes qui concernent les couples ordinaires.

15. Cest, d’ailleurs, ce qu’on verrait sous un nouveau jour, si
Yon voulait considérer la cause capable de donner au corps le méme
mouvement qui-résulte d’'un couple de rotations. Car, comme ce mou-
vement n’est-qu’une pure translation dans 1’espace, il-est clair gu’on
pourrait le produire par une simple force qu’on appliquerait an centre
de gravité du corps, dans une direction perpendiculaire au plan du
couple, et en prenant cette force égale au produit du moment de ce
couple par la masse entiere du corps dont il s’agit. Tous les couples
de rotations pourraient donc étre ainsi ‘remplacés par autant de forces
proportionnelles ap"pliqué’es au centre de gravite du corps. D’ou- ré-
sulte, pour ces couples, une composition exactement la méme que
celle des forces autour d’un point. Mais dans cette théorie du mouve-
ment considéré en lui-méme, il faut tout tirer de la géométrie, sans

rien emprunter?é la Dynamique.

V1.

Composition ge’ne’mle des rotations awutour d’axes situés comme on
voudra dans lespace.

16. Considérons d’abord une simple rotation p, autour d’un
2..



12 THEORIE NOUVELLE

axe A p passant par un point quelcon”que A du corps. Si, en un antre
pomt O, pris ou 'on voudra, on 1mag1ne deux rotations contraires p’
et — p/, égales et paralléles & la premiére p, il est clair que ces deux
rotations se détruisent d’elles- memes, et que le mouvement du corps
n’est pas changé. Mais alors, au lieu de la simple rotation proposee P

‘on peut .voir : 1° une rotation p’ egale, parallele et de méme sens,

mais dont Paxe passe en O ; 2° un couple (p, — p') formé des deux ro-
tations pardlleles restantes p et — p'. /8i,. pour plus de clarté, on
transporte ce couple allleurs dans un plan quelconque parallele au
sien, ce qui est permls il ne restera, ai point O, que la rotation p’,
]aquelle n’est, pour ainsi dire, que la rotatlon proposée p qu'on y
auralt transportee parallelement a elle-méme.

“On peut donc dire qu’une rotation peut étre transportee parallele—
ment 2 elle—meme en un pomt quelconque de lequce pourvu que
Pon consldere le couple de rotations qui nait de ce déplacement , et
qui a pour ‘moment ou pour mésure le produit de la rotation pro-
posée par le c,hemm que son axe-a parcouru

17, Ce]a pose, sownt tant de rotatlons qu on voudra P, g, I, etc.,
autour d’axes Ap, Bg, Cr, etc situés d’une maniére quelconque dans
’espace; si on leés transporte toutes parallelement a elles-mémes en
un point quelconque 0 de l’espace elles viendront s’y composer en
une seule 0, qu on peut nommer la rotation resultante, et tous les
couples de rotations qu élles ont prodmts dans leur translation se com-
poseront en un seul (o, — p) qu'on peut nommer le couple résultant.
Réduction générale exactement la méme que celle des forces , et d’ou
I'on peut tirer une theome toute semblable.

Ainsi, comme. tant de forces que I'on voudra sont toujours réduc-
tibles & une seule force passant par un point quelconque donné, et a
un seul couple de deux forces egales, paralléles et contraires ; de méme
tant de rotations qu'on voudra, autour de différents axes situés d’une
maniére quelconque dans l’espace, sont toujours réductibles & -une
seule rotation autour d’un axe passant par un point pris a volonté, et
2 un seul couple de deux rotations égales et contraires, autour de
deux axes pai:al]éles entre eux. '

Etil est évident, comme dans la théorie.des forces, que la rotation
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résultante 6 sera toujours la méme en quelque lien qu’on ait pris ce
point ou ce centre O, ou I'on transporte les rotations: si I'on fait
varier la position de ce point, la résnltante 6 ne fera que se trans-
porter parallélement 2 elle-méme en divers lieux de Iespace; mais le
plan et la grandeur du couple de rotatlons (p, — p) changeront
nécessairement.

18. SiI'on veut une réduction générale ou il 0’y ait rien d’arbi-
traire, on pourra toujours choisir le. point O-de maniére que le plan
du couple résultant soit perpendiculaire 4 I’axe de la rotation résul-
tante. En effet, tout étant d’abord réduit a la rotation ¢ et au couple
de rotations ( p, — p) relativement a un point quelconque O de T’es-
pace, décomposez le couple (p, — p) en deux: Pun (p', —p'), dans
un plan perpendiculaire & 'axe O0; 'autre (p”, — p”), dans un plan
conduit par cet axe Si vous transportez la rotation @ dans ce plan et
parallélement i elleméme jusqu'en 0’6, de maniére que le couple
produit (§, — §) soit égal et contraire an couple (p”, — p”), et par
conséquent le détruise, il ne restera que la rotation ¢ autour du nou-
vel axe 0'6, avec le couple (¢, — p') dans un plan perpendiculaire
au méme axe, ce qu’il fallait trouver ; et cet axe singulier O'¢, qui se
détermine exactement comme celui que j’ai nommé en Statique I'axe
central des moments ou des couples de forces, peut aussi étre nommé
Vaxe central des couples de rotations..

Ainsi un systéme quelconque de rotations est toujours réductible a
une seule rotation autour d’un certain axe déterminé, et a un couple
de rotations situé dans un plan perpendiculaire a cet axe. Et il est
clair que ce couple résultant est le minimum de tous ceux qu’on
trouverait relativement & tous les points ou centres O qui seraient pris
hors de cet axe central. Car si I'on transportait partout ailleurs la ro-
tation 0, elle produirait un couple (§, — ) perpendiculaire sur le
couple (p', — p'); et ces deux couples étant rectangulaires entre eux ,
donneraient par leur composition un couple résultant supérieur an
couple (o, — ¢')-

19. Comme un couple de rotations équivaut & une pure translation

du corps suivant la perpendiculaire au plan de ce couple, i} s’ensuit
P P )
que tout le mouvement d'un corps, en vertu de tant de rotations
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qu'on voudra, se réduit; en derniére analyse; a tourner sur une: cer-
taine droite et & glisser en méme temps le long de cette droite : ce. qui
est,, comme on le’ verra plus loin, le mouvement le plus général que

puisse avoir un corps dans I'espace absolu.

20. Si le couple résultant minimum est nul, tout le mouvemerllt
se réduit 4 une simple rotation : si la résultante est nulle, il se ré-
duit 2 une simple. franslation; et réciproquement, chacune de ces
réductions ne peut avoir lieu sans que la condition supposé(’e ne soit
remplie. Enfin, pour que toutes les rotations du systeme se 'det‘rul_,sent
entre elles, et qu’ainsi tout le mouvement du corps se réduise a zéro,
il faut que la résultante et le couple résultant soient nils tous les
deux 2 la fois, et cela, en quelque lien de Vespace qu’on ait trans-
porté toutes les rotations.

-

Remarque. |

On voit la parfaite symétrie de cette composition des rotations
ot de celle des forces : elles sont presque identiques; car si l'on
avait primitivement donné le nom de force a la’ cause capablg de
faire tourner sur un axe, on aurait eu pour ces nouvelles forces une
Statique toute semblable. Seulement, dans celle-ci, les simp“les.for-ces
(tbujoﬁi‘s considérées comme transportées au ”ce'nt.re de gr.'aw.té du
corps ) auraient répondu 4 nos couples dans la Statique '-orflmlau'.e , et
les couples auraient répondu 4 nos simples forces. Mais 11‘ etfut, je
crois, plus naturel’, je veux dire plus conforme & la nature de Pesprit

X 2. - . :
humain, de commencer;, comme on I’a fait, par donner le nom de

Jorce 4 la cause capable d’'une pure translation, et de voir ensuite
dans le couple la cause capable d’un pur mouvement de rotation..

Toutefois , ¢’ est une chose trés-remarquable, qi’un méme livre, écrit
sur la science des forces , pourrait, sans cesser d’étre exact et de trffin?-r
réguliérement la méme science, étre e’ntend}l de deux maméres.dlffe-
rentes, selon qu'on attacherait au mot de force Pidée d’une cause de
translation, ou I'idée toute différente d’une cause de rotation. Nous
pouirrons revenir ailleurs sur ce point de philosophie.

. 21." On vient de voir tout ce qui regarde Uidée de la rotation simple

DE LA ROTATION DES CORPS. 15

sur un axe, et la composition de semblables rotations autour d’axes
situés d’'upe maniére quelconque dans P'espace. Mais il faut se faire
maintenant une idée du mouvement d’un corps mobile autour d’nn
point fixe sur lequel il semble pirouetter en tous sens.

Vil.

Idée de la rotation autour d’un point.

+ 22. Le mouvement d’un corps qui tourne sur un axe immobile
étant le seul dont nous ayons une idée claire, c’est donc & cette idée
qu’il faut ticher de réduire celle du mouvement d’un corps qui pi-
rouette d’une maniére quelconque autour d’un point ou centre fixe O.

Or je dis que ce mouvement, quel qu’il soit, si I'on ve le reghrdé
que durant un instant, n’est autre chose qu'une rotation simple-au-
tour d’un certain axe passant-par le point O et dont la direction reste
immobile pendant cet instant. En éffet, considérons deux points quel-
conques A et B du corps, lesquels- avec le centre O forment le
triangle OAB. De quélque maniére que le corps se meuve, il est cer-
tain qu'au bout d’un instant on trouvera. que le point A est -arrivé
quelque autre part en ‘A, et le point B en B', de maniere que le
triangle OAB aura pris- dans I'espace la position infiniment voisine
OA’B’. Or il est clair que ve mouvement pourrait -étre produit par
deux rotations successives : I'une p autour de la commune intersec-
tion OS des deux plans de ces triangles, et'qui aménerait le triangle
OAB dans un méme plan-avec son égal OA’B’; I'autre ¢, autour de la
perpendicalaire OH a ce plan, et qui ameénerait le point A sur A’ et,
par conséquent, B sur B'. Mais ces deux rotations p et ¢ autour de
deux axes qui se croisent au point O, peuvent toujours se réduire 4
une seule § autour -d’un axe OI passant par le méme point. Donc, de
quelque maniére qu’un corps se meuve autour d’un point fixe, son
mouvement ne peut étre, dans l'instant que l’on considére, qu'une
simple rotation de ce corps auiour d’un axe passant par ce point, et
qui reste immobile dans le corps et dans Iespace pendant cet instant.

D’ou P’on peut conclure-que, dans P'instant suivant, c’est de méme
une rotation simple, mais autour d’un. autre axe; et ainsi de suite
d’un instant & 'autre : de sorte que le mouvement du corps peut étre
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considéré comme une suite de ces mouvements simples dont chacun
ne présente a Pesprit qu'une idée nette. “Cest ainsi-que , pour se faire
Pidée du mouvement d'un point en ligne courbe, on se représente ce
point comme décrivant les cotés suscessifs d un polygone infinitésimal
qu’on imagine inscrit a cette courbe. On a donc ce théoréme :

23. Le mouvement d'un corps qui tourne d'une marniére quel-
conque sur un point Sixe, n’est autre chose qu’june»r'otation f{e ce corps
sur un axe qui passe toujours par le point fixe, mais dont la direction
change d’un instant a 'autre, et que, pour cette raison, Uon appelle
I'axx insTANTANE. Et il en est précisément de cet axe instantané dans
la rotation d’'un corps, comme de la tangente & une courbe dans le
mouvement du point qui la décrit.

24. 1l faut bien remarquer que cet axe instantané change de posi-
tion et dans le corps et dans Pespace tout & la fois: car, comme il est
2 la fois immobile dans le corps et dans 'espace pendant la durée d’'un
instant, et qu’au bout de cet instant, on le suppose dans une autre
position , 1l est clair qu’il ne peut plus étre au méme lien ni dans Pes-

ace absolu, ni dans Pintérieur du corps: et I'on peut méme ajouter
que ]’éngle qu’il décrit dans Pespace, et qui fait son mouvement ab-
solu, est le méme qu’il décrit dans Vintérieur du corps, et qui fait son
mouvement relatif. -

Lors donc que nous voyons un corps tourner sur un axe invariable
de position dans le corps, mais variable de position dans lespace,
nous devons conclure que cet axe n’est point V'axe instantané autour
duquel se fait réellement la rotation : car I’axe instantané ne pourrait
rester immobile dans le corps sans rester aussi immobile dans I'espace.

VIIIL.

Image sensible ‘de cette rotation.

Quoique Panalyse précédente soit exacte, et que je me sois efforcé
de la rendre claire, il faut convenir que l'idée du mouvement d’un
corps fournant sur.un axe qui varie sans cesse est encore un peu
obscure; je veux dire qu’on ne voit pas bien ce qui arrive au corps,
et quon a de la peine 4 le suivre dans le cours de cette espéce de

et ——————
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rotation changeante. Il faut donc tacher d’éclaircir encore cette idée,
et de présenter 4 Desprit quelque image plus nette et plus seunsible.

‘25, Or on vient de démontrer qu’un mouvement quelconque d'un
corps autour d'un point fixe ne peut étre qu’une rotation de ce corps
sur un certain-axe qui change de position d’un. instant 4 Pautre.
Donc, puisque cet axe instantané passe toujours par le point fixe, il
est évident qu’il ne peut décrire dans I'espace qu’une certaine surface
conique dont le sommet est en ce point; et de méme, il est évident
qu'il ne peat décrire dans I'intérieur du corps qu'une autre surface
conique de méme sommet.

Soit donc O ce commun sommet, et OI Paxe instantané dans la
position actuelle que 'on considére; et concevons du centre O et d'nn
rayon quelconque OI une sphére décrite qui coupe les deux surfaces

_coniques suivant deux courbes ‘qui seront comme les bases de ces
~deux surfaces. De ces deux courbes, la premiére o est fixe dans I'es-
pace absolu, et la seconde s est fixe dans le corps, et, par consé-
quent, mobile avec lui dans espace.

Divisons le temps ¢ en particules égales infiniment. petites ¢ que
nous ‘nommerons des .instants; et soient marqgués, sur la courbe
fixe ¢, les points successifs a, 8, v, &, etc., ot vient passer d’un
instant &4 Pautre le poéle 1 de I'axe de rotation. Joignons la,; aff,
By, etc., par des arcs de grands cercles, et considérons la courbe
comme un polygone sphérique d’une infinité de cotés 1a, afs, By, etc.

.Si 'on divise maintenant 'autre courbe s, qui sert de base au céne
mobile, en arcs de grands cercles 1a, ab, bc, etc., respectivement
égaux aux premiers, il est clair qu'au premier instant dt, le corps
qui tourne sur OI ameéne le point a du-corps sur le point o de les-
pace; que dans l'instant suivant, le corps qui tourne sur O« améne
le point b du corps sur le point 8 de l'espace; et ainsi de suite d'un
instant & P'autre : de sorte que la courbe s, qui sert de base au céne
niobi‘l;e»,' vient appliquer Pun aprés Pautre tous ses divers éléments sur
les. 6léments respectivement égaux de P'autre courbeé ¢, qui sert de
base 4 la surface du cone fixe. D’ou je conclus que le mouvement.du

-corps pourrait étre produit par le cone mobile gui roulerait, sans
glisser, sur le.cone fixe dont il s agit.
P. 3

Fig. g.



18 THEORIE NOUVELLE
26. Nous avons donc'ce nouveau théoréme :

De quelque inaniére qu'un corps se meuve en tournant autour d’un
point fixe, ce motivement ne peut étre autre chose que celui d’un
certain cone, dont le sommet est en ce point, et qui roule actuellement,
sans glisser} sur la surface d’un autre cone fixe de méme sonmet.

Je veux dire que le cone mobile, considéré comme attaché au corps.
et Pentrainant avec soi, s’il viént a rouler sur Pautre cone qui est
fixe dans I'espace absolu , fera décrire a ce corps le mouvement brécis
dont on le suppose animé; que la ligne de contact de ces deux cones
sera, 4 chaque instant, I’axe autour duquel le corps tourne dans cet
instant, ou ce quon appgl]e_l’a.qg'é_ instantané : d’ol on voit comment
cet -axe est a la fois mobile dans le qpr‘ps'pt dans V'espace absolu;
décrivant. dans I'espace la surface du cone fixe, et dans Pintérieur du
corps, la surface du cone mobile dont on vient de parler.

Q7. Tel est,. je crois;, fe plus- haut point de-clarté ou I'on puisse
porter I'idée si complexe et'si obscure du ‘mouvement d’un corps qui
tourne d’une maniére quélconque antour d’'un centre fixe. I 0’y a
point de mouvement de ceite nature u’on né puisse exactement.pro-
duireen faisant rouler un certain cone sur un autre cone fixe de méme
sommet; de sorte que, si I’on imagine tous les cones possibles qu'on
ferait ainsi rouler, I'un sur Vautre, on.a Pimage fidéle de tous les
mouvements possibles dont un’ corps soit:¢apable autour d’un peint
sur lequel il a la liberté de pirouetter en tous sens.

Et méme, sil s'agissait d'un mouvement de rotation qui fut discon-
tinu, c’est-a-dire ou I'axe de rotation, au lieu de changer de position
par degrés insensibles, sauterait brusquement d’une position a {’autre
par un angle fini, on pourrait également imiter le mouvement du
corps, en prenant, au lieu de deux cénes, déux pyramides de méme
sommet, et de faces respectivement égales et faisant roulér I'une sur
Pautre, deé maniére que la pyramide mobile tournant sur la commune
aréte, vint appliquer, Iune apres Vautre, toutes .ses différentes faces
sur les faces respectivement égales de la pyramide fixe. Cest, en effet,
ce qui vésulte de la démonstration méme que j'ai donnée plus haat.

-’y
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Remarque 1.

28. Au reste, il est bon de remarquer, dans cette démonstration,
que si j’ai pris, sur Paxe instantané OI, une ligne O1 de longueur
constante, -p"était uniquement pour mieux fixer les idf:es, en mohtrént
.}es. deux courbes décrites par le pole instantané comme étant tracées
sur une méme sphere. Mais il est évident que }a démonstration se ferait
de 1a méme maniére en prenant sur Paxe instantané une ligne OI de
longueur variable, suivant une loi quelconque, et considérant les deux
courbes décrites par son extrémité I, Pune dans I'intérieur du corps,
Pautre dans I'espace absolu. On aurait toujours les deux mémes sur-
faces coniques, mais terminées ici par ces denx nouvelles courbes qui
leur serviraient de bases; et 'on verrait de méme que la courbe mo-
bile vient appliquer, 'un aprés Pautre, tous ses éléments successifs
sur. les éléments respectivement .égaux de la courbe fixe : d’oir 'on
tirerait exactement le méme théoréme.

Remarque 11.-

29. 1l n'est peut-étre pas inutile de faire aussi une remarque sur
Yidée nette qu’il faut attacher aux mots quand on dit le mouvement
de I'axe instantané, ou qu’on emploie quelque autre terme qui sup-
pose la mobilité de cet axe, soit dans le corps, soit dans’ .l-’espéce.' Ce
n’est ici qu’une maniére de s’exprimer. L’axe instantané ne se meut
point : car il est immobile de sa nature pendant un. instant, et au bout
de cet instant, c’est une autre. ligne qui devient a-son tour Paxe de la
'l:‘(,)tgti()l’l. Mais en se figurant Vensemble de toutes ces lignes, menées
d’avance, les unes dans le corps et les autres dans P’espace, et leur
donnant le commun nom d'axe instantané, on peut dire naturelle-
ment la. surface décrite par cet axe, au lieu de dire la surface formée
par la suite de toutes ces lignes dent chacune doit devenir a sen tour
Paxe de rotation. Et de méme, au lieu de P'angle dg compris entre
deux génératrices consécutives de cette surface, on peut dire Pangle

décrit en un instant d¢ par Paxe instantané, et nommer ainsi le rap-

., de . . - .
port — la witesse angulaire avec laquelle crt axe trace & la fois les

3..
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20 THEORIE NOUVELLE
deux surfaces c’oniques dont il s’agit' C’est dans le méme sens qu’om
nomme le rapport —t , on le rapport qm Jui est.égal, la vitesse avec

laquel]e le pole instantané I se meut le long:des deux courbes seto,
Pune dans le corps et I'autre dans I'espace, quoxque le point du corps
qui fait en ce moment le pole instantané n’ait de sa nature aucune
vitesse. Car ce pomt du corps, tant qu’il fait le pole, est immobile ;
et sitot qu’il se meut, il n’est plus le pole de la rotation.

IX.

Des di ifférentes choses que l'on peut naturellement conszderer dans
Uétude du mouvement d’un corps autour d’un point; et de la
dépendance mutuelle de ces choses. '

30. Si les deux courbes s et &, qui servent de bases aux deux sur-
faces coniques, sont données, avec la vitesse angulaire ¢ de rotation
autour de I’axe instantané OI, il est évident que le mouvement du
corps sera entiérement déterminé.

Si, la vitesse angulaire § étant toujours connue, une seule de ces
deux courbes est doninée avec la vitesse du pole qui la décrit, Pautre
courbe sera nécessairement donnée. '

Supposons, par exemple, que la courbe fixe ¢ soit donnée avec la

vitesse ?l; du pole instantané 1 le long de cette courbe. Comme le

corps tourne sur Ol avec une vitesse angulaire ¢ aussi donnée, il est
clair que le point du corps qui, au bout de I'instant dz; doit venir
tomber sur la courbe fixe ¢ pour y étreé 4 son tour le pble instantané,
est un point déja déterminé dans le corps; etil en est de méme des
antres pomts du corps que les rotations successives. doivent amener
Pun aprés Pautre, comme pdles, sur la courbe fixe et donnée o d’our
I'on voit que Vautre courbe s, qui marque la route du pdle dans
Pintérieur du corps, est entierement déterminée. -
Et réciproquement, si, au lieu de la courbe fixe o, on se donne la

courbe mobile s, avec le vitesse¢ = et la rotation 9, en verra de méme

dt
que Ia courbe fixe ¢ se trouvera entierement déterminée dans V’espace.
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31. En général, dans I'étude du mouvement d’un corps autour
d’un point fixe, il se présente naturellement plusieurs quantités
simples 4 considérer, telles que la vitesse angulaire  de rotation au-
tour de 'axe instantané OI; la vitesse angulaire w avec laquelle cet
axe trace les deux surfaces coniques S et 2 quil décrit en méme
temps, P'une dans I'intérieur du corps, 'autre dans ]espace absolu;
les rayons de courbure r et p de ces deux surfaces; les mouvements
angulaires p et 7 du pole, 'un autour de I'axe OP du cone osculateur
de la surface mobile S, et 'autre autour de I'axe OII du cdne oscula-
teur de la surface fixe Z; etc. Et si, de ces différentes choses, trois
quelconques sont connues, on peut dire que les autres le sont aussi,
el que le mouvement du corps est entiérement déterminé.

On peut se faire une idée nette de ces relations mutuelles, en pre-
nant sur I’axe instantané une longueur constanté OI = 1, et considé-
rant les deux courbes s et o, décrites par le pole I, comme deux
polygones sphériques d’une infinité de cotés.

Car, pendant I'instant dz, ou le pole reste immobile en I, le coté ds
du polygone sphérique mobile s décrit, pour venir se coucher sur le
coté égal de du polygone fixe ¢, un angle formé par la somme de
angle extérieur de du polygone mobile et de I’angle extérieur de du
polygone fixe, ou par la différence de ces deux angles, si les deux
Qqurbes s et ¢ ont leurs convexités tournées dans le méme sens. La
vitesse angulaire ¢, autour de 1’axe instantané OI, est donc expri-
mée par la somme ou par la différence de ces deux angles, divisée
par I'élément d¢ du temps; de sorte qu'on a
deZ=de

6 = ~

(le signe +=, selon que les deux courbes s et o ont, au point de con-
tact I, leurs convexités opposées I'une & 'autre, ou tournées dans le
méme sens ).

Or Pangle extérieur de du polygone sphérique s.n’est autre chose
que Pangle extérieur diédre, formé par le prolongement d’une face
avec la face suivante, dans la pyramide centrale dont ce polygone
sphérique est la base; et cet angle diédre étant égal 4 celvi que font
eutre. elles les deux perpendiculaires élevées sur les faces voisines, a

Fi6. 0.
Fic. i1.
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pour mesure d;, si 'on nomme 7 le .r‘ayon de courbdre de la surface

cohiqu.e au point I que VPon considére. On a donc
ds

& de = —
r
et I'on a de méme
do
dE ]
p

en nommant p le rayon de courbure de lautre surface au meme
point 1.: d’ou résulte, en substituant ces valeurs dans l’équation

précédente ,

di
avec laquelle I'axe instantané OI trace 4 la fois les deux surfaces

coniques; en faisant donc

Mais % (ou :—?— qui lui est toujours égal), marque la vitesse angulaire
t (2

ds__d-a'_w
d dr T ?

1 I
_—_‘G)(; ;)7

ce qui donne une relation trés-simple entre la rotation 6, le mouve-
ment ahgulairé » de P'axe instantané, et les rayons de courbure r et g

des deux surfaces coniques qu’il décrit.

on a

14

32. Si 'on suppose menés ces deux rayons de courbure IP =r,
I = p, et qu'on joigne OP et OTI, omaura les axes dgs deux cones
droits et circulaires osculateurs des deux surfaces; et les deux per-
pendiculaires abaissées du pole T sur ces deux axes OP et OIT, seront
les rayons a et o des cercles qui servent de bases a ces cones

osculateurs.
Or on a, par la figure,

2 2
e & 2 — _¢
=TT P.

1 — &t

Ainsi I'on peut introduire dans V'équation précédente, an lieu des rayons
de courbure r et o des deux cones, les rayons a et o des deux cercles

S ————— A ———
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qui leur servent de bases; et I’équation dewient
O==yr—a® £ 2\I—d
: 24

Mais w étant la vitesse angulaire de I’axe instantané sur la surface du
A « . ) (2] . . . . T, . . .
cone, il est clair que - est la vitesse angulaire de la' projection de cet
axe OI sur la base, et, par conséquent, c’est le mouvemént angulaire

) A N - A A w
du pole I autour de I'axe OP de ce cone; et, de méme, — est son mou-

vement angulaire autour de I’axe OIl de Iautre céne. Si donc on

désigne ces deux mouvements angulaires par ‘p et 7, ou qu’on fasse
[5]

=P ;: 7> on en tire d’abord la proportion

p.mtilala,
et ensuite , d’aprés équation précédente, '
0=pvi—axrn/i— ot

D’ou T'on voit que les mouvements angulaires du pole, antour des
axes des cones osculateurs, ne sont autre chose que la rotation §
décomposée en” detix p et = autour des mémes axes : car, OI étant
égal a 1, il est clair qu’en nommant x et £ les inclinaisons de OI sur
les axes OP et OTI, on a

=sinx et a=sin&;

de sorte que les deux relations précédentes équivalent i cette suite de
rapports égaux :

p:m:6::sin€:sinx sin(x+§);

ce qui montre que p et 7 sont les deux cotés d’un parallélogramme
dont § est la diagonale.

33. On voit donc comment ces diverses quantités sont liées entre
elles, et peuvent se trouver quand on en connait trois en fonction du
temps.

Si ces trois quantités données sont constantes, toutes les autres le
sont aussi; et le mouvement du corps est celui d’un céne droit i base
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circulaire qui roule umformement sur un cone fixe également droit et
circulaire. '

Ai'hsi,‘ la terre tourne en un jour sur son axe OI, tandis que cet
axe décrit, en sens contraire, un codne droit autour de I'axe OII de
Pécliptique, sous un angle £ de 26° 8/, et avec une vitesse angulaire «
mesurée par le mouvement rétrograde des équinoxes, et qui.est d’en-
viron 42 tierces centésimales par jour, On connait donc la rotation 6
autour de P'axe instantané, le cone fixe = que cet axe décrit dans
I'espace, et la vitesse angulaire = qu’il a dans ce mouvement: On peut
donc déterminer dans la terre le céne S qui, roulant sur le premier X,
et en dedans de sa surface, ferait décrire 4 la terre le mouvement
précis qu'on y observe. Car, en prenant le jour pour unité de temps,
on aura

| § = am = 400°, m=/,2" et sinf=sin26°8,

et les équations précédentes donnent.

wsing 42" sin 26° 8"
4 +mcosE  4oo° -+ 42" cos 26°8°

‘tang x =

d’ott 'on conclut le rayon sin x du'peﬁt cercle qui sert de base & ce
cone moblle S: ce qui donne 4 peu prés 1™ 684 de longueur 4 la petite
circonférence que le pole instantané de rotation de la terre décrit
chaque jour & sa surface (tout ceci, d’ailleurs, dans 1’ hypotheése d’une
rotation et d’une précession diurnes parfaitement uniformes).

X.

Idée du mouvement le plus. général que puisse avoir un corps dans
: lespace absolu.

34.: Considérez un point quelconque O du corps, et la vitesse ac-

mielle 2 qu’il a dans P'espace;; il est clair que tout le mouvement du,

corps quel qu il smt - peut etre vi, dans cet instant, comime com-
posé : 1°.d’une simple translation qui-emporterait toutes les molécules
avec la meme vitesse %-suivant des lignes paralléles 4 la direction de
cette v1tesse et 2° d’une sm1ple rotation # autour d’un certain -axe Ol
passant par le point O que I'on .f_;onsldere. Car, en vertu du premier
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de ces deux mouvements, le point O sera porté dans I’ espace au lieu
méme ot il deit étre au bout d’un instant; et par le second -autour
d’un axe OI bien choisi, le corps pourra venir dans la position quel-
conque. quw’on lui suppose au bout du méme instant.

Or, 8'il arrivait que la direction OU de la translation fot perpen-.
diculaire 4 I'axe OI de la rotation 8, tout le mouvement pourrait se
réduire 4 une simple rotation ¢-autour d’un certain axe O’S paralléle
4 OL. Car menez suivant OI le plan peerndlcu]axre A0U, et supposez
que dans ce plan, et du coté de Paxe ot la vitesse de rotation des
molecu]es est de sens contraire A leur vitesse de translation, on prenne

un p’oint. O 4 la distance @« = E de cet axe OI; il est évident que ce

point O aura dans I’espace une vitesse nulle x@ —u, et qu’il en sera
de méme pour tous les points du corps ‘situés sur la llgne 0’S paral—
lele OI. Donc, dans le cas particulier de OU perpendlculalre a I'axe
instantané OI, le double mouvement du corps se réduit & une simple
rotation autour d’un certain axe déterminé O’S et qu’ on nomme
Yaxe spontané de rotation.

Actuellement, si OU n’est pas perpendlculalre a OI (ce qui est le
cas le plus general), imaginez qu’on décompose la vitesse u de transla-
tion en deux, I’ une ¢ perpendlculalre a OI, et lautre ¢ paralléle au
méme axe, La premlere ¢, combinée avec la rotation ¢, donnera lieu
4 une rotation spontanée autourd’un certain axe para]lele a. OI
comine on-vient de'le voir tout 4 I’ heure; et la seconde ¢ transportera
tous les points du corps dans- ‘une d;recuon paralléle & cet axe spon-
tané. Donc, dans le cas le plus général, tout le mouvement d’uir
corps se réduit a tourner sur un certain asxe et i glzs.fer en méme temps
le long de cet axe: de sorte que. ce mouvement est exactement le
méme que celui d’une vis qui tourne dans son écrou. Tous les points
du corps décrivent donc, sur des cylmdres concentriques, de petlts

‘ares d’ /Jelzces qui ont toutes le méme pas. Dans Pinstant suivant, ¢ ‘est

une autre vzs d’un autre axe et d’un pas d]fferent, et ainsi de suite
d’un instant & Vautre : d’oti I'on voxt comment se forment les courbes
simultanées que décrivent: tous les points’ du. corps, et Ie long des-
quelles ils se meuvent comme en autant de canaux curvilignes ou ils
seraient enfermés.

P. 4

Fi6. 14.
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35. On congoit parfaitement le mouvement ‘de translation, par
lequel tous. les pomts d’'un corps ‘sont pertes suivant des lignes egales
et paralleles dans P'espace; on congmt avec antant de clarté le mouve-
ment de rotation autour d’'un axe qui demeure immobile : mais on ne
voit pas si bien le mouvement unique’et-réel qui vient de la combi-
naison de ces deux-la pour chaque point ¢ du corps et c’est la coexis-
tence de ces deux mouvements en.un seul, .que j’ai voulu montrer
dans le mouvement si connu d’une vis qui-tourne actuellement dans
son écrou.

Quelquef01s le pas de cette vis est nul, et tout sé réduit & une simple
rotation sur un . certain axe qui prend le nom d’axe spontane de
rotation. Mais, en general le pas de la vis n’est pas nul, et il n’y a
pomt d’axe spontane proprement dit; c'est-a-dire que, dans le corps,
il n’y a aucune. ligne dont tous les pomts demeurent immobiles pen-
dant un instant : mais il y-a toujours ce qu on potrrait nommer un
axe spontand glissant ; ¢ est-a-dire qu il y a toujours dans le corps
une ligne ‘droite dont tous les pomts n’ont d’autre mouvement gu'une
blmple translation le long de cette droite. :

36. Te]le est donc la nature du mouvement des corps solides et
I'idée nette -qu’ on peut sen faire & chaque instant. Si un corps
plrouette d’une maniére quelconque sur un point fixe, c’est un certain
cone mobilé qui roule en cet instant sur un autre cone fixe de méme
sommet : et toutes les variétés de ce genre de mouvement sont données.
par les variétés de surfaces coniques. quel on peut considérer, et parmi

lesquelles il faut comprendre le plan qui est la plus simple de toutes,
le cylindre qui est-un cone dont le sommet est & Vinfini , et méme la
ligne droite qui est aussi un cas partlculler des surfaces comiques.

Enfin, si-un corps se meut.d’une maniére quelconque dans l'espace,

on peut le voir & chaque instant comme une certaine vis qui tourne
actuellement dans son écrou. Et comme c’est aussi & ce mouvement
que peuvent se réduireé des rotations quelconques (n° 19), on peut
conclure que, par de simples rotations sur différents axes, on peut
donner 4 un corps le mouvement le plus general dont il soit
susceptible.

s apmr——
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:CHAPITRE 1II.
DES FORCES CAPABLES D'UN MOUVEMENT DONNE.

37. Apreés avoir considéré le mouvement des corps en ‘lni-méme, il
faut chercher les forces capableé- de le produiré afin de voir récipro-
quement quel est le mouvement que - doit prendre un corps en vertu
de forces quelconques donnees ce qui est le probléme naturel de la
Dynamique.:

" Et d’abord je rappelle I'idée précise qu’il faut attacher au mot de
Jforce dans la théorie du mouvement Jentends par Jorce toute cause
capable d’1mpr1mer un’ monvement uniforme et rectiligne a un corps
libre, considéré comme un point matériel, ¢’est-a-dire comme un point
ou I’ on concoit qu une certaine quantlte de matiére se trouve concen-
trée. La direction et le sens du mouvement de ce point fontla direc-
tion et le sens de la force; et la gmndeur de cette force a pour mesure
le produit de la masse par la vitesse imprimée.

38. Cette définition de la force étant po.sée,-‘je dis-que, quel que
soit le mouvement d'un corps dans I’espace, il y a toujours des forces
qui, étant appliquées & ce corps supposé en repos, sont capables d’y
produire le mouvement qu’on y observe. Et en effet, dans ce mouve-
ment, chaque molécule dm du corps-ayant dans 1’espace une certaine
vitesse u, il est évident que cette molécule pourrait étre regardée
comme en repos, mais animée tout & coup par une force udm qui
produirait sa vitesse. Donc, si 1’on considére 'infinité des forces sem-
blables udm appliquées & toutes les molécules respectives du corps,
on aura certainement des forces capables de produ1re sur le corps le
mouvement donné. Donc, si I'on imagine que, par les lois statiques de
la composition des forces, on ait réduit toutes ces forces élémentaires
udmm 4 d’autres P, Q, R, etc., on aura-un autre systéme de forces
egalement capables du mouvement donné.

39. Mais il y a une différence essentielle 4. remarquer entre le
systéme des forces wdm appliquées a tous les éléments du corps, et
les forces P, Q, etc., auxquelles on les aurait réduites par la compo-

7
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sition. Si le mouvement prodult est le méme dans les deux cas, I'état
intérieur du corps ne sera’ pas le meme au premler instant. Car il est
évident ‘que les forces élémentaires udm , étant individuellement ap-
phquees chacune 4 .chacune des molécules de ce corps, sont capab]es
d’y produire. le mouvement donné, méme en supposant que ces molé-

' cules ne soient pas liées entre elles-au premier instant; et par consé-

quent, sans exciler d’abord, dans les liens qui les unissent, aucune

ompressmn ou traction hrusque qui tendralt ales rompre. Sous l'ac-
tion de ces forces élémentaires udm, le mouvement du corps est donc
comme spontané; ¢ est-a-dlre que les liens du corps ne sont pas néces-
sau'es au premler mstant et si, dans la suite du mouvement, ces llens
se.trouvent tendus, cé ne peut étre que par. les forces centrifuges qui
naissent des méuvements curvilignes que les molécules sont obligées

de suivre a cause de leur liaison mutuel]e

Mais si,’ au lieu de ces forces elementalreb udm, on apphque au
corps leurs réduites P, Q, etc.; il faut nécessairement supposer que
les moléculés soient lides entre elles dés le premier instant, afin que
ces forces P, Q, etc., puissent réellement se decomposer dans les forces
élémentaires udm , seules capables du mouvement spontané du corps.
Ainsi, sous Paction des forces P, Q, etc., les liens du corps sont né-
cessaires au premier instant; car 119 commencent par ressentir une
action brusque et finie & laquelle ils doivent d’abord résister : et tout
se passe ensuite comme dans le premler cas , ou les liens ne souffrent
plus que les tensions qui naissent a chaque instant des forces centri-

fuges.

40. Cette distinction qu’on vient de faire, qui est nulle quant au
mouvement produit sur le corps, est donc essentielle quant a 'état
intérieur initial de ce corps car il peut étre affecté, au commernce-
ment, d’autant de maniéres différentes qu’on peut lui appliquer de
différents systémes de forces, egalement capables de lui imprimer le
mouvement gui 'anime. Mais, si ’on ne considére que le mouvement
du corps, sans s'occuper des. secousses ou tractions brusques qu’il
peut ressentir dans son intérieur, et qu’il doit détruire<par sa soli-
dité, il est permis de composer les forces élémentaires udm, et de les
réduire ainsi 4 d’autres, comme, par excmple, 2 une seule foree et 4
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un seul c'oup]e “dont ’ensemble sera €galement capable du mouve-
ment donné : c’est ce qu’on va faire dans les artlc]es suivants; apres
quoi on réduira de méme les forces centrifuges qu1 naissent de la
rotation.

I.
Des forces capables d'un pur mouvement de translation.

41. Si un corps n’a dans I'espace qu’un pur mouvement de trans-
lation, de sorte que toutes les molécules s’avancent dans le méme
sens, avec la méme vitesse u, suivant des droites’ paralléles, il est clair
que toutes les forces élémentaires udm dont ées molécules sont ani-
mées sont aussi paralléles, de méme sens et proportlonnelles aux
masses respectives dm de ces molécules. Or on‘sait que de telles forces
sont toujours réductibles & une seule R, paralléle ef de méme- sens,.
égale & leur somme fudm, et passant par le centre de gravité du
corps. ,

Donc, réciproquement , §i une force guelconque R. est appliquée au
centre de gravité d’un corps solide, comie elle pourra toujours . se
decomposer en forces paralléles et de méme sens, appliquées aux
molécules de ce corps, et proportionnelles aux masses de ces molécules,

Ueffet de cette force R sera de transporter toutes les parties du corps,
suivant sa propre direction, et avec une commune visesse u==R"m
c’est-a-dire égale a la grandeur de cette force divisée par la mass:?
entiére m du corps dont il s'agit. Ce qui était, pour ainsi dire,
évident de soi-méme.

42. Si cette force R, passant toujours par le centre du corps, chan-
geait de direction et de grandeur a chaque instant par Paction de
quelque force accélératrice étrangére passant par le méme cenire, le
mouvement du corps n’en serait pas' moins un pur mouvement de
translation, je veux dire que le corps n’aurait aucune rotation sur lui-
méme. Tous les points de ce corps décriraient , il est vrai, des lignes
courbes; mais tous les éléments simultanés-de ces courbes décrites
serajent égaux et paralléles entre éux: de soite qu'en 1‘egardant un p]an
quelconque attaché au corps, et par conséquent mobile avec lui dans
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I'espace, on trouverait ce plan toujours paralléle a lui-méme dans la
suite du mouvement.

II.

i

Des forces capables d’une pure rotation. sur un axe donne.

43. Supposons qu'un corps tourne, dans Tinstant que I'on consi-
dére, autour d’un axe quelconque donné OZ, avec une vitesse angu-
laire 9; il est clair que, dans ce mouvement, une molécule quel-
conque dm, prise a la distance r de cet axe OZ, a une vitesse ¢ 1,
dirigée suivant la tangente du cercle que cette molécule tend a dé-
crire. Ainsi la_force qui I'anime’a la méme direction, et elle est ex-
primée par 6rdm. Toutes les molécules du corps sont donc animées

'par'd'es forces semblableés 6 rdm , proportionnelles a leurs masses dm

et 4 leurs distances r de Iaxe de rotation, et suivant des directions
qui sont 2 la fois perpendiculaires a ces distances et a la direction de
Paxe donné : et il s'agit de voir comment on peut réduire toutes ces
forces élémentaires 4 d’autres d’un effet équivalent, ¢’est-a-dire égale-
ment capables de la rotatiori ¢ du corps autour de Paxe libre et
donné OZ.

Réduction de ces forces.

44. Pour opérer cette réduction d’'une maniére facile et appropriée

an calcul , soient menés, par un point queleonque O de cet axe, deux
autres axes OX et OY perpendiculaires entre eux et a celui-la; et nom-
mons x, ¥, z les coordonnées de la molécule dm relativement a ces
axes. - '
Je congois la force 0 rdm décomposée en trois autres X, Y, Z paral-
léles aux. trois axes; ce qui donne évidemment pour la premiére
X = 0 ydm, pour. la 'seconde Y = — 0 xdm, et pour la troisieme
Z—=o0. B

$i T'on transporte ces forces parallélement a elles-mémes au
point O, il en provient d’abord deux_ forces,

. "X = 0ydm,
Y = — fxdm,

S —
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appliquées-en O suivant les axes mémes OX et OY; ensuite, trois
couples L, M, N autour des trois axes respectifs des x, y, z, et dont
les moments sont expriwés par (Yz — Zy), (Zox — X 3z), (Xy—Yx);
ce qui donne, en mettant pour X, ‘Y,A',Z leurs valeurs,

. I.= — Gxzdm,
M= — 0yzdm,
N = §(y?+ &%) dm = §r2dm.

Donc, si 'on fait pour chaque force §rdm la méme transforma-
tion, et qu'on indique par le signe [ la-somme .de tous les termes
semblables 4 celui qu’on écrit sous ce signe, toutes les forces 6rdm
capables de la rotation donnée se trouveront réduites aux forces et aux
couples suivants, savoir: : 4

1°. Deux forces X =8 [ ydm, Y == — § faxdm, Yune suivant OX,
'autre suivant OY, forces qu'on peut réduire a une seule P, perpén—
diculaire 4 OZ, et dont la valeur sera. o

P = 0 \([acdm} + ([ydm},

ou, si I'on veut, en nommant D la perpendiculaire abaissée du centre
de gravité du corps sur I'axe OZ, on aura, pour la valeur de cette
force,, 'expression plus simple '

P=0mD;
2°. Deux couples L= — 0 fxzdm, M = S yzdm, autour des

deux premiers axes OX et OY, couples qu'on peut réduire & un
seul K, dont le plan passe par OZ, et dont le moment est

K = @ ([ xzdm)* —F(fyza’m_ )2;

3°. Et enfin on aura le couple N dont le moment est
N = 6 f(x?*+ y*) dm = 6 [ rtdm,

et qui agit dans un plan’ perpendiculaire a I'axe donné OZ,
- Ainsi, en prenant les cinq intégrales

fxdm, [ydm, fxzdm, [yzdm, [(x*-+y*) dm,

bl ., . ri 1 R Y .
qu’il faut étendre 4 la masse entiére m du corps, on déterminera. com~
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plétement la force P; le couple K et le couple N dont I'ensemble P,
K, N est capable de la rotation-6 autour de P’axe donné OZ.

CoroLrLAIRE I.

45. Si cet axe OZ passe par le centre de gravité du corps, on aura

Saxdm = o, f‘ydini o, dou P=o;

et toutes les forces seront réduites aux deux. couples K et N, ou si

Ton veut, 4 leur résultant

G=yKI+ N°.

D’ot1 jé conclus que les forces capables de faire tourner un corps
sur un axe passant par le centre de gravité sont toujours réductibles
a un couple.

*Sur ‘quoi il-est bon de remarquer que ce couple G n’est point per-
pendiculaire 4 I'axe de rotation, puisqu’il fait avec cet axe OZ un

angle dont le cosinus

K
VErr N

ne peut étre nul 4 moins qu'on nait
K =o.

Cororraire II.-

46. Mais s’il arrive que cet axe OZ soit.un des axes principaux du
corps, on aura, comme on le sait,

fazdn = o, [yzdm = o,

et alors le couple ‘K sera nul, et toutes les forces seront réduites
au seul couple N =0 [r*dm, lequel est perpendiculaire 4 I'axe
donné OZ.

D'oti je conclus que les forces.capables de faire tourner un corps
sur un de ses axes principaux sont toujours réductibles a un couple
perpendiculaire a-cet axe principal. o

Et réciproquement, un ’couple quelconque N perpendiculaire &
I'un des axes principaux est toujours décomposable en forces élémen-
taires 9 rdm capables de faire tourner sur cet axe avec une vitesse an-
gulaire § =N : fr*dm; car de telles forces Grdm se réduiraient 2 un
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couple 6. fr?dm de méme grandeur et dé méme position que le couple
donné N.

- On a donc ce théoréme simple et facile & retenir:

Si un couple est appliqué sur un corps libre dans un plan perpen-
diculaire & U'un de ses axes principaux, son effet sera de fazre tour-
ner le corps sur cet axe lui-méme avec une vitesse angulaire égale au
moment de ce couple, divisé par le moment d’inertie du corps autour
de cet axe principal. -

Cororraire III.

47. Par ce seul tliéoréme particulier, on peut trouver sur—le—champ
Peffet d’un couple G appliqué an corps dans tel “plan qu’on voudra.
Car en décomposant ce couple donné en trois autres L, M, N per-
pendlculalres aux trois axes principaux du corps, et nommant A,
B, C les trois moments d’inertie qui se rapportent a ces axes, on aura

L- M N
p:z: q:—ﬁa ,I‘“:EJ
pour les trois rotations respectives p, ¢, r que ces couples tendent a
produire autour des mémes axes : de sorte que si. 'on compose ces
trois rotations en une seule §, on aura I'axe et la grandeur de la rota-
tion & laquelle le couple proposé G tend 2 donner naissance au pre-
mier instant; ce qui ést, comme on voit, de la plus grande simplicité.

COROT.LAIRE GENERAL.

Des forces capables d’un mouvement quelconque; et, réciproquement
du mouvement que prend un corps en vertu de forces quelconques
données.

48. D’aprés ce qu’on vient de dire, il est bien facile de trouver la
force et le couple dont I'ensemble est capable d’'un mouvement quel-
conque. donné. Car, quel que soit ce mouvement, vous-pouvez tou-
jours le concevoir comme décomposé en deux : I'un, qui consiste dans
une pure. translatlon égale et paralléle au mouvement du centre de
gravité du corps; et Tautre, dans une simple rotation autour d’un
axe passant par le méme centre. On n’aura donc qu’'a prendre la

P. 5
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force R capable du premier.de ces deux mouvements,. et le couple G
capable du second, et le probléme sera résolu, '

49. Réciproquement, quelles que soient les forces appliquées 4 un
corps, imaginez qu’on les transporte toutes parallelement 4 elles-
mérmes au-point qui fait le centre de gravité de ce corps: elles viendront
s’y composer en une seule R, et tous les couples. qui proviennent de
leurs translations se composeront eirun seul'G.

Or la résultante R, étant appliquée au centre de gravité du corps,

tend 3 imprimer 4 toutes les molécules une commune vitesse & =

et dans la direction méme de cette force R.

Lé couple G tend 4 imprimer au corps une rotation § autour d’un
certain axe OI, passant par le méme centre, et qu’on déterminera
comme on l'a dit ci-dessus.

Remarque.

50. Chaque molécule dm estdonc animee pardeux forces, 'une udm
paralléle 4 R, Vantre 6rdm perpendiculaire a la fois & I'axe OI et a sa
distance r de cet axe. Donc cette molécule décrit, 4 chaque instant dt,
la diagonale du parallélogramme construit,sur les deux lignes infini-
ment petites zd? et Ordt qui représentent les espaces dus i ces forces.

Tels seront donc les mouvements de toutes les molécules du corps;
et tous ces mouvements simultanés sont possibles, je veux dire qu’ils
peuvent exister ensemble sans que la disposition mutuelle des molé-
cules soit en rien altérée. Car tous les mouvements composants wt,
considérés & part, sont évidemment possibles; et il en est de méme de
tous les mouvements frde. Or il est clair que, par ces deux mouve-
ments exécutés ’un apres 'autre, on aménerait chaque molécule du
corps au bout de la diagonale du parallélogramme construit sur les
deux lignes udt, Grdt, et par conséquent aun lien méme ou elle arri-
verait en suivant cette diagonale. Ainsi, tous les mouvements com-
posés sont possibles ensemble, et ont effectivement lieu le long des
diagonales respectives de ces parallélogrammes infiniment petits. Et si
Pon veut se représenter dans Yespace toutes- les petites diagonales que
suivent a la fois toutes les molécules du corps, on a vu (n° 34) que

DE LA ROTATION DES .CORPS, 35

ce sont de petits arcs d’Aélices toutes décrites du-méme pas sur des

c,y'lmd_res concentriques autour d’un certain axe 0’S, qui n’est point

axe instantané OI, mais qui-lui est. toujours paralléle, et’:qﬁe jai
I s 10 s . - . i

nommé Paxe spontané glissant.

T11.
Des forces 'cer'zt'ri_fuges qui naissent de la rotation.

34. Nous avons considéré plus haut (n°® 43) les forces finies 0 rdm ,
dont toutes les molécules d’un- corps sont animées quand. ce corps
tourne avec une vitesse angulaire § autour d’un axe donné OZ.

Mais de ‘cette rotation méme il nait, 2 chaque instant, pour éhaque
molécule dm, une force infiniment petite’, qui tend & éloigner cette
molécule du centre de sa rotation, et qu’on nomme ainsi la force
centrifuge..

852. Pour se fgire une idée nette deé cette force, il faut d’abord
retyarquer qu’une molécule libre dm, animée de la-seule force udm
suivant la tangente d’un cercle, ne peut en rigue}lf décrire un arc .de
ce cergle, quelque petit qu'on le suppose, 4 moins qu’elle ne s0it 4
chaque instant attirée vers le centre par une certaine force 'qui Ia
retienne sur la circonférenice; sans quoi cette molécule s’en irait par
la tangente avec la vitesse & qui lui est imprimée. Cette force, qu'on
nomme centripete, est du méme genre que la gravité, et elle se mesure
de la »lméme, maniere, c'est-a-dire par la vitesse f qu'elle ferait
acquérir au mpbile dans I'unité de temps, si ellelagissait toujours
éga]ement.sur lui; je veux dire si, 4 ehacun des instants égaux, elle
ajoutait un’ égal degré de vitesse au mobile. Dans un mouvement de
cette nature, la vitesse acquise est donc proportionnelle au temps, de:
sorte qu’on a /. £ pour P'expression de cette vitesse acquise au bout, du
temps ¢; et £ f . t* pour I'espace dont le mobile serait descendu vers ]é
centre au bout de ce méme temps ¢.

Quant 4 Ja grandeur fde cette force centripete, elle dépend évi-
demment de la vitesse u suivant la tangente et du rayon r-du cercle
décrit; et il est bien facile de la déterminer. Car, sans{’accession d(;
cette force accélératrice, le point matériel s'en irait en un instant sur

5..
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la tangente par un espace udt, et se trouverait ainsi éloigné de la cir-
conférence & une petite distance égale & la partie extérieure e de la
sécante menée de ce point par le centre du cercle. Pour que le point
matériel ne quitte pas la circonférence, il faut donc que l’espace'
1 f.dt* dont la force f est capable de le faire descendre en un in-
stant dt, soit précisément égal & cette partie exterieure e. Or, par la
géométrie, la partie extérieure de la sécante est égale au carré de la
tangente divisé par la sécante entiére; de sorte qu'on a, pour déter-
miner f, 'équation
1. dt* = L ou f= -—i,

d’ou, en négligeant e, qui est un infiniment petit du second ordre par
rappert aux lignes r, u et f, on tire
r==x
r

Ainsi, la force centripéte nécessaire pour qu'un point libre puisse
tourner en cercle avec une vitesse u suivant la tangente, est exprimée
par le carré de cette vitesse, divisé par le rayon r du cercle quil
décrit. Et il est évident que la méme expression convient a un mouve-
ment curviligne quelconque, en prenant pour x la vitesse du point
mobile, et pour rle rayon du cercle osculateur de la courbe au point
que I'on considére. ) |

Dans notre exemple, la vitesse tangentielle « est exprimée par 6r,
le carré en est 92 r?; et divisant parr, on trouve

f=@r
pour Pexpression de la force centripete d’un point qui tourne avec
une vitesse angulaire § dans un cercle de rayon r. -

53. Cela posé, si a ch_aql-ie force tangentielle dm .fr, qui anime
chaque molécule du corps, on joignait la force centripéte convenable,
et que je représente par — dm.8?rdt (en lui donnant le signe —,
parce qu’elle tend a diminuer la distance r 4 Paxe OZ), il est manifeste
qﬁe I'ensemble de ces molécules, et, par conséquent, le corps lui-
méme tournerait autour de Paxe OZ avec la vitesse angulaire §; et
cela, d’une maniére entiérement libre, je veux dire, quand bien méme
les molécules de ce corps ne seraient pas liées entre elles, et, par con-
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séquent, sans que cette rotation put affecter en rien I'état intérieur
du corps. '

Dans la question qui nous occupe, chaque molécule dm n’est poussée
que par la force tangentielle dm . 6 r, et il 0’y a point de force centri-
pete —dm . 6% rdt qui intervienne pour la faire tourner librement au-
tour de I'axe OZ. Mais je considére que si cette force — dm.6*rdt
n’y est point, rien n’empéche de la supposer, pourvu qu’on en suppose
une autre égale et contraire + dm . 9% rdt. Ainsi, & la seule force d’im-
pulsion dm . 9r, il est toujours permis -de substituer I'ensemble des
trois forces . .

Grdm, —dm.@*>rdt, -+ dm.6*rd:.

Mais alors on peut imaginer que pendant I'instant dt, les deux pre-
miéres forces sont employées a faire tourner librement la molécule
par un arc de cercle 6rd¢, tandis que la troisiéme force + dm .6 rdt
tire cette méme molécule dans le sens ou elle tend & Péloigner du
centre; et voild précisément ce que j'appelle la force centrifuge née de
la rotation du corps. Toutes les molécules sont donc tirées & chaque
instant par des forces semblables , uniquement dues au mouvement
de rotation : forces réelles, qui affectent ’état intérieur du corps par
les tensions qu’elles produisent sur les liens, quels qu’ils soient, qui
retiennent les molécules,

Réduction des forces centrifuges a une seule force et a un seul couple.

54. Toutes les forces centrifuges qui naissent de la rotation ¢ étant
ainsi représentées par dm.6*rdt, elles ont, au facteur prés 0dt,
la méme éxpression que les forces finies 6rdm , dont les molécules
sont actuellement animées. Mais, au lieu d’agir suivant les langentes,
elles agissent suivant les rayons des cercles décrits; et elles sont ainsi
perpendiculaires & ces premiéres forces Ordm, et & I'axe donné OZ.
Si donc on les réduit de la méme maniére, en les transportant au
méme point O, elles donneront pour leur résultante 7, analogue a
la résultante P des premiéres forces,

n=0*(fedm P+ (fydm) = 6P,

et pour leur couple résultant X. , analogue au couple K, et passant de

Fic. 18.
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méme par 1'axe donné OZ, -

= 08 [JErdm) + (fyadm) = 0K
et-il n’y aura point de couple analogue au couple N autour de OZ,
puisque les directions de ces forces centrifuges passent toutes par
I’axe OZ lui-méme.

. B5. Telles sont donc les valeurs de la force accélératrice et du
couple accélérateur qui résultent des forces centrifuges. Quant 4 la
position de cette force 7, et a celle du couple y, elles se voient presque
immédiatement. Car, comme toutes les forces-centrifuges dm:8*r, qui
donnent la résultante , sont respectivement perpendiculaires et pro-
portionnelles aux forces d’impulsion §rdm qui donnent la résultante P,
il est évident que m est perpendiculaire & P.

Par la méme raison, axe du couple accélérateur y est perpendi-
culaire 4 celui du couple K; et comme il est perpendiculaire a OZ
qui est I'axe du couple N, il est aussi perpendiculaire 4 I'axe du
couple G, qui est le résultant.de N et K : on peut donc dire que 'axe
du couple y, di aux forces centrifuges est perpendiculaire a la fois sur
Paaxce de la rotation § et sur celui-du couple d’impulsion G.

Ainsi, P etG -étant deux lignes qui, partant du point O, représen-
tent, I'une la direction et la grandeur de la force P, Yautre Paxe et la
grandeur du couple G, dont I’ensemble P et G est capable de la rota-
tion 6 autour de I’axe libre OZ; si Pon nomme i P'inclinaison de G &
Jaxe de cette rotation § (ce qui donne K = Gsini), on a, pour la
force et le-couple accélérateurs = et ¥, qui naissent des forces centri-
fuges, ces expressions tres-simples

n=6P, y=20Gsini,

n étant perpendiculaire a la fois 2 P et & I'axe €, et y étant perpendi-
culaire a la fois 4 G et au méme axe 6.

Remarque.

56. Quant aux sens de ces forces et de ces couples, ils sont bien
faciles 2 reconnaitre. Car on peut remarquer que si la direction de
chaque force. centrifuge faisait un quart de révolution dans le sens
méme oii le corps tourne, elle deviendrait de méme sens que la force
d’impulsion. Donc les deux lignes Or et Oy, qui répondent a la re-

e
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sultante et au couple résultant des forces centrifuges, doivent étre
tellement posées par rapport.aux lignes.OP et OK qui répondent aux
forces d’impulsion, que si.On et Oy venaient a tourner d’un angle
droit dans le sens méme de la rotation -0, la ligne’ O viendrait se

‘coucher sur OP, et la ligne O y. sur OK. D’ot1 'on voit avec clarté les

posit_iqps précises quil faut donner aux lignes.qu’on emploie dans la
ﬁg'urp_,-pour représenter. complétement les forces et les couples que
I'on considére. On voit que si 6 change de signe, comme P et K en
changeront aussi, 7 et y n’en doivent pas changer: et c’est en effet
ce qui doit étre, car il est évident que les forces centrifuges sont.les
mémes, soit que le corps tourne dans un sens, soit qu’il tourne dans
le sens contraire. ’

COROLLAIRES.

57. Lorsque T'axe OZ de la rotation passe par le centre de gravité
du corps, on a

fxdn =0 et [ydm=o, etpartant, ©=o,

et toutes les forces centrifuges se réduisent au couple y.
Si, de plus, 'axe OZ est un des trois axes principaux de ce corps,

on a
fezdm =0 et [yzdm=o, etpartant, x=o,

et toutes les forces centrifuges se font équilibre.

Et réciproquement, il 'y a qu’un tel axe autour duquel les forces
centrifuges nées de la rotation puissent se contre-balancer mutuelle-
ment. Car pour 1équilibre, il faut avoirx =o et y =o0: or 1° 7 ne
peut étre nul & moins qu'on n’ait 4 la fois faxrdin = o et [y dm = o,
c’est-d-dire 4 moins que 'axe OZ ne passe pér"le centre de gravité;
2° x ne peut étre nul & moins qu'on n’ait & la fois fxzdm = o et
Jyzdm = o, c’est-a-dire 4 moins que I'axe OZ ne soit un des axes
principanx.

Remarque.

58. On voit par la qu'en Mécanique on peut chercher les axes
principaux d’un corps par deux considérations différentes, mais qui
ménent sur-le-champ aux mémes équations : car on peut demander,
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autour de’ quel axe un corps- doit-il' tourner pour que les forces
actuelles rdm qui animent ses molécules se réduisent a un couple N
perpendiculaire & cet axe? ou .bien, autour. de quel axe le corps

doitil tourner pour que les forces centrifuges 62 r dm qui naissent de

Ja rotation se fassent mutuellement équilibre?
"En représentant cet axe inconnu par la ligne OZ, et considérant

deux autres axes guelcongues OX et OY perpendiculaires entre eux
. . q € P

et 4 celui-la, on trouve que, dans 'un et l'autre cas, il faut avoir
d’abord fxdm = o et {ydm = o, d’ou résulte que T’axe inconnu
doit passer par le centre de gravité du corps; et ensuite, qu’il faut
avoir [xzdm = o et [yzdm = o, d’ou I'on tire la direction de cet

.axe. Ainsi les deux problémes ne peuvent conduire qu’aux mémes

axes. Au reste, on verra plus loin, par la géométrie, que, dans un
corps queluonque, il existe toujours trois axes de cette nature et qui
sont l'ectarigulaires entre enx.

59. Si le corps n’est pas libre, mais qu’il soit forcé de tourner sur
un pomt fixe O, on n’a pas besoin d’avoir les deux premieres condi-
tions fxdm = o-et [ydm = o: car, le point O étant fixe, les deux
forces P et = qui y sont appliquées se trouvent détruites. Il suffit donc
de faire nul ou le couple K, ou le couple y .= 6K, ce qui revient au
méme, et ne donne i remplir que les deux conditions fxzdm = o,
[yzdm = o. Or ces équations ménent aussi a trois axes déterminés,
rectangulaires entre enx: de sorte qu’en un point quelconque O d’un
corps solide, il y a aussi trois axes prmmpaux c'est-a-dire dont chacun
jouit de cette double proprlete ° que si le corps tourne sur cet axe,
et qu'on réduise toutes forces O r dm 4 une seule P appliquée en O et a
un seul couple, ce couple N est perpendiculaire i 'axe dont il s’agit;
2° que, si Pon réduit de méme les forces centrifuges 6°*rdm, le couple
résultant y est nul de lui-méme : mais la résultante m n’est pas ici
nulle, non plus que la force P, et le point fixe O est obligé de dé-
truire cette force finie P, et de supporter la pression ndt. '

60. Daus tous les cas, il sutfit de connaitre les trois axes princi-
paux qui se croisent au centre de gravité du corps et qu'on nomme
les axes naturels de rotation. Car une fois qu'on a ces axes et les
moments d’inertie A, B, C qui s’y rapportent, il est tres-facile de

DE LA ROTATION DES CORPS. 41

trouver ’expression du moment d’inertie du corps autour d’un autre
axe merné comme on voudra par le méme centre; et dé 12 on peut
passer, par une autre expression encore plus simple, au moment
d’inertie. relatif 4 un axe quelconque. paralléle & celui-la. C’est une
théorie purement. géométrique ' que je développerai avec quelque
détail dans le chapitre suivant.

Mais - avant de terminer celui-ci, je veux dire deux mots de la rota-
tion'd’un corps sur un axe fizxe, aﬁn de montrer, d’une maniére nette,
1° les percussions que cet axe doit ressentir, au premier instant, de
la part des forces d’ 1mpu]smn qui ontété appliquées au corps; 2° les
pressions que cet axe devra soutemr, dans tout le cours du mouve-
ment, pour-résister aux forces centrifugesqui naissent & chaque instant
de la rotation.-

Enfin, réevenant aux propriétés générales du mouvement d’un corps
entierement libre, je montrerai, dans un nouveau paragraphe, que le
principe de la conservation des forces et le principe de la conservation
des couples auraient pu étre tirés, comme corollaires, de la théorie
des forces centrifuges.

Iv.

Du mouvement d’un corps autour d’un axe fixe.

61. Quelles que soient les forces appliquées a- ce corps, on peut
toujours les réduire & une beule R appliquée en un point quelconque 0
de I'axe fixe, et & un seul couple G.

Or il est évident que la force R passant par un point, de Vaxe fixe
y est détruite, et que, par conséquent, cet axe OZ recoit d’abord au
point O une percussion représentée par la force donnée R; ou, si 'on
veut, en nommant a 'inclinaison de R 4 OZ, cet axe fixe recoit'deux
percussions, I'une R cos o dans le sens de sa longﬁeur, et 'autre R sin «
dans une direction perpendicu]aire'

Ensuite, en désignant par v Yinclinaison de I'axe du couple G
au méme axe fixe, on peut décomposer ce «couple en deux : I'un
N= G cosv, perpendlculcnre a P'axe fixe; I'autre N =G ssinv, dans
un plan conduit par cet axe. Or il est v151ble que ce dernier couple N’

P. 6
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se trouve détruit : de-sorte que.laxe fixe doit encore ressentir la
percussion d'un couple N'= G sinv.

Ainsi, voila deux percussions tout a fait inutiles au mouvement
du.corps, et qui ne peuvent qu’ébranler Paxe fixe : d’ou l'on. voit
que si on n’a d’autre objet que de faire tourner le corps, en ména-
geant les appuis, il-est bon de n’employer que des forces qui aient
une résultante nulle, et ne donnent qu'un couple perpendiculaire a

Vaxe fixe.

Mais ce n'est pas tout : car reste le couple N=G cosv, d’ou pro-
viendra le mouvement du corps; et, quoique ce couple.soit perpen-
diculaire i Vaxe fixe lui-méme, et paraisse ainsi ne plus devoir le
frapper, il:ne pourra pourtant faire tourner le corps sur cet axe sans
y causer d’abord deux percussions du méme genre que les premiéres 3
et ¢’est ce qu’on va voir avec clarté dans le probléme qui suit.

PROBLEME.

62. On suppose qu'un corps en repos, mobile autour d’un axe
fixe OZ, soit frappé par un couple N perpendiculaire a cet axe, et
U’on demande : 1° la vilesse angulaire g que doit prendre ce corps;
20 la percussion que l'axe fixe doit recevoir au premier instant ; 3° la
pression continuelle qu'il aura a supporter, dans le cours _du mouse-
ment, en vertu des forces centrifuges qui naissent de la rotation.

‘Soit prise, sur I'axe fixe OZ, 4 partir d’un point quelconque O, une
ligne terminée ON qui représente a la fois 'axe et la grandeur du
couple d’impulsion appliqué au corps.

Soient, & partir du méme point O, et dans le plan perpendiculaire
% OZ, deux lignes terminées OP et OK, qui représentent , I'une la
force P, etV’autre le couple K, qui, combinés avec le couple donné N,
seraient capables de faire tourner le corps sur OZ d’une maniere spon-
tanée, ¢'est-a-dire ' miéme en supposant que cet axe fat libre, et par
conséquent sans lui causer la moindre percussion.

Cela posé, j’iméginé qu’dn applique au corps la force P, ‘et en

méme temps la force P’ égale et contraire; de plus, qu’on applique le

couple K, et le couple K’ égal et contraire : il est clair que I'état du
corps n’est pas changé. Mais actuellement , au lieu de voir ce corps
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com meff’ra'p,pé par le seul couple:donné N, je puis le considérer comme
ﬁ:appjé} 4 la fois par les trois couples N, K, K’ et les deux forces Pet P'.

Or, par hypothése, les couples N, K, et la force P, combinés
ensemble, sont capables de faire tourner-le corps sur I'axe OZ avec une

1

vitesse. angulaire § = , sans causer i cet état fixe la moindre

N
Jridm
percussion. Done, 1° le corps prendra réellement cette—.rdtatibndé_—
terminée §; car la force et le couple restants P et K/, passant tous-denx
par l'axe fixe, peuvent étre regardés comme détruits par la résistance
de cet axe. Donc, 2° cet_axe fixe ressentira deux-percussions repré-
sentées I'une par la force P’ appliquée au point O, Pautre par le
couple K’, dont le plan passe par le méme axe; et I'on aura; pour ces
deux espeéces de percussions : '

P=—P=-19 V(fxdm) + ( [y dm)?,
K= — K = — 0 (S xzdm)* + ([ yzdm)*.
Ce qu'il_fallait d’abord trouver.

63. Si' I'axe OZ, au lien d’étre fixe dans toute sa longueur, était
simplement retenu par deux points fixes A et B, et qu'on vouliit
trouver les deux percussions individuelles ressenties par ces points,
on décomposerait la force P en deux autres paraliéles .appliquées,
Pune an point A, Fautre au point B; ensnite on changerait le-couple K’
en un autre équivalent appliqué 4 angle droit sur AB;: et, rédaisant
alors & une seule les deux forces qu’on trouverait en A, et de méme 3
une seule les'deux forces qui agiraient en B, or aurait les deux per-
cussions individuelles que le couple proposé N produit au premier
instant sur les deux points fixes A et B.

64. 11 est évident que les percussions dont il sagit ne sont res-

senties par I'axe fixe qu’au premier instant : car une fois que P'axe a

détruit la force P’ et le couple K/, le corps n’est plus sollicité au mou-
vement que par les couples N, K et la force P. Or ce systeme de forces
étant capable de faire tourner spontane’ment sur OZ, c’est-a-dire quand
bien méme OZ ne serait pas fixe, il est manifeste que la résistance de
cet axe n’a plus rien i détruire, et qu’il ne regoit plus aucune per-

cussion.

6..
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On voit, par la, que si 'on veut ménager le plus pqss_ihlé;:;]f’axegﬁ;xe
de rotation, sans regarder i la dé.pehs_e des forces, il _féiut,hpp};gqggr
des forces qui se réduisent d’elles-mémes 4 la force P et,aué‘c;’:fpil}iﬂ-.e.’G

résultant de N et K. Cet ensemble P et G, ou son équivalent P, N,!K,

feront tourner sur I'axe fixe sans lui causer aucune percu‘s“sfi'o;r):.. On
peut se représenter que, dans le cas dont il s’agit, la chose se pa;ss"e_‘d‘e
cette mianiére : on peut voir le couple N comme étant employé a faire
tourner sur 'axe, tandis que la force P et lé couple K sont employés
4 sontenir cet axe, ou, si 'on veut, & détruire les deux percussions —P
et — K qui Jui viendraient du conple N, si ce couple " agissait - tout
seul.  ° -

Ainsi, quand on veut ménager le plus possible la résistance de Faxe,
il faut appliquer le systéme de forces représenté par N, P.et K : mais
si 'on veut ménager la dépense. des forces, il faut appliquer le seul
couple N; et alors I'axe recoit deux percussions — P et —K, qu’il est
obligé de détruire.

63. Aprés la destruction du’ couple K’ et de la force P par axe
fixe, le corps tend donc a tourner librement sur ‘cet -axe avec la
vitesse angulaire §. Mais de cette ‘rot_ation naissent alors 1es,f01'ces cen~
trifuges 9*rdm, dont il faut examiner leffet; ce qui est le troisieme
point de notre démonstration. Or il est évident que toutes ces forces
‘étant dirigées vers 'axe fixe, y seront détruites & chaque instant » d’onr
je conclus d’abord que la rotation § du corps sera uniforme; que,
dans toute la suite du mouvement, V'axe fixe n’aura plus qu'a sup-
porter les pressions dues aux forces centrifuges; et que-cet axe devra
étre ‘retenu daus tous les sens, pour résister A ces pressions qui
changent continuellement de dix"ecﬁqns par le mouvement méme du
corps. Or on a vu que les forces centrifuges 6% rdm sont réductibles &
une seule

n = 6P = 0 J(Jxdm)*+ (fydm),
et 2 un seul couple

1= 0K =6 (Jxzdmp+ ([yzdm);

‘de sorte que I'axe est chargé, & chaque instant d¢, d'une pression 7t
appliquée en O, et d’un couple xdt passant continuellement par cet
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axe: ;‘i:pressio'ij’f__; qu’on pourra réduire, comme ci-déssus, a deux forces
a.P]il'lql_l_ée's-,.- aux points A et B si.I'axe n’est retenu que par deux points
ﬁxes,;~.et_,c.~, ‘etc.

Remarque.

Dans le mouvement que’je viens de considérer, il est bien clair que
la fo_xfge P et le couple G, dont le corps ést & chaque instant ahﬁfné,
restent toujours les mémes de grandeur et d‘elppo'si‘ti(‘mA dans Uintérieur
du corps. Les deux lignes OP et OG qui les représentent ne fo‘n’t,;pour
ainsi dire, que tourner avec le corps et du méme mouvement angu-
laire 6, autour’de I’axe fixe. '

§i.toutb 4 coup cet axe devenait libre, et que le corps fiit ainsi aban-
_dg‘r:mgé 4 lui-méme, on sait, par les principes générfux de la. Dyna-
mique, que P et G seraient égalément conservés de grandeur et de
position, non plus »’dans Fintérieur du corps, mais dans Pespace ab-
solu. Or je veux faive voir ici que ces principes,'qll’drj péut,norﬁmer la
conservation des forces et la conservation des couples, auraient pu étfe
tirés, comme de-simples corollaires, de la théorie des forces centri-
fugés: déduction délicate et qui me parait assez curieuse “p,ouf n’étre
point omise dans un Mémoire de Mécanique rationnelle.

V.

Conservation des jbrces et _conservation des couples dans le
. mouvement d’un corps libre.

De Panalyse exacte des forces centrifuges, on peut tirer ces deux
belles conséquences : c’est que les forces ceritrifuges qui naissent du
mouvement d’un corps ne peuvent jamais altérer ni la grandeur ni la
direction des forces primitives' d’impulsion qui ont mis le .corps en
mouvement. Je veux dire que si, 2 une époque quelconque, on vient
& rechercher la résultante et le. couple résultant des forces finies qui
animient le corps a cette époque, on retrouvera la méme force et le
mém“e,‘couple, et sitiés dans les mémes lieux de lffespacé. -Ces pro-
priétés ne sont, il est wvrai, qu’un. co'r‘rollaire_:;de ce principe, ou de
cette loi générale de la- Dynamique, par laquelle les forces qui -aﬁi--
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ment toutes les molécules d’un. systéme quelcongue, variable ou non,

donnent tonjours , relativement & un méme point de Pespace, la méme -

résultante R et le méme couple résultant G, pourvu que le systeme soit
abandonné A lui-méme, c’est-a-dire considéré comme libre de tout
obstacle et de toute force accélératrice étrangére. Ge principe général
a méme lieu, comme on le sait, lorsqu’il y a, entre les molécules du
systéme, des forces quelconqu es d’attraction, pourvu que ces attractions
soient réciproques de 'une & l’ailtr!;, c’est-a-dire deux a deux égales
et contraires; car, dans‘ce cas, ces forces donneraient hpa-rtv]eur.-t_'é—
sultante et leur couple résultant tous deux nuls, et neltpourraient

troubler ni la grandeur ni la position de R et G. Cette cphservati'on _

a encore lieu, mais-pour le couple G seulement, dans le cas particu-
lier de forces agcélératrices 'éti’aﬁgéres "tehdant_toutes,vers un méme
point fixe de I'espace, et lorsqu’on prend ce "pdint fixe pour le centre
anquel on rapporte tous les moments du systéme : ‘car toutes ces
forces accélératrices ne donnent que des couples nuls relativement &
ce point, et le couple résultant G est encore coh'ser\fé'v. Mais s'il y a
d’autres forces étrangeres qu'e celles dontje viens de parler, ni la ré-
sultante R mi le couple résultant G ne se éon'sérve' plus dans le cours
du mouvement. On peut voir, dans le premier Mémoire qui accom-
pagne nos Eléine}itg de Statique, la démonstration trés-simple de ce
principe général, qui n’est, au reste, lui-méme qu’une conséquence
naturelle de ceite loi fondamentale du mouvement, qu'on appelie la
loi d’inertie.

Dans notre exemple d’un corps. solide libre, qui a:recn des impul-
sions quelconques, et gni demeure ensuite abandonné 4 lui-méme, il

arait denc ¢vident que la conservation de la force R et du couple G
d’impulsion ne peut manquer d’avoir lieu : ‘car on‘ne suppose aucune
force accélératrice qui- vienne ‘de Pextérieur;-6t'si I'on y considére
des forces centrifuges, ce ne sont en quelque sorte que des forces
passives provenant de Ta~liaison mutielle des molécules; et il est
assez clair que de telles forces ne peuvent-en rien altérer ni la résul-
tarite-iii:le couple résultant’du’ systéme:-Cependant, comme ces forces
centrifoges ne se font point équilibre entre-elles sur le corps, il reste
ici une -certaine obscurité sur la conservation de la force R et du
couple’: G, puisqu’il mait:a chaque: instant dt-une force mdt et un
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f:ou;')lle (;i(’ dt qui ne sont point nuls d’eux-mémes. I n’est-.donc pas
inutile d’entrer ici dans une. explication- plus cemplé v
trer comment cette force et ce cI:;upie, tiég des for(E)eb t:e;n:rt-if(lile)'m?n—
4 ment cett i ges, ne
peuvent jamais troubler ni la' grandeur ni<la position dans ’espace ;
d:a la résultante R et du couple résultant G. Et cela méme nous parait
d fi‘lltantfplus ‘curiéux a examiner, que non-seulement ces forces cen-
Frlfugesme troublellt ni R ni G, mais’qu’elles  sont .méme nécessaires
a'.leuf‘ conservation : de sorte.que si; & chaque instant, on venait &
détruire la force ndt et le:couple ydt, R et-G ne se consérveraient
plus dans I'espace-absolu.

" ‘Démonstration.

Quel que soit lg mouvement d’un corps, nous avons vu -que.ce
g:oqvement peut étre considéré, a chaque-instant d¢, comme compésé

“une rotation.§ autour d’un-certain-axe déterminé ’

, ! _ 1r -axe déte 5~
¢ une re g rininé ON;, et d'une trans

ion. « parallele: - cet axe que -nous-avons nommé axe spontané
glissant.

Soient donc.P, K, N la force et les deux couples capables de cette

) . LI . . . , ) . ’

POtafl()'ll ¢ sur l_a;e ON, et Q la force qui, appliquée au centre de
gravité g, est capable de la translation « suivant la direction du méme
axe. .

En nommant  la masse du ¢orps, et faisant gO = «, on aura
« P=mal et Q=mu,

comme on Ia dit plus haut. .

Cela posé, au bout d'un instant dt,. le corps sera descendu le long
de ON,.par un espace OOQ;-,: ;tdt , et en m'é:me;te_mpsg il aura tourné
autour de ON par-un angle 6dt. Supposens donc que dans ce mou-
x:eme'nt il ait entrainé avec lui toutes les lignes OP, OK, ON, Og que
P'on considére dans la figure.-1l est clair qu’en vertu du premier mou-
vement, toutes ces lignesiseront d’abord descendues dans les positions
paralléles O'P’, O'K/; O'N’, O'g’; et.qu'en vertn du.second, elles
aurpgttour'né ensemble: d’un iméme-angle 6dt, 'pourl,venir.d:'uns les
positions O'P*,-O'K”, O'N’, O'g”: de maniére que les extrémités P’ ;

Fic. 20.
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K’, g’ auront déerit-les arcs semblables
PP =Phds, KK'=Kbdt, g'g’'=abde

Mais, au bout de cet ‘instant, il sera provenu des forces centri-
fuges: 1°une force ndt =Padt, perpendiculaire a B', et ‘qui, com-
osée avec P/, raménera cette force a sh'.place en Q’'P'; 2° un couple
xdt—_—-KGdt,'perpendicu]a_ire a K et quiy composé avec K”, raménera
ce couple - sa place en O K’. Donc, aubout d’un instant, les forces
et les couples qui animent le corps seront représentés par les lignes
o'P, OK’, O'N et g'Q". Or je dis que cet ensemble de forces et de
couples est exactement le méme que celui qui a été considéré au com-
mencement, c¢’est-a-dire qu’il peut. étre actuellement représenté par
les mémes lignes OP, OK, ON, g Q situées dans les mémes lieux de
Pespace absolu. cos
Et d’abord, la chose est évidente pour-les deux couples représentés
par les lignes O'K’, O'N*; car, suivant la propriété.des couples, il est
indifférent qu’ils soient représentés par ces deiix lighes ou par les deux
lignes OK, ON qui leur sont respectivemeni:-éga]es et paralléles.
Restent donc les deux forces P’ et ', appliquées, 'une en O/, Tautre
en g”, qu’il faut montrer étre réductibles aux delii; forces respective-
ment égales et paralléles P et Q, appliquées en O et en g. Or-P’ peut
étre transportée parallélement a elle-méme dé O’ en O, pourvu qu’on
ajoute le couple (P, — P) appliqué sur OO0/ = udt: de méme Q' peut
&tre transportée de g” en g’, pourva qu’on ajoute le couple (Q, — Q)
au bras de levier g’ g;’ — abdt. Mais il est elair que‘ces deux couples,
qui sont paralléles et de sens contraires, ont des moments égaux : car
3 cause de P = maf et de Q = mu, le moment P > 00’ du premier
‘est mal.udt; etle moment Q > g'g” du second est mu.afdt, ce
qui revient an'méme : ainsi les deux couples (P, — P), (Q, — Q) se

détruisent, et les deux forces P’ et Q' sont ramenées aux deux forces

P et Q.
“Donc le systéme de forces et de couples:qu animent le corps au

bout d’un instant revient au méme.que celui qui 'animait au com-
mencement de cet imstant : d’ot l’on"p‘eut- conclure que cette conser-
vation des forces et des couples a lieu dans toute la suite du temps; ce
qui est le principe général qu’il ¢ agissait de démontrer.
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l,agtr:'epecl;tr megle voir comment la chose se passe d’'un instant i
utre. au bout d’un instant, le corps ayant changé de position
dans Pespace, et les forces ayant gardé la leur, le corps ne s’y pré
st?nte plus de la méme maniére; et son mouvement va changer Cx’lespi-g
dm? qu’il va se faire autour de quelqué autre axe spontané.gli;sant on'
Mais comme ce mouvement sera diit au méme systéme (P, K, N, Q) .
ce systeme est nécessairement réductible 4 un systéme ‘se’*.mb’]ab];
gp',’(c,.n,'q') c‘:i{pable de ce mouvement autour du nouvel ax'é on dont‘
11' s'agit. Or, par la méme démonstration qui précéde, ce second sys-
:ieme- serait aussj.conservé durant un instant : donc‘;)uisq.u’il est‘Zé—
‘ -1(1;:1:)1;::1\; }]))2??;152 (P, K, N, Q), celgi—ci se conserve de_ méme;, ¢’est-
| présenter les forces et les couples qui animent le
corps, non-seulement au bout du premier, mais encore au bout du
second ins.tant, et ainsi de suite 4 Vinfini: d’ot1 Pon voit comment cette
::Ziiz::ff des forces et des couples doit s’étendre 4 tout le cours du

Et réc1proquemept, si P'on voulait partir de ce principe général
(dont‘la démonstration directe est trés-facile), on serait conduit, par
une mgrche inverse, a reconnaitre que, du ‘r’nouvement méme ,d’f:m
corps solide, il doit nécessairement provenir de ceitaines forces infini-
ment petites, tellcs que, étant combinées chéqu\e insfant avec les
forces acquises, le principe de comservation dont il s'agit soit rigou-
serr.lent qbserve’ : et 'on retrouverait ainsi pour ces forces inﬁnirﬁent
petites les mémes expressions ndi, ydt, qu'on a tirées de la théorie
des f?rces q.entrifuges. Au reste, il n’est pas surprenant qu’on aiirive
aumémerésultat parles deux méthodes, puisquél’une et ’autre partent

également de cette loi fondamentale qwon appelle la loi d’inertie.
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CHAPITRE III.

SUR LA THEORIE DES MOMENTS D'INERTIE [*]
I.

Des moments d’inertie d'un corps de figure quelconque autour de
différents axes qui se croisent en un méme point.

66. Soient, par le point ou centre que V'on counsidére, trois axes
rectangulaires x, y, z auxquels on rapporte les différents points du
corps; & une droite quelconque p'ass%t_nt- par Vorigine, et faisant avec
les axes &, ¥, %, trois angles «, 3, 7: on se propose de trouver Pex-
pression du moment d’inertie par rapport & cette droite d’inclinaison
donnée sur les trois axes fixes des coordounées x, ¥, 2.

Ce moment d’inertie n’est autre chose que la somme des produits
faits de chaque particule du corps par le carré de sa distance a Paxe
que ’on considére. Ainsi, en nommant dm une de ces particules, r sa
distance A la droite donnée k, on a, pour le moment d’inertie de cette
particule, r* dm, et pour le moment d’inertie du corps entier, [ * dm,
¢n représentant par fr2dm la somme de tous les produits semblables
a r*dm qu’on peut former en considérant toutes les molécules du
corps.

Or x, y, zétant les coordonnées d’une particule quelconque dm,
et ? sa distance & 'origine, op aura

= x4 yt 2%

et pour la distance r de cette particule a 'axe donné /i, on aura

r=3sing,

[*] Ce chapitre ne fait pas essentiellement partie de notre Mémoire Sur la rotation des
corpsj c'est un petit Mémoire 2 part, que javais rédigé, il y a plus de trente ans,
pour le Jourral de P Ecole Polytechnique. Mais M. Liouville, & qui je I'ai communiqué,
m’en a vivement demandé Iinsertion dans le présent travail. T’ai cédé au désir de mon
savant confrére, par la considération de Vintérét que cet ancien opiiscule inédit pour-

rait encore offrir & quelques lecteurs.
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¢ étant Pinclinaison mutuelle de 2 et 4 on a donc

T r?=23%sin® 9= 3* (1 — cos?g),
et comme on a, par la géométrie, -

7

coscp:'afc'osac—l—a

cos ﬁ—f—;— cos 7, -
onétroUvéra en substituant (et observant que lon a toujours
cos® o + cos® 8 + cos?y =1),
r*=cos*a(y® + 2% + cos® § (x® + 2%) + cos® y (x? + y?)
— 2(cos & cos 8. &y -+ cos & cos y. xz -~ cos 3 cos 7. ¥%),
et, par conséquent, multipliant tout par dm, et mettant le signe S

2 — o2y a2 - : ' '
Sridm=cos’a f{y*+ 2*) dm+ cos* B [ (> + 2%) dim + cos? v (x*+y* din
— 2(cos o cos 8 [y dm + cos a cosy [ xzdm + cos B cosy fyzdm)
het . ’
ce qui donne le moment d’inertie relatif 4 P'axe proposé, par les in
h g 2 -

clinaisons «, 3, y de cet axe sur les trois axes fixes donnés - ¥, %, et
» . ’ V ’ “
par les six intégrales T

SO+ 2ydm,  [(x* + 28 dm, J@* + ¥ dm,
Sxy dm, Sxzdm, [rzdm,
relatives aux mémes axes : mtégrales qu’on peut regarder coinme ac-

tuellement déterminées par la position connue du corps, et que je
representeral par les six constantes respecti'ves ' '

A, B, C, I, m, n;

H

de 2sorte que, en dési_g_nant simplement par H le moment d’inertie
J r*dm relatif 4 la droite %, on aura l’équaﬁon 7

H= Acos’o + Bcos® 8 + Ccos’y

— 2(lcosa cosfB -+ mcosa cosy + ncos fB cosy),

ou A, B, C représentent les moments d’inertie relatifs aux- axes des
coordonnées x, ¥, . S

7o
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Du systéme des droites ou axes kb, autour desquels le moment
d’inertie du corps a toujours la méme valeur H.

67. Si dans I’équation précédente on regarde H comme une con-
stante donnée, et les angles a, 8, y comme variables, on aura évi-
demment 'équation de la surface conique formée par la suite des
droites A autour desquelles le moment d’inertie du corps a toujours
la méme valéur H. Or il est facile de voir que c’est une surface co-
nique du second ordre dont le sommet est &4 Vorigine : mais, pour
mieux reconnaitre cette surface, je vais la rapporter aux coordonnées
rectangles x, y, z.

Pour cela, je considére un queiconque de ses points pris sur la gé-
nératrice #, 2 une distance de l'origine marquée par

— V/x2+].2+22;
il est évident qu’on a

% cosfB=73, cosy=5>

cos o =
et, si 'on substitue dans I’équation précédente, il vient, pour I’équa-

tion de la surface rapportée aux coordonnées x, ¥, 2,
(H—A)x*+ (H—B)y*+(H—C)2’+ alxy + 2amxz + 2nyz=0,

qui appartient évidemment 4 une surface coniqué du second ordre
rapportée 4 son centre ou sommet comme origine des coordonnées.

68. Ainsi il y a toujours dans un corps de figure quelconque, et
en un point quelconque du corps ou de espace, une suite d’axes au-
tour desquels le moment d’inertie du corps a toujours une méme va-
leur; et cette suite d’axes de moments égaux forme la surface d’'un
cdne du second ordre.

Des axes principaux d’inertie.

69. On peut encore simplifier I'équation de la surface que je con-
sidére, en changeant les coordonnées actuelles en d’autres de méme
origine et aussi rectangulaires entre elles, et faisant disparaitre dans
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’équation transformée les trois rectangles de ces nouvelles coordon-
nées. Cette transformation, comme on le sait par la géométrie analy-
tique, est toujours possible; et Péquation de la surface ne contient
plus alors que les trois carrés des coordonnées: elle est réduite 4 sa
forme la plus simple, et la surface conique est rapportée , comme on
dit, 4 son centre et 4 ses axes ou diameétres rectangulaires.

Si donc, dés le commencement, aulien de préndre trois axes quel-
conques, on avait pris les trois diametres dont je viens de, parler, et
qu’on eht cherché de méme la surface formée par la suite des droites
d’uin ménie moment d’inertie H, on aurait trouvé exactement la méme
équation , et toute réduite 4 la forme la plus simple. Or, par rapport
a trois axes quelconques, cetle équation est, comme on I’a vu, de la
forme

(H—A)x*+ (H—B)y*+ (H—C) 2 + 2(lxy + mxsz + nyz) = o,
ou A, B, C, [, m, n désignent les six intégrales f{y*+ z*)dm,
[ (x®+ 2% dm, etc., [xydm, etc., relatives aux axes que I'on con-
sidére. Mais puisque cette équation, rapportée anx trois diametres
partlcuhers dont il s'agit, ne doit plus centenir les rectangles xy,
xz, yz des coordonnées, il sensuit que, relativement i ces mémes
diameétres, on aurait trouvé les intégrales I, m, n, c'est-a-dire
Jaxy dm, fxzdm, [yzdm, toutes trois égales a zéro.

70. Donc, par la méme raison qu’il y a pour une surface conique
du second ordre, trois axes rectangulaires par rapport auxquels les
coefficients des trois rectangles xy,.xz, yz sont nuls dans 1'équation
de cette surface, il y a dans un corps de figure queiconque, et en tel
point de I'espace qu'on voudra considérer, trois axes rectangulaires
par rapport auxquels les trois intégrales [ay dm, fxzdmn, [ yzdm,
relatives & ces axes, sont égales a zéro.

Et ces trois axes, qu'on nomme les axes principaux du corps, ne
sont autre chose que les trois diameétres rectangulaires de la surface
conique du second ordre formée antour de I'origine, comme sommet,
par la suite des 'droites autour desquelles le corps a toujours le méme
moment d’inertie.
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Comment on détermine les axes principaua.

71. On peut donc idé_terminer la position de§ trois axes principaux
d’un corps, exactement comme on détermine celle des trois axes ou
diamétres rectangulaires d’une surface du second ordre. .

Ainsi on prendra I'équation générale de la surface conique dont je
viens de parler, relativement & trois axes quelconques menés par le
point que I'on considére. On .cherchera les valeurs des six intégrales
A, B, C, I, m, n relatives & cesﬁxes_;'ét Pon donnera 4 H une vafeur
quelconque qu'elle puisse avoir, telle que H=A ou B, on G, ou
toute autre. Cela - fait , ON ‘cﬁerchera par";;la transformation ordinaire
des coordonnées trois nouveanx axes de' méme origine, et par rapport
auxquels I’équation devienne de la forme

Px?+Qr*+Rz*=o,

et ces trois axes rectangulaires seront. les ‘trois axes principaux
d’inertie dans le corps que-: Pon considére. ‘

¥9. Dans une section conique plane, la recherche des deux axes
dépend ’une égnation du se_cond degré: mais dans une surface du
second ordre, la recherche des trois axes ou diametres principaux
dépend d’une équation du troisieme degré. Ainsi I'on ne peut trouver,
en général, les trois axés principaux d’inertie, d’un corps de figure
quelconque que par la'résohlvtio‘n actuelle d'une équation du troisiéme
degré, ou par.la trisection de Pangle. :

7%. Mais si' 'on connait un de ces axes, on pourra trouver les
déux antres par une équation du second degré ou par la bissection de
P’angle.

Car soit z un axe pour lequel on ait m et n, Cest-a-dire [ xzdm et

yzdm, toutes denx nulles. L’équation de la surface conique se
réduira a celle-ci:

(H— A)z? 4+ (H—B) y*+ (H—C) 2"+ 2 lzy = o.

Or, on peut trouver dans le plan xy deux nouveaux axes x’ et }’',
aussi rectangulaires et pour lesquels le rectangle x 'y’ des coordonnées
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disparaisse.de I'équation transformée.. Si 'on désigne par o I'inclinai-
sonde x’ 3 x,ona. -

x=2x'cosw — y'sin w,

1§ ol i - - i}
Fy=x smrw_—l—_j’ €OS ©,

et sgb‘st’it‘uant' ces valeurs dans I’équation, on-trouve pour le. coeffi-
cient.du-rectarigle x'y’, ‘

(A — B) 2sin 6 cos & + 21(cos? @ — sin? w),
ou bien

(A — B)sinaw + 2lcos 20,

.legqg.l, étant égalé a zéro, nous donne, pour.déterminer w, ’équation
trés-simple h
‘ol
B—A

.tang 26 =

Ainsi, relativement aux trois axes.x’, ¥’ et z qui sont rectangulaires
3/ - : . . R
entre eux, I’équation de la surface conique sera réduite a.la forme

Px” + Qy'*+ Rz*=o,

et ces trois axes seront ainsi les trois axes principaux du corps que
3 . 1 N
I'on considére, de sorte qu'on aura ‘

fz'y'dmn =0, [x'zdn=o0, [y'zdm=o.

On voit que les deux dernieres équations s’accordentavecles deux qu’on
avait supposées, savoir fxzdm = o, fyzdm = o : car par fa forme
(1e§,éxpressions ci-dessus de « et y, en x’ et ', ou récipmqﬂehwnt,
il est facile de voir que fx'zdin = o et [y!zdm = .o entrainent les.
deux équations fxzdm = 0 ‘et fyzdm = o, et réciproquement; et
cela méme, indépendamment de l'inclinaison w.de x 2 x’,

. Propriétés des trois axes principaux. ©

74. Si nous rapportons toutes:les particules. du.corps.aux_ trois
axes principaux, nous aurons:donc, en nommant toujours, H le mo-
1 . 0y . y ' FE e e ""'V‘,“'

ment d'inertie relatif & une.droite 2 menée parlorigine:sous les,angles

a, B3, 7y avec ces mémes axes,

H = A cos®o'+ B cos? § + Ccos® 7,



e |
T SR

—_——

e e e ——
s e N ey by, e : . WL

56 THEORIE NOUVELLE .
ot1 A, B, C sont les valeurs des moments ‘d’inertie du corps relatifs
aux ‘trois axes principaux. ’

75. De cette expression'trés-sim'p’]e, il résulte d’abord que le mo-
ment d’inertie, H sera toujours une quantité moyenne entre les mo-
ments principaux A, B, C. Car, supposez qu’on range ces trois qua'n-
tités par ordre de grandeur, A < B < G; je dis que-A est la plus petite
valeur que puisse obtenir H; et que C est la plus grande.

En effet, & cause de .
cos? @ + cos? f§ + cos®y =1,
on peut mettre I _e'xpr'essioh précédente sous la forme
H= A + (B— A) cos® § + (C — A)cos’y;
or (B—A) et (C—A) sont tous deux positifs par hypothése; donc on &
toujours |
H>A.
Si I’on suppose que H passe a cette valenr minimum A, il vient

o= (B— A)cos®f+ (C— A)cos’y,

3 - 3 . y 2
équation qul ne peut subsister a4 moins qu'on nait

cos 3 =0, cosy=0, -ebpartant cosa =1,

ce qui fait tomber A sur Paxe principal lui-méme du moment A.

Ainsi , entre .tous les axes u’on peut mener par Vorigine, 'axe du
moment-d’inertie_mininium_est unique;, et c'est le. premier axe prin-
cipal. J e
Maintenant ,'si ’on met 'expression de H sous la forme

"H=0C~+ (A —C)cos®a + (B — C)cos’f3,

on voit de méme que (A — C) et (B — C) sont tous deux négatifs par
h'yf'j'oihf‘é'sei;ii donc on a toujours H < .C. Ainsi 1a valeur generale'de H
est toujours intermédiaire entre A et'G, .comme je 1 avais avancé. 5i
Pon suppose‘que H arrive a cette valeur maximum C, il vient

o = (A — C)cos’a + (B—0C) cos? 3,

TR

oo o
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équation qui ne peut subsister 4 moins qu’on n’ait
cosee=o0, cosf =0, etpar conséquent, cosy=T1,
ce qui fait coincider % avec P'axe principal du moment C.
Ainsi ’axe du moment d’inertie maximum est aussi un axe unique;
et c’est le second axe principal du corps.
Enfin, si on met I'expression de H sous la forme

H=B—+ (A —B)cos*a + (C — B) cos®y,

on voit que (A — B) étant négatif et (C — B) positif, la valeur de H
peut se trouver au-dessus ou au-dessous de B, selon que (C — B) cos®
sera plus grand ou plus petit que (B — A) cos? «. Si I'on suppose que H
prenne la valeur B, il vient

o= (A ——_B) cos®’ & + (C — B)cos? 7y,

équation qui donne simplement, entre les angles o et ¢, la condition

cosy (B—A4)
cos & . V(C—B)’

ou bién, entre les coordonnées z et x d’un point quelconque pris sur
la droite %, ’équation
= == -—___(B — A).

=V ©=%)

R

Il y a donc une infinité d’axes du moyen moment d’inertie B; et
Yon voit que tous ces axes forment deux plans conduits par l'axe
principal des.y ou du moment B, et faisant 4 droite et 4 gauche

=)
Vi—gs

Entre tous ces axes de méme moment d’inertie B, il y en a un
distingué de tous les autres; c’est celui qui est 2 la fois dans I'un et
I’autre des deux plans dont je viens de parler, ou qui est & la fois

. , < 2
sur le plan xy deux angles égaux dont la tangente - est

perpendiculaire aux deux premiers axes principaux : c’est le troisiéme

axe principal du corps.

Cet axe, comme on voit, ne jouit pas, comme les deux autres,
d’'une propriété de maximum ou de minimum. Il n’est pas un axe
unique quant i la grandeur du moment d’inertie qui s’y rapporte,

8
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mais il est unique guant & sa position particuliére entre tous ceux du
méme moment d’inertie B.

Equation la plus simple de la surface conique formée par la suite des
axes autour a’esquels le -moment. d’inertie du. corps a la méme
valeur.

75. Relativement aux trois axes principaux xz, y, z, la surface co-
nique formée par la suite des axes /& de méme moment d’inertie H,
a pour équation trés-simple

H—A)x*+(H—-B)y¥*+(H—-C)z*=o,

ou ’on vient de voir qlue' si A <".B < C, le moment H est toujours
entre A et C.

Soit, en premier lieu, H < B.

Si 'on coupe la surface conique par un plan perpendiculaire 2 x
et dont Péquation soit & = a, il vient, pour, la section projetée dans
toute sa grandeur sur le plan yz,

(H— D)y (H—C) 2= (A — W),
équation d’une ellipse, puisque (H — B), (H — C) et (A — H) sont

tous trois de méme signe.
Ainsi tous les axes de moment d’inertie H égaux entre eux et infé-

rieurs 4 B, forment la surface d’un cone droit & base elliptique autour

de I'axe principal du moment d’inertie minimum A.

Soit, en second lieu, H > B.
~ On voit de méme, en coupant la surface conique par un plan per-
pendiculaire 4 z, et dont I’équation soit z = ¢, que tous les axes de
moments H égaux entre eux et supérieurs & B, forment la surface
d’un cbdne droit 4 base elliptique, autour de Paxe z du moment
d’inertie maximum C. |

Enfin, si ’on suppose H = B, I’équation de la surface devient

(B—A)x*+ (B—C)z*=o,

qui donne

ce qui.répond 2 deux plans conduits' par Paxe y du moyen moment
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principal, et inclinés sur 'axe x du moment minimum d’un angle

A
c— B, ce ql]l S ‘accorde parfaltement avec ce

dont la tangente ~ ? est \/ B~
qu’on a dit plus haut.

Ces deux plans, dans les quatre coins qu’ils forment autour de
V’axe du moyen moment d’inertie B, comprennent toute la surface du
corps, ou plus généralement comprennent tout I'espace. Dans les deux
coins opposés au sommet ou.passe Paxe du moment minimum A, tous
les axes menés 4 la surface ont des moments H inférieurs 4 B et su-
périeurs & A, qui est le plus petit de tous.

Dans les deux autres coins, ou passe 1’axe du moment maximum C,
tous les axes menés du centre 4 la surface ont des moments H supé-
rieurs 4 B et inférieurs 2 C, qui est le plus grand de tous.

Enfin, dans les plans mémes qui forment les quatre coins, tous les
axes ont des moments d’inertie égaux a B.

Si Pon avait, comme cela arrive dans les corps de révolution et
dans une infinité d’autres, deux des trois moments d’inertie A, B, C,
égaui entre eux, les surfaces coniques dont j’ai parlé seraient celles
de cones droits 4 base circulaire autour du troisiéme axe principal, et
les deux autres plans se confondraient en un seul perpendiculaire au
méme axe : de sorte que tous les axes posqlblPs menés dans ce plan
seraient des axes principaux d’égal moment d’inertie.

Si I’'on avait les trois moments d’inertie A, B, C égaux entre eux,
comme dans la sphére et dans une infinité d'autres corps, tous les axes
possibles seraient des axes principaux de méme moment,

78. De l'expression générale
H = A cos® o + Bco#® § + Ccos® v,

il résulte encore des conséquences faciles et trés-importantes pour
simplifier la considération du mouvement d’un corps de figure quel-
conque. On voit, en effet, par cette expression que si deux corps
quelconques avaient les mémes moments d'inertie A; B, C par rap-
port & leurs axes principaux x, y, z, ces deux corps auraient aussi le
méme moment d’inertie H par rapport a toute autre droite. 2 faisant
les mémes angles a, 8, y avec les axes principaux. Donc quand on ne
considére que les momeénts d’inertie, on peut toujours faire abstrac-

8..
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tion de la figure du corps, on' plutdt on peut toujours la supposer ré-
duite & celle de quelque corps plus régulier tel qu'nun ellipsoide, ou
méme un siple parallélipipéde rectangle, qui aurait les mémes mo-
ments principaux d’inertie.

Supposens, par exemple, deux corps libres qui auraient le méme
centre de gravité, les mémes axes principaux et les mémes moments
d’inertie par rapport 4 tous les axes possibles menés par le centre. Et
si deux couples de méme grandeur et de méme sens les frappaient a la
fois, leur rotation, qui ne dépend ‘i chaque instant qué dés moments
d’inertie relatifs aux différents axes qui passent par le centre de gra-
vité, serait exactement la méme dans tout le cours du mouvement : de
sorte que ces deux corps suivraient les mémes rotations sans se nuire
ou se favoriser en aucuné maniére. Ainsi le mouvement d’un corps
irrégulier projeté d’une maniére quelconque dans I’espace est le méme
que celui d'un simple rhomhoide rectangle, ou de I’assemblage de
trois verges rectilignes qui se croisent a angles droits dans leurs mi-
lieux, ou de tout autre corps régulier qui aurait les mémes moments
principaux d’inertie. Par cette considération, on éclaircit le probleme
de la rotation des corps, en substituant une figure plus simple et plus
facile & concevoir, comme dans le mouvement de translation on ré-
duit le corps & un seul point qui est le centre de gravité.

Mais il y a encore une expression plus claire de tout ce qui regarde
les moments d’inertie d'un corps, comme nous le verrons dans la
seconde partie de cet ouvrage.

En attendant, il faut montrer comment on peut trouver le moment
d'inertie d’un corps autour dun axe quelconque, quand on connait
les axes, et les moments principaux d’inertie A, B, G, qui se rappor-
tent au centre de gravité de ce corps.

77. Nous avons déja vu que,-podr un axe quelconque % qui pas-
serait par le centre de gravité, le moment d’inertie H serait- exprimé
par la formule ,

H = A cos®a + Bcos® 8 + Ccos® v,
a, f3, 7 étant les inclinaisons de cet axe sur les trois axes principaux
du corps. Or il est facile de trouver le moment d’inertie d'un corps
autour d’un axe quelconque ¥, par le moment d’inertie H autour
d’un axe paralléle mené par le centre de gravité de ce corps.
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Et, en effet, soit r’ la distance d’une. molécule dm du corps a
Yaxe k' que T'on considére, r sa distance & I’axe paralléle mené par
le centre, et D la distance mutuelle de ces deux axes; on aura, dans le
triangle formé par les trois lignes 7/, r et D,

r'*=r?-+D*—a2Drcos ¢,
¢ étant Pinclinaison de r 3 D. On aura donc

Srtdm = [r*dm -+ mD? — 2D fdm.rcos g,
ou bien .
H' = H~+ mD* — 2D fdm.rcosg.

Mais r cos ¢ marque la distance de la molécule dm au plan qui serait
mené par le centre de gravité perpendiculairement & la ligne D; on a
donc, puisque ce plan passe par le centre, [dm.rcosg = o, et par-
tant,

H=H+ mD*:

c'est-d-dire que le moment d’inertie d’un corps autour d’un axe mené
comme on voudra dans lespace se trouve en prenant le moment
d’inertie autour d’un dxe paralléle mené par le centre de gravité, et
¥ ajoutant le produit de la masse par le carré de la distance de ce
centre a l'axe extérieur que [’on considére.

78. On voit par la que les moments d’inertie d’un corps sont égaux
pour tous les axes paralléles 2’ qui sont & égale distance D du centre
de gravité de ce corps, ou qui forment la surface d’un cylindre droit
et circulaire autour de ce centre.

Si I'on congoit ce cylindre décrit, et qu'on le fasse tourner autour
du méme centre, dans une infinité de positions différentes, les mo-
ments d’inertie du corps relatifs aux génératrices % auront bien la
méme valeur sur chaque cylindre, mais ils varieront de grandeur d’'un
cylindre A antre. Mais si I'on fait tourner le cylindre dont il s’agit de
maniére que son axe décrive la surface conique qui répond & I'équa-
tion '

- A cos® @ + Bcos® B + Ccos® y = H = constante,

les moments d’inertie du corps seront égaux par rapport i toutes les
génératrices de cette infinité de cylindres.
Mais le systéme de toutes ces droites n’épuise pas encore Pinfinité
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des axes autour desquels le corps peut avoir un méme moment d’inertie
donné. Car si I'on fait varier ‘A la fois H et D de maniére que:la
somme H 4+ mD? reste constante, on voit «qu’on aura encore une in-
finité de systemes d’axes tels que les précédents, et autour ‘desquels
le corps aura le méme moment d’inertie. -

Quand on ne considére que des axes qui se croisent en un méme

point quelconque O, tous les axes d’un moment d’inertie donné for-
ment une surface conique du second ordre décrite autour-de ce point.
Quand on ne considére que des axes paralléles entre eux, tous les
axes d’'un moment d’inertie donné forment Iz surface d’un cylindre

droit 4 base circulaire autour du centre de gravité du corps. Mais

quand on regardeindistinctement tous les axes possibles de I'espace,
il yena une infinité d’infinités qui répondent.an méme moment
d’inertie donné. Toutes ces droites, néanmoins, ne remplissent pas
tout V'espace; car H’ étant donné, et H étant nécessairement compris
entre le plus petit A et le plus grand C des trois moments principaux
A, B, C,.il est clair que la ligne D ne peut varier qu’entre certaines
limites, qui sont ' ‘
[

D= \/H,—C et D= \/HmAZ

m

Ainsi, en concevant autour du centre de gravité du corps deux
spheres décrites des rayons D et D', aucun des axes qui_peuvent ré-
pondre au méme moment d’inertie H' ne peut entrer dans la sphére
au rayon D, ni sortir de la sphere au rayon .

79. De cette relation simple
H =H+ mD?

on tire encore cette conséquence : c'est que si, d’un point O pris sur
I'un quelconque ga _deisf trois axes principaux ga, gb, gc relatifs au
centre de gr:a‘vitég du corps, on méne des paralléles aux deux autres,
ces deux droites O, O¢ seront avec la prémiére Og les trois axes
principaux du méme corps par rapport au point O. VCarj Qg étant axe
principal relatif au centre g, I'est aussi au point O de sa'direction; et,
par conséquent, les deux dutres axes sont dans’le plan mené en O per-
pendiculairement 4 Og. Or, qu'on fasse moiivoir, aitourde g et O,
deux axes gh, OF paralléles entre eux et 'perpendiculaires & g0 la
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s Drmeree ot e oty s ritdne de
moments 4 iperfie H.et. H' sont.les 1 «Ainsi H et H arrivent en-
semble & leur maximum ou minimum. Mais ,: par hypothése, H atteint
cette }rgleug;s_ingu_liére quand gh_:’_s,é confond avec g(’:’l ou g b’; "doné H'
y arrive quand ‘O%' .est paralléle 4-1Tun ou 4 Vautre de ces axes
Douc_,.etc._, . B
- Gest d’ailleurs,ce qu’on pourrait voir d’une maniére directe en rap-
portant les. molécules du: corps 4.trois.axes O, Oyl, Oz’ parallélzs
aux, premiers gz, 8§ §%: car, en nommant X, , v les trois coordon-
nées.du point. 0., .on.trouve que les trois intégra]és Jxly dn; S’z dm
J¥'2" dm se réduisent.aux trois produitvs m.AL, m.Xv, m, p,,’v et que
Par;f;échSéquentz,» pour, les rendre toutes-trois nulles, i isufﬁt, d’égale;
a.zéro, deux . quelconques des:trois coerdonnées A, ., v du point O
c'est-a-dire de prendre ce point sur I'un quelconque des axes ‘[j;'in'cij
paux ga, gb, gc. Tl
On voit méme qu’en faisant nulle-une seule de cestrois coordonnées
on rend nulles _c{qu.;t::édes trois intégrales dont il s'agit; d’otr I'on c»on-7
clut que tout axe paralléle & Pun des t;:ois-ax(,;; i:)r;itgizibailx rel'atifs.”éﬁ
centre g, est lui—méme un axe principal relatif au p.c-)ih;O ou il |
le plan des deux autres. - R P
80. De la méme relation
H = H 4+ mD?

on .tire encore la démonstration la plus simple d’un théoreme assez
curieux [*| qui peut étre utile dans quelques applications.

En donnapt, pour abréger, le simple nom d’axes é’gauac aux diffé-
rents axgs‘ par rapport auxquels le corps a un égal moment d’inertie
on dem.ande si, dans un corps quelco‘nque, il pourrait y avoir uel-’
que pont ,011 centre O autour duquel tous les axes poSsibléskserEient
d'es axes égaux, cpmme il arrive dans la s'phére, les corps régu-
hers‘,. etc., relativement aux axes qui partent de leur centre. ¥

Soient f.ionc O un tel point ’il est possible, g le centre de gravité du
corps : falsons la ligne gO' =D, et menons au pbiht O le plan MN
perpendiculaire 4 cette ligne. 1l est.clair que tous les axes rgenés du

* C . N 4
e th i i :
[ ’]‘ eg::(?me est dit 4 M. Binet qui I’a donné, en 181 1, dans un Mémoire pré-
senté a la premiére classe de I'Institut,
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point O. dans ce plan sont des axes égaux, puisque cela méme est vrai,
par hypothése, de tous les axes possibles émanés. de ce point. Cela
posé, tous les axes menés du centre de gt"avité g, dans un plan paral-
léle 2 MN, séront aussi des axes égaux entre eux, comme étant a la
méme distance D des premiers situés dans le plan MN.

Donc, en premier lieu, le point cherché O ne peut exister 4 moins
que le corps n’ait deuxde ses axes principaux, relatifs a son’ centre
de gravité g, égaux entre eux; et si ce point O existe, il est situ¢ sur
la perpendiculaire gO au plan de ces deux axes égaux, et; par consé-
quent, sur la direction du troisieme axe principal du corps. Pour le
déterminer, soit A la commune valeur du moment d’inertie autour
des deux premiers , et Cle moment d’inertie autour du troisieme gO :
on aura, pour le moment d'inertie H' autour des axes situés dans le
plan MN, ' '

H = A + mD2
Mais B’ devant étre le méme bqur‘ tous les axes qui partent du point 0
dans tous les sens, doit étre -le méme pour I'axe Og : or autour de
cet axe le moment d’inertie du corps-est C; il faut donc qu’on ait
“H'=C, et par conséquent, C=A -+ mD*:

d’on1 I'on tire, pour la distance D du point O au centre g,

. JE=&
D:iw ks

double valeur qui n’est réelle que dans le cas de C > A. 7

Ainsi il ne peut y avoir dans un corps. de centre O auntour duquel
tous les axes d’inertie soient égaux, a moins que-le corps n’ait deux
de ses axes naturels égaux entre eux, et que le moment d’inertie relatif
au troisiéme ne surpasse celui qui se rapporte aux deux autres, Mais
si ces conditions ont lieu, comme, par exemple, dans un sphéroide
homogéne aplati vers les p(“)lés, ce point si_ngulier'_O-exis,te ’réel,lement,
etil y en a méme deux de cette nature : ils sont situés sur l‘axe n;a-
turel du plus grand moment d’inertie, 'un & gauche, "ajl_t_',’i a droite
iy, C—A

du ‘centre de gravité, et a la méme distance D= \/ — de ce

centre, .

DE LA ROTATION DES CORPS, 65
SECONDE PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

SOLUTION DU _PROBL]‘!‘.ME DE LA ROTATION DES CORPS LIBRES.

I.
Définitions analytiques.

1. Soient O le point qui fait le centre de la rotation du corps; O,
Oy, Oz les directions rectangulaires des trois axes principaux; et A,
B, C les trois moments d’inertie de ce corps autour des mémes axes.

On vient de voir que, si I’on considére un autre axe quelpdnque oI,
on aura, en désignant par I la valeur du moment d’inertie qui s’y
rapporte, I’expression

I=Acos’A + Bcos®u. + Ccos® v,

ou A, w, v sontles-inclinaisons respectives de 'axe OI aux trois axes
principaux Ox, Oy, Oz.

2. Ge qu'on appelle le moment d’inertie d’'un corps autour d’un
axe quelconque, n’étant autre chose que la somme des produits de
toutes les molécules dm de ce cf)rps par les carrés de leurs distances r
a cet axe, on.peut toujours.en représenter la valeur [r*dm par le
simple produit m.K?*; en désignant par m-la masse entiére du corps,
ou le nombre de toutes ses molécules supposées égales entre elles,
et par K?, le carré moyen entre tous les carrés des ‘distances de ces
molécules & ’axe dont il s’agit.

Le moment d’inertie du corps étant ainsi représenté par mK?, c’est-
a-dire comme le serait celui d’un point chargé de toute la masse et
placé & une certaine distance K de ’axe que I'on considére, il serait
trés-naturel de nommer cette ligne K le bras-de levier de I'inertie, ou
simplement le &ras de Uinertie, autour de cet axe: et c’est ce que
nous ferons désormais pour simplifier le discours, oti I'on aura soin

P, 9
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de se rappeler que cette hgne, nommee le bras de lUinertie, nlest
autre chose que le cété du carré moyen eritre les carrés des distdnces
de toutes les molécules égales du corps & 1'axe que l'on considére.
Ainsi, au lieu des lettres A, B, G qu'on emploie d’ordinaire pour
désigner les irois moments-d’inertie autour des axes principaux, je
prendrai les expressions fe T

v

T e
v -~ S

ma?, mf@*, my*;

m étant la masse du corps, et les lignes a, 3, 7 les trois bras respectifs
de I'inertie de ce corps autéur des mémes axes.

T T

Ed

- De Dellipsoide central des c.qrps.‘

-

3. Dans le probléme qui nous occupe et ou I’on suppose le corps
_ libre de toute action étrangeére, il suffit de connaitre le point qui fait
[ ]e centre de la rotation, les directions des trois axes principaux, et les
trms bras de Pinertie du. corps ‘aotour de ces axes. Le mouvement du
b corps, quelle que soit sa- figure, ne dépend exactement que de ces
B données, et I'on peut faire abstractlon de tout le reste.
& Mais pour avoir sous les yeux une’ figure symetnque ou ’on voie
clalrement toutes ces données du probléme,. j’imagine qu'autour du
pomt O comme centre , et sur les droites Ox, Of, Qz comme axes
prmc1paux -on decnve un elhpbmde dont I'équation soit

P

o x% + @2 y + y z2* = R* = constante,

'ﬁil ] R étant une ligne quelconque qu’on pourra, Prendre a vo]onte
Si 'on nomme a, by ¢ les deml-axes ou rayons priricipaux, de cet
ellipsoide, de sorte que son equahon prenne la forme

F - _7'2 2
t ! T -, 3 + bz + =1 H
ke RO ol

on aura, pour les valeurs de @, b, ¢,

’ ) ’ ‘ R2 . M 'R? RQ

<) a = —; b==—, c¢= H
{ 3 ; e : 7
I s dou. lon voit que les trois axes prmczpauoc “de cet ellipsoide sont
1k réciproques aux trois bras de Uinertie du corps autour des mémes
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axes.” Or, ce qui est’ tre%-remarquahie c’est que la ‘mémé proprwte

-s'étend 4 tousles diametres ]e veux dire que, dans cet ellrpsmde un
dlametre quelconque est reclproque au bras de I'inertie du corps au-

4
tour de ce diameétre; et vice versa A1n51 de meme que le prodult m B—‘
exprime le moment. d’inertie du- (,orps autour de Paxe principal dont

la deml-longueur est-a, le prodult m ?2

autonr d'un dlametre quelconque dont la dmm—longueur est.d.
~ Soient, en effet, x’, 7', 2’ les trois coordonnees de P'un des bouts

PXpleP le moment d’inertie

l ' 7

de ce diametre; les fractlons Z L, % seront les cosinus de ses incli-

27379
naisons aux-trois axes principaux. Or, eén désignant par md* le mo-
ment d’inertie du corps autour de ce diamétre, on a, par la formule
citée (n° 1),

2 R¢ z'* Y kg R =z
; 2 el LA
; md*=m — a,—l-—m b=+m Tl
; ‘" . },-/2 * 12
d’ou V'on tire <a cause de S + b + g = 1) "
Rt .. R?
md? = ms; oou d=3

ce quiil _/allazt demontrer.

4. U elhpsmde que Je viens. de définir Jomt dong de cette Propriéé
remarquable qu ‘autour d’un quelconque de ses diameétres, le moment
d’inertie du corps est rec1proque au carré de ce dlametre ete est cet
ellipsoide, dont la conmderatlon va ]eter le pius grand jour sur ia
théorie.'de. la rotatlon des cor'ps que Jje nommeral desormals Vellip-
soide central. : it

Quelles que soient la ﬁgure et la constitution du corps dont .on
étudie le mouvement, on va denc ici en faire’ -entlerement abstrachon
pour ne plus voir que celle de cet e]hpsmde centra] qu’on \1ent de
lui inscrire, et qui-a ce trlple avantage de mettre a- la fois sons.nos
yeux le centre et les axes prmc:paux du corps; de nous donner tous
1es moments d znertm qu on pourralt avoir a conmderer en montrant
‘chacun d eux, autour d’un diamétre que]conque comme: exprlme par
tine méme fonctlon 51mp]e de la ]ongueur de ce diameétre; ‘et enfin

9...
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de nous offrir, comme on le verra plus loin, ’expression la plus claire
et la plus facile du théoréme relatif 4 la position que prend I'axe in-
stantané par rapport au plan du couple d’impulsion qui lui donne
naissance. '

'La grandeur absolue de cet elhpsoxde n'est pas déterminée : car si
les bras de Uinertie o, 3, 'y sont toujours donnés de ]ongueur pour
chaque corps, les lignes réciprogues a, b, c ne sont ici dennées que
de proportion, puisqu’elles dépendent de la ligne R qu'on voudra
choisir. Ce qu’il y aurait de plus simple serait de la prendre égale
a I'unité de ligne, et de poser tout de suite R =1; car, dans nos
équations, qui ne peuvent donner que des rapports, il est évident
que R ne peut rester gu’en facteur commun i tous les termes, et, par
conséquent, doit s’en aller d’elle-méme comme si I’on avait fait tout
d’abord R = 1. Mais je garde encore un moment cette indéterminée R
pour 'homogénéité de nos expressions.

5. Cela posé, considérons un corps qui a recu des impulsions
quelconques que nous supposerons sur-le-champ réduites -4 une
seule P appliquée au centre O, et a un seul couple G-

Si le corps est forcé de tourner sur un point fixe, on prendra ce
point pour le centre O si le corps est libre, on prendra le point O au
centre de gravité du corps. Dans le premier cas, la force P sera im-
médiatenient détruite par la résistance du point fixe, et il ne restera
que Veffet du couple G 4 considérer. Dans le second cas, la force P ap-
pliquée au centre de gravité O ne produisant sur le corps qu’un pur
mouvement de translation, toute la difficulté se réduira de méme a
trouver le mouvement de rotation qui provient du couple donné G.
Voyons don¢ quellé ést cette rotation au premier instant. .

De la rotation du corps auw premier instant.

Soit menée, par le centre O, -une ligne G qui représente 4 la fois
V'axe et la grandeur du couple apphque Si 'on projette cette ligne G
sur les trois axes principaux du corps, les trois projections respectives
L, M, N représenteront, pour leurs axes et pour leurs grandeurs, les
trois couples dans lesquels se décompose le couple G autour des
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mémes axes. Or, chacun de ces couples étant perpendiculaire sur un
axe principal, on a démontré que ce couple, §’il agissait seul, ferait
tourner le corps sur cet axe lui-méme, et avec une vitesse angulaire
mesurée par la grandeur de ce couple lelsee par le moment d’inertie
du corps autour de cet axe principal. Les trois couples I, M, N ten-
dent don¢ 4 faire tourner autour des trois axes principaux Oz, Oy,
Oz avec des vitesses angulaires respectives p, ¢, r proportionnelles
aux grandeurs L, M, N de ces couples et réciproques aux trois mo-
R R Rf , s
ments principaux. d’inertie m —. m -, m —; de sorte qu’on a
i _

La? M 5? N
p= R q :m_B:‘, r=;¢i‘
Or ces trois rotatlons Pr §, 1 se composent en une seule § représentée,
pour son ‘axe et pour sa grandeur, par la dlagonale du rhomboide
rectangle construit sur les trois lignes qui representeralent a la fois
les axes et les grandeurs de ces trois rotations PiqsT

6. Donc, au premier instant, le couple &’ impulsion G tend a faire
tourner le corps avec une vitesse angulaire ¢ exprimée par
— 2 2 2
f = \/p + q*+r?,

et autour d’un axe dont les inclinaisons respectives aux trois axes
principaux du corps ont pour cosinus

Ainsi, en mettant dans ces expressions, au lieu de p, ¢, r leurs valeurs
tirées des trois équations précédentes, on aura par les données L, M,
N, laxe et la grandeur de la rotation §-2 laquelle le couple G donne
naissance an’premier instant, comme on I'a vu (1™ partie, n® 47).

7. Bémproquement si Pon consldere un corps qui tourne actuel-

Jement autour d’un axe avec une vitesse donnée 6, et qu’on cherche

I'axe et la grandeur du couple inconnu G qui, appliqué au corps en
repos, serait capable d’y prodmre la rotation actuelle qui I’anime, on
décomposera cette rotation § en trois autres p, g, r autour des trois
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axes principaux- du. eorps et. les ‘mémes équations précédentes, mais
ot on regarde mainténant p q; rcomme données, feront connaitre
les valeurs T, M, N des trois couples qui ‘tendraient 3 produire ces
trois i-otatlons respectwes- d’on1 il v1endra, pou‘-r la grandeur du
conple G qua prodmt la rotation donnée 4,

IRV v pray v cpy )

et, pour les trois cosinus de 'inclinaison de son axe aux trois axes du

M N
? -G' ? "G

T

corps, N
G

8. Les rotations Py q, r autour des ‘trois axes prmmpaux du corps,
étant én raison directe des couples L, M, N qui les produisent, et en
TalbOD ‘inverse deq moments d’inertie du _corps autour des mémes
axes, et ces moments d’ 1nert1ecetant en general megaux on voit que
p, ¢, r-ne sont pas prOportlonnelles alL, M N, et que le rhomboide
reetangle ou se- composent les rotations n’est pas semblab]e au rhom-
boide ou se ‘composent les couples : de sorte que les deux dlagonales
ont des directions différentes; et qu’ainsi axe instantané de la. rota-
tion n'est pas, en général, axe du couple qui-la produit. Ces denx
axes ne se confondent que dans le cas ol I'axe du couple appliqué se
trouve étre un des axes pr1nc1paux du corps. Dans tout autre cas,
Yaxe instantané est incliné a axe du couple ‘et il résulte des expres-
sions précédentes qu’en désignant par i Finclinaison mutuelle de ces
deux axes, on a, par la formule connue,
L p + Mg+ Nr

ch i P i

Cos [ =

NIms v01c1 par la consxderatlon de notle elhpsozde centml une expres-ﬂ
sion bien plus ‘cliire de ce qui regarde la posmon relatlve dn coup]e
et de axe instantané dans Pintérieur du corps.

F xpresszon nouveble a’es tkeoremes guz precedent

¥ 9 “Considérons le point 1 ot Paxe mstantane va, rencontrer la sur-
face de 1" e]hpsmde <central, lequel point marque ‘sur: ‘cette surface ce
que nous nommerons - desormals le. poie instantané de la .rotation.
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Si Ton désigne par x/, 7'y &’ les coordannées ‘de ce .pole’; on aura
pour le plan qui touche en I'P e]llpsmde ou plutét, pour: le plan dia-
métral parallele a ce plan tangent I’équation
yyi o= ‘

. _l" b2 "'l"‘ ~— == 0. ";‘
Or, la direction de I'axe instantané OI n’étant autre chose que celle
de la dmgonale du rhomboide rectangle construit sur les trois hgneq
qui représentent-p, g, r; il est évident que les coordonnees x'y gy ;.
du pomt I sont proportlonne]les A'p, gs - Mals celles-c1 comme on
’a va-plus haut (n° 5), sont propornonnelles Lia?, Mb?, N¢* donc
on peut mettre, a la place de x’, y'y #',.ces trois’ dermeres quanutes :
et il vient, pour l equatlon de ce plan paral]ele au plan tangent,

Lx+Mj+Nz—~o

Or:il est évident que cette équation n’est autre.chose que cell¢ 'd’un
plan-‘per-pendiculaire’ . la ligne G dont les trois projections sur les

~axes sont. L, M, N; et, par conséquent, cest Péquation méme "du

plan du couple

- Donc l’axe instantané de la rotation due & un couple n ‘est autre

clzose que-le diamétre conjugué aw plan de ce coupie dans lellzpsozde
central du.corps que l'on canszdere ‘

i

‘Remarque.

10. Nous sommes arrivés Ace theoreme par la considération de cet
elhpsolcle\central que jai d’abord défini et bien fait’ connaitre : mais
cette.:marche. synthethue, qumque assez - favorable a I’ exposltlon )

-pourralt sembler indirecte, en ce qu’on ne voit pas b1en ce'qui a pu

nous donner 1'idée de cet elllpsmde. Je veux donc¢,en passant faire
remarquer qu on .peut ausst trouver le. théoréme d’une maniére- di-
recte ;-ce. qui méne alors'a la considération de notre “ellipsoide cen-

tral; et je dirai’méme que Cest par -cette voie que jen ai eu‘la pre--
miére idée. '

. En effet, si: ‘Pon considére. le couple G dont les trois composants
autour des axes sont des1gnes , comme ci-~dessus, par L, M, N, il est

w
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évident que "équation du plan de ce couple est
Lx +My+ Nz=o0;

et que, par conséquent, si ’on met au lieu de L, M, N leurs valeurs
Ap, Ag, Cr, cette équation devient

Apx + Bgy +Crz="o.

Or, par la théorie des plans tangents, il est clair que cette équation
est celle d'un plan paralléle 4 celui qui toucherait la surface repré-
sentée par I’équation

Ax? + By? + Cz2* = F? = constante,

au point dont les trois coordonnées x’, ', z’ seraient proportion-
nelles a p, ¢, r.

Mais la surface dont il s’agit est évidemment celle d’un ellipsoide
aux trois-dxes respectifs F : \/K , F:1\/B, F: /G, et, par conséquent,
de longueurs réciproques aux racines carrées des trois moments prin-
cipaux d’inertie A, B, C; ou, ce qui revient au méme, réciproques
aux trois bras o, 3, y de I'inertie du corps autour des mémes axes.

Donc le plan du-couple n’est autre chose que le plan conjugué i la
direction de I'axe instantané dans cet ellipsoide, et réciproquement.
D’ou 'on voit qu’en dynamique, la considération de I'ellipsoide cen-
tral des corps est aussi naturelle que celle du centre de gravité.

11. Comme un couple peut toujours étre transporté dans un plan
quelconque paralléle au sien sans que son effet sur le corps en soit
chahgé, on peut toujours supposer que le plan du couple appliqué,
au lien d’étre conduit par le centre, est mené tangentiellement a la
surface de P'ellipsoide central; et alors on peut dire : :

Que si un-corps est ﬁuppe' par un couple dirigé dans un plan quel-
conque ‘tangent & Uellipsoide central, le péle instantané de la ro-
tation a laquelle ce couple donne naissarce, est précisément au point
de contact. -

Et réciproquement, si le corps tourne, on peut dire que le couple
actuel ‘qui Uanime est dans le plan tangent au péle; ce qui nous
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parait un des théorémes les plus simples et les plus élégants: qu’on
puisse offrir én dynamique sur la théorie si difficile et si obscure de la
rotation des corps.. .

On voit toutes lés conséquences claires et faciles qui découlent de
cette- lumineuse proposition : mais jé ne veux point ici m’y arréter; il
faut que. j’ayance, et que, par le seul raisonnement, j’arrive de suite
4 la solution compléte du probléme qu’on se propose : car il ne s'agit
pas seulement de déterminer la rotation du corps au premier instant,
mais il faut voir comment cette rotation change d’un instant 4 Paatre,
et peindre, .pour ainsi dire, le mouvement du corps dans ‘toute la
suite de son cours. ‘

De la rotation du corps dans toute la suite-du temps:

12. Et d’abord il est bien clair que cet axe OI, gqu’on appelle
instantané, nest, en effet, immobile qu'un instant : car de la rotation
méme § autour de cet axe, il nait, pour toutes les 'molécules égales
du corps, des forces centrifuges toutes proportionnelles aux rayons
des cercles décrits, et dirigées suivant ces rayons. Or axe OI n’étant
point, par,hypoth‘ése_,‘ un des axes principaux du corps, ces forces
centrifuges ne se font point équilibre entre elles: étant transpor-
tées parallélement & elles-mémes au centre O, elles donnent bien
une résultante qui est-nulle d’elle-niéme si ce point est le centre de
gravité du. corps, ou qui est détruite si ce centre O est un point fixe;
mais leur. couple résultant g n’est pas nul. Il provient donc de la ro-
tation méme du corps un couple accélérateur g dont 'effort gdz pour
un instant d¢, imprime & ce corps une rotation infiniment petite y dz,
laquelle se compose avec la rotation actuelle ¢, et fait varier 'axe et
la grandeur de cette rotation. '

13. Pour étudier le mouvement du corps, il faut donc commencer
par chercher ce couple accélérateur  qui nait des forces centrifuges
dues 4 la rotation 8 autour de I’axe instantané OI. Or on a démontré
que 'axe de ce couple g est perpendiculaire 4 la fois 4 I'axe instan-
tané et a 'axe du couple G qui produit la rotation actuelle §; et que
la grandeur de ce couple g est exprimée par G8'sin i, i étant Pincli-

P. 10
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naison mutuelle des deux axes G et.§; théoréme qu’on peut énoneer
de la maniére suivante : 3

Si I'on prend deux lignes dont I'une représente l'axe et la gran-
deur du couple d'impulsion, et 1’autre Uaxe et la grandeur de la ro-
tation instantande, le couple accélérateur dit auzx forces centrifiiges
est toujours représenté, et pour son. plan, et pour sa quantité, par la
surface du parallélogramme construit sur les deux lignes que Uon
considére. ‘ ' e

14. De ce simple théoréme on pourrait conclure le' principe de la
conservation du couple d’impulsion G dans toute la suite du mouve-
ment du corps; et réciproquement, _de ce principe on pourrait ti_rer
la démonstration du théoreme, comme on Pa vu (1™ partie, chap. II,
art. V).

Nous pourrions encore montrer en passant que ce théoreme sur les
forces centrifuges, st Pon veut le traduire en analyse, donne sur-
le-champ les trois équations si élégantes qu'Euler a trouvées le pre-
mier pour la rotation des corps, mais qu’on ne démontre d’ordinaire
que par de longs circuits dg galculs et de trigonométrie. Mais nous
reviendrons plus tard sur ces expressions amalytiques: il faut ici
reprendre et suivre le fil de notre raisonnement.

15. On vient de voir que le couple g, qui nait des forces centri-
fuges, e‘st toujours situé dans le plan GOI de P’axe du .cqup_,le d’impul-
sion G et de ’axe instantané de la rotation §. Donc, par le théoreme
démontré plus haut (n°9), I'axe sur lequel ce couple g tend 3 faire
tourner le corps n’est autre chose que le diametre Oy conjugué au
plan GOL dans Vellipsoide central. Mais le diametre. conjugué a ce
plan doit I'étre & toutes lés droites menées par sqn‘;p_ied O dans ce
plan, et, par conséquent, il est conjugué 2 Paxe OI: et de cela seul il
résulte que ce diamétre Oy est situé dans le plan meéme du couple
d’'mmpulsion G ; car, ce plan étant conjugué a Paxe instantan&- Ol
(n° 10), il est le lieu de toutes les droites qui peuvent étre conjuguées
a ol
" Donc Vaxe Oy de la rotation y due au couple accélérateur g qui
provient des Jorces centrifuges, est toujours situé dans le plan méme

du couple dimpulsion G dont le corps est actuellement animé.
L
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16. Donc; si 'on prend-deux lignes, 'une § qui représente la rota-
tion actielle, Pautre Oy’ = jdt qui représente la rotation que le
couple g fait naitre en un instant dt, et que sur ces deux lignes on
achéve le parallélogramme, afin’ d’avoir dans la diagonale 6’ la ligne
qui représente.’axe et la grandeur de-la rotation au bout d’un in-
stant d¢, on voit que I'extrémité de cette diagonale §’ est, au-dessus
du ‘p]a-'fl du couple G, 4 la méme h-aut-eui'-que Pextrémité du coté 0;
puisque le coté O7y’, étant dans le plan méme de ce couple, le coté
opposé du parallélogramme est paralléle 4 ce plan. Mais la hauteur
de_l"extrémité de la ligne 8, au-dessus du_p"la_n du couple, est évi-
demment exprimée par G cos: donc on a cette équation remarquable

‘ 9 cos i = constanle,
C’est-d-dire que la vitesse angulaire 0 estimée autour de Uaxe fixe du
couple d’impulsion reste la méme dans tout le cours du mouvement.

17. De cette méme équafion résulte encore ce qu’on appelle le
principe des forces vives. Car si 6 cosi est constante, comme G est
aussi constant, on a

G0 cos i = constante.
Or le facteur G cosi, qui n’est autre chose que le couple G estimé
autour de OI, est évidemment égal 4 6.1, en désignant par 1 le mo-
ment d’inertie du corps autour de I'axe instantané OI. On a donc

GO cos i = 2.1 = constante.

Mais 1 désignant, par hypothése , la somme des produits de toutes les
moléculés du corps par les carrés de leurs distances & 'axe ge rotation,
il est clair que 62.1 exprime la somme des produits de ces molécules
par les carrés de leurs vitesses ; et comme chacun de ces produits se
noinme la_force vive de la molécule que Pon considére, on peul dire

que la somme dés forces vives de toutes les molécules du corps demeure
constante dans tout-le cours de la rotation : ce qui est ici, non pas
un -fiouvean principe, mais un simple corollaire du principe de la
Conservation des couples, ou des aires, quand ce principe est complé-
tement exprimé ; ¢’est-a-dire, quand on éxprit’_ne que G est invariable,
non-seulement de grandewr, mais aussi de position dans Vespace

absolu.
10..
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Je fais en passant cefte remarque parce qu’elle intéresse la doctrine,
et que, dans la théorie du mouvement d’un corps ou systéme inva-
riable de figure, ce serait une faute de-dire ; comme on le fait quelque-
fois, que telle ou telle vérité dynamique se démontre par la’' combi-
naison du principe des aires-avec le principe des forces vives: car, ce
second -principe étant ici essentiellement renfermé dans le premier,
cette locution serait une preuve qu'on n’entend bien ni 'un ni I'autre.
Mais poufsuivom'

18. Sil'on nomme u le rayon vecteur OI qui va du centre au pole

mstantane I sur la surface de I’ elhpsmde central , le moment d’merne

]

du corps autour de Ol sera exprimé, comme on I'a vu, par m -

Mettant donc cette expression au lieu de I dans I’équation qui pré-
cede, on aura

Rs B
‘m — §* = constante : e
mR!
constante qu’on peut mettre sous la forme —— — en _désignant par K

une ligne constante. Et de 14 on tire I’équation
" 0

L I
w k

D’ou résulte ce nouveau théoréme, que dans tout le cours du mouve-
ment la vitesse angulaue ¢ de la rotation est proportionnelle a la
longueur méme du rayon vecteur qui va du centre au péle instantané

sur la surface de 1 ellzpsozde central.

19. Donc, comme on a trouvé plus haut que § cos i est constante,
on peut conclure que u cos i est aussi constante, et que, par consé-
quent, la hauteur & = u cos i, du pole I au-dessus du plan diamétral
du couple G, est constante dans tout le cours de la rotation: ou
bien, si ’on prend comme il est permis, pour le plan du couple G,
le plan parallele zangent au pole, on peut dire que le plan du couple
d’impulsion reste toujours & la méme distance h du centre O de Uellip-
soide.

20. Mais ce centre est immobile dans I'espace absolu, et le plan
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du couple ‘reste tou]ours paralléle 2 lui-méme : donc ce plan, qui
touche sans cessée Uellipsoide central-au pdlé instantarié de rotation,
est toujours'un seul et méme plan Sfixe dmzs lespace absolu
Donc, le mouvement du cor ps, ou, ce qm est la méme chose, le

mouvement de: Iellipsoide- cetitral est de ‘telle nature, que cet ellip-
soide reste, en contact avec un méme plan fixe dans I’ espace *absolu ;
qu ‘il tourne a chaque instant sur le rayon vecteur qui va du centre
au point de contact, et qu ll tourne avec une vitesse angu]alre pro-
portionnelle 4 la longueur méme de ce rayon.

21. Cet ellipsoide ne fait donc que rouler, sans glisser, sur le plan
fixe que 1’on considére : car, comme tout son mouvement consiste a
tourner pendant un instant sur la ligne menée du centre au pomt de
contact, I'ellipsoide améne au bout de cet instant un nouvedu point
de sa surface en comtact avec ce plan; et ce nouveau point, qui ‘de-
vient e pole de Ia rotation pour Pinstant suivant, reste 2 son' tour
immobile pendant cet instant, et ainsi de suite 4 Pinfini; d’ou il est
manifeste qu’aucun de ces points par. ]esquels Pellipsoide vient se
mettre en- contact. avec le p]an fixe, ne peut jamais glisser sur ce
méme plan.

22. Telle est donc enfin l’ldee claire et nouvelle qu’on peut se
former du mouvement si comphque et si obscur d’un corps de figure
quelconque qui tourne librement, soit autour de son centre de gra-
vité, soit autour d'un’ pomt fixe quelconque’, en vertu d’in COup]e
dont il a regu primitivement I'impulsion” dans tel plan donné, qu’on
voudra :

Considérez le centre de gravité du corps, ou, si le corps n'est pas
libre, le point fixe qui fait le centre de sa rotation. Au‘tour de ce point,
et sur les directions des trois axes principaux d’inertie qui s y rap-
portent , imaginez un ellzpsozde construit avec trois. axes de longueurs
réciprogues aux BRAS DE L'INERTIE du corps autour des mémes axes;
et faites maintenant abstraction de la figure du corps pour n y plus
voir que celle de cet ellipsoide que j'ai nommé.1’ELLIPSOIDE CENTRAL.

Si wous supposez que cet ellipsoide, dont le centre est retenu immo-
bile au méme point de Despace, roule sans glisser sur un plan fixe avec
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léquelson Ua mis -en contact ; vous:-anves Lfa:fepréserzmt;ion-exacte du
Hivipdtient gdonidtrique yie. suit le €orps:en: vertti du couple qui I'a
frappé dans te plan ‘fixe que'l ‘onconsidere t et si vOUS qjoutez__-_,que--la
vitesse ungulaire avec laguelle il tourne & chaque instant sur le rayon
mené du. centre au: point de contact, est pl_’oportiorzmlellg 4. la-longueur
méme de ce rayon; vous-aures & la. Jois le mouvement géométrique et
djna1nique--de ‘ce cérps ; Clest-a-dire que rvo_&s, verrez avec clarté, non-
seulemerit-la suite continue des lieux que le corps doit venir occuper,
nais encore la proportion des temps qu'il met ales parco,urii";_ce' -qui
est U'idee co4mplé'te‘ du mouvement du corps considéré dans' le cours

injini de sa rotation. :

‘Réflexcion genérale.
9%. Nous voila denc conduits par le.seul raisonnement 4 une idée
¢laire que les géormetres n’ont pu tirer des formules de 'analyse. Clest
un nouvel exemple qui'montre Pavantage de cette méthode simple- et
naturélle’ de-considérer. les choses: en’ elles-mémes, et sans les perdre
de vue dansle cours du raisonnement. Car; sil’on se corlténte, comme
on le fait-d’ordinaire, de traduire les probléemes en équations, et-qu’on
s'en rapporte ensuite aux transformations du calcul pour mettre au
jour la solution qu'on a en vie, ot “trouvera l¢ plus souvent que
cette solution est encore plus ‘cachée dans ces’ :symbole‘s‘ana‘ly?t’i‘ques,
qu"ellé ne l'était dans la natare ‘méme “de la “question proposée. Ce
n’est donc-point dans le calcul que réside cet art qui nous fait décou-
vri‘r‘;’ mais- dans cette considération attentive des choses;, ou Vesprit
cherche avant tout & s'en faire une idée, en essayant, par I’analyse
pr’op'i*‘éhieht dite, de les décomposer -en d’autres plus simples, afin
de Yes révoir ensuite conime si ‘elles  étaient formées par la réunion
dé ‘ces choses simples ‘dont il a une pleine co-r‘maissance.'(le n’est pas
que’les -clibses “sofent composees zde-.ceﬁte .maniére; mais c’est notre:
seule’ fnaniere-de les voir, de no"us*gn*fahé une idée , et partant de-les
“onnaitre. Ainsi notre ¢raie niéthode ri’est ‘que ‘cet heureux mélange
dé"']"‘éxﬁ-a'iys*é ¢t de la “syntheése ,~ou le -ealcul n’est employé que
¢omine un instrument. Instrument. précieux et mécessaire sans doute,
Pa’(’-ce q&h"%l"assﬂre et facilite notre marche; mais qui n’a par lui-méme
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aucunewertu -propre; qui. ne dirige. point Pesprit, mais que Pespri
doit diriger, comme tout-autre instrument, .. . o
Ce qui a pu faire illusion 4 quelques. ‘ésp‘rz_its sur cette. espéce, d
fgrce quils supposent anx formules de .i_’aha]yée c’est u’onpel :
tire, avec assez de facilité, des vérités déjﬁ C_Ornnu'e;vrlét qu;gﬁ =ry‘-.-a 1: e--
ainsi dire » soi-méme introduites, et il semble albré qué. .l’.anél sez 5(:‘;"
donme ce qu'elle:ne fait que nqus;frendte dans 11-1>1j“‘éut1'r;e :ia;]ha .
Quand un théoréme est connu, on'n’a qu'a l’ea.:-Primer.' dirdes ';ég o
tions; si le théoreme est vrai, chacune d’elles ne péﬁt mfmuer d(’]:l y
e’xac_te_,v_aus_:sj_bien que les transformées qu’on en’ peutde.ﬁnre ,P‘""e tn:
I'on a:rrlve ainsi 4 quelque formule évi_d,entg-,bu bién établie d”-ai]:le'u‘r";
on,-n.:e_l qg’g‘; prgndm cette .gx.pre,ssionicomme;aun "}')Oi-nt dedepart | é:
revenir sur ses pas. et le caleul sen). parait avoir cond: it comme de
lui-méme an. théoréme dont. il. s°agit., Mais cest en -é:é!';av qﬁé -ie‘vlec
tel}r est trompé: Ajnsi, pour prendre notre exempledqns Ia uestr—
méme qu1 fait Pobjet de ce M.émbi,rg , il est. blenclalr qu’au gurd’;lg]
rien. .xle-se-pait plyg aisé.que de retrouver nos theoremesdallls le:rﬂél-l]
px:ess,lo‘ns analytiques .d’Euler ou de, L_égr_;lﬁge_, etmemecje iss :-:1;
desager avec un air de facilité qui feirai.‘t croi.ré qzﬁe 7;:e-s- formules d
Yalent les pmduire’qunta»némgn\t. Qe;}endant,- c,omrhé :c.es i::lées 66;
Zchap_pe_ Jusq;u’i;c::i’ a tant de géometres qui ontAtransféﬂﬁé.ces fd;lnlxiz;s
zitl;n.t :dtie maniergs, il faut cc_)n_ve;n.i.r- que cette analyse ne les d,o‘ﬁnéit
point, puisque, pour les y voir, il aura fallu attendre-qu’un aut
parvint par une voie toute différente. . Sy
.Nf);as. aurions -bien d’autres réflexions 4 faire, et de plus grand
exemples a produire, si pows. voulions montrer,. d"'ﬁﬁé} Ert tgn ;1 .
c!u,.e l’jlesll)?iy doit de lumiére 4 cette méthode ‘xnau’qu'll)é ptéili; Secf’,
i’:L ;&eﬁnll,,e‘ plus hau_t; et qui constitue notre véritém»é:a;i'a.lg;rsé ,qét che
analytiameo ot Taw. cnlt onformn we o, e do 008 formule
i F'on. croit enfermer une question, et quelquefois méme
gne :smgch ._.tou;t, entiere.. San;s, c]pu,_te, la-science ¥ est coptenue, ¢cg
elle le serait dans tout autre ,principé énoncé Bn terme,s g;(i;perz:;::e
e R SAE Y eadubehed )

majs la difficulté reste de I'en faire sortir : et cette. diffigulté n’en, de-

;uiztae!l(l;, pas plus grande? Et; par exemple, pe fayt-il pas, bign con-
d:“ l“” a -al fois et la mécanique et les artifices-de V'analyse, pour tirer
a seule formule. générale d-e_s vitesses virtuelles, -jer‘ n.e"c,‘lié P%S‘
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quelque n'duvéau;.tl}éqt?éme (ce dont je ne vois guere d’exeTPles); mals
seulement les prdpdsiti_ons,_particuliéres’ qui pous'sont déja le mieux
connues? L traduction n’est-elle pas souvent plus difﬁcile-‘qug le
tex'.te> lui-méme, jAe veux flire ‘que la considération immédiate deg
choses que’ on veut étudier? L’illustre auteur qui a voulu tra!ngfprt
mer la mécanique en une -question de 'calcul, a sans douteﬂremp?t
son objet avec toute la clarté et toute l’éléganc¢ qu'on en pouva;’t
aitendre. Mais si la véritable a'-naly:".e brille quelque .partﬁdans la Mé-
cam’que‘anq'ilyt’ique, j’o.sez*ai dire que cest ;};Jien--mo'm.s' dans ces calculs
que l'auteur range avec tant d’ordre et de symétrie, que darys ces
lumineux rapprochements qu’il indique entre v]e's méthodes, et su,rtqut
dans’ces adinirables préfaces qu’il a placées i’ la téte des différents
livres de son ouvrage, ou il examine et discute les principes fonda-
mentaux de la science, et fait I’histoire instructive du ‘mptivenlenF de
l'e_sprii- humain dans cette mﬁte délicate .d’idées ﬁneset wd(:..l- sgllltl_(’)ns
ingénieuise‘S 'qui ont peu a peu formé la scflence' de la’ N‘I(?Qal?lfil'le'. C e(:ist
paiij"]e‘l que. ce ‘bel ouvrage pourra ssrv_l-r- aux progres gltemeura ~ ]e
Pesprit, en lui montrant la route qu’il a suaivie, et qui e§t- encore la
route ot il doit continuer de marcher.’ Qan, encore une. fms,garc\!pns—
nous de croire qu'une science soit faite quand on 'l’a fédunte avdes
formules analytiques. Rien ne nous dispense d’étudier 1'es.chos,es en
elles-mémes, et de nous bien rendre’compte des idées qui font I'objet
de hos spéculations. N’oublions poin.t que E'es rés'ultatf (’ie.nos calculs
ont presque toujours besoin d’étre vérifiés, d’un autre coteé, par qqelque
raisonnement simple, ou par l’expérience. Que-si le caleul s.eul pe.ut
quelquefois nous offrir une vérité nou_ve]lg, 1¥ nfa faut pas croire
que; sur:ce point mém(‘a,'l’es[)rit n’ait plus rien 4 »fa’urfz : mais, au cqul-
traire, il faut songer que, cette vérité étant ?ndepend:fmt(.a .des mé-
thodes ou des artifices qui ont pu nous y pondll’ire,.ll existe: cer-
tainement quelque' démonstration simple qui pour‘ralt ,]a porter a
Pévidence; ce qui doit étre le grand objet et le dernier résultat de la
science mathématique. ’ S N

Qu’on me pardonne ces réflexions que J(.a’frils, ]"ose lg dire, da‘ns
Panique intérét de la science..Je connais le caractére propre et ('h§-
tinctif de I'analyse ‘algébrique; et je pourrais fneme .d1fe avec préci-
sion en quoi cet art a pu perfectionner la logique ordinaire du dis-

-
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cours : je sais tout ce que les bons esprits doivent au calcul; mais je
tiche d’éclairer ceux qui se trompent sur la nature de cet instrument ,
et en méme temps, de prévenir Pabus que d’autres en peuvent faire
en profitant de cette illusion méme. Car, sitét qu’un auteur ingénieux
4 su parvenir 4 quelque vérité nouvelle, n’est-il pas & craindre que le
calculateur le plus stérile ne s’empresse d’aller vite la rechercher dans
ses formules, de la découvrir une seconde fois, et sa maniére, qu’il
dit étre la bonne et la véritable; de telle sorte qu’on ne s’en croie plus
redevable qu’a son analyse, et que I'auteur lui-méme, quelquefois
peu exercé, ou méme étranger A ce langage et i ces symboles sous
lesquels on Iui dérobe ses idées, ose a peine réclamer ce qui lui-ap-
partient, et se retire presque confus, comme §’il avait mal inventé ce
qu’il a si bien découvert? Singulier artifice, que je n’ai pas besoin de
caractériser davantage, mais qu'il est bon de signaler comme’ un des
plus nuisibles aux progrés des sciences, parce qu’il est sans contredit
un des plus propres 4 décourager les inventeurs! -

Mais je n'étendrai pas plus loin ces réflexions générales; et si le peu
que j'ai dit est assez sensible par les exemples qui précédent, on le
verra se confirmer encore par ceux qui pourront suivre.

CHAPITRE T1I.

DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION.

Dans cette image si claire. que nous avons donnée de la rotation des
corps, on voit sur-le-champ toutes les circonstances et toutes les va-
riétés que ce mouvement peut offrir, et 'on est conduit , comme par
la main, aux opérations et aux calculs qu’il faut faire, si Pon veut
en mesurer toutes les différentes affections.

24. Et d’abord, cette suite de points par lesquels ellipsoide cen-
tral du corps vient se metfre en contact avec .le plan fixe du couple
d’impulsion, étant considérée sur la surface de l’ellipseide, y marque
la route du péle instantané dans Pintérieur du corps; et ces mémes
points étant considérés sur le plan fixe, y marquent sa route dans

Vespace absolu. On peut donc déterminer sur-le:champ ces deux
P. £1
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lignes courbes; et, par conséquént, les considérer comme lfa_s bases
de deux surfaces coniques de méme sommet , dont P'une, mobile avec
le corps, roulant sur Pautre qui est fixe dans espace absolu, donne-
rait & ce corps le mouvement précis qui I'anime.

L.

De la courbe décrite par le pdle instantané sur la surface de
['ellipsoide central.

25. Pour trouver. cette courbe, qui est & double courbure, et que
je désignerai.par s, il n’y a donc qu’a chercher la suite des p‘oinFs par
lesquels un ellipsoide , aux rayons principaux a, b, c, serait tou'che
par -un plan- qui resterait toujours 4 une méme distance d.or'mee h
du centre de cet ellipsoide : ou, ce qui est la méme chose, la suite des
points.de contact d’un plan qui'se mouvrait en touchant a la fo%s cet
ellipsoide, et une sphére concentrique au rayon donné k. Or il ‘est
clair que cette courbe s est un orbe fermé, & double courbqn? , espece
de roue elliptique, dont I'axe ou I'essieu est, ou le rayon majeur a de
Pellipsoide central , ou le rayon mineur ¢, selon que le rayon h de la
sphére est donné plus grand ou plus petit que le rayon moyen b de
cet ellipsoide. -

26. Clest, au reste, ce qu'on peut voir par le calcul le plus simple,
car Péquation de la surface de Vellipsoide étant

(1) L=,

la distance du centre au plan tangent est exprimée par

z? .2 2t
R VAT s e
a 5

b

x, y, z désignant les coordonnées du point de contact. En égalant donc

cette expression & la distance donnée %, on a cette seconde équation
- x! , ]2 z? _ i

(). A TETTT R

d’ot1, en éliminant tour 4 tour, au moyen de la premiére, chacune
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des trois coordonnées x, ¥, z, on tire les équations suivantes :
b—at .,  c—at ,  h—a
5 ]+ 04'.:.2 =——k’ 9
ate— b et B2 hr— b
at x2+_ ¢t 2= P
©at— ot 2 bz_ c? . hr— ¢
e =

qui donnent les projections de la courbe sur les trois plans princi-
paux.
Or, a, b, c étant toujours supposés rangés dans cet ordre de gran-
deur
' a>b>c,

et k étant une ligne toujours intermédiaire entre les deux rayons ex-
trémes a et c, il est visible que si & est > b, la courbe s donne une
ellipse sur le plan principal perpendiculaire au rayon majeur a; et
que, si hest < b, elle donne une ellipse sur le plan perpendiculaire
au rayon mineur c. \

27. En général, on voit que cet orbe 4 double courbure se pro~
jette en une ellipse entiére sur I'un des deux plans perpendiculaires
aux axes extrémes a et c¢’'de I'ellipsoide central, en'un arc d’ellipse
sur 'autre plan; et toujours en un arc d’hyperbole sur le plan per-
pendiculaire 4 'axe moyen b.

28. Dans le cas singulier de = b, la courbe devient plane; c’est
une ellipse dont le demi-petit axe est le rayon moyen b de Vellipsoide,

et le demi-grand axe une ligne 8 dont la valeur est \/ a4 ¢* — ‘i;i’
29. Et enfin, dans les deux cas particuliers de 2 = a et de % =c,

la courbe se réduit 4 un point qui est ou le péle A ou le pole C de

Pellipsoide central. ’ '

30. On pourrait remarquer que la courbe s est en quelque sorte
double ; car, tandis que le pole instantané 1 décrit cette courbe s, il
est évident que le pole opposé I’ en décrit nne autre s’ parfaitement

I1..
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égale dans P'autre partie de Pellipsoide; mais il suffit d’en considérer
une seule.’ :

31. On voit que cette courb& a double courbure a, comme une
ellipse, quatre sommets principaux ou elle-est divisée en quatre par-
ties égales et symetrlques, et il est évident que.ces sommets sont les
quatre pomts ot la courbe traverse les deux plans principaux conduits
par I'axe qui lui sert comme d’essieu :.c’est en ces points que le rayon
vecteur Ol atteint ses valeurs maxima ou minima, comme il est facile
de le voir en cherchant le maximum de 'expression

u=yx*+ y*+ 7,

ol les variables &, y, z sont liées par les équations précédentes (1)
et (2). ‘
1I.

De la courbe décrite par le pble instantané dans lespace absolu.

32. La courbe s que le pdle instantané 1 de la rotation trace a la
surface de V'ellipsoide central, étant ainsi déterminée, il est facile de
trouver la courbe ¢ que le pdle instantané décrit sur le plan fixe. Car,
en considérant ’orbe fermé s comme la base d’une surface conique
dont le sommet est au centre O de Vellipsoide, il est clair que, pen-
dant le'-mouvement du corps, ce cone tourne sans cesse autour de sa
génératrice Ol en appuyant le contour de sa base sur le plan fixe, et
qu'ainsi ce contour sy trace en roulant la courbe plane ¢ que le pole
instantané décrit dans ’espace absolu. Les arcs infiniment petits de de
cette courbe plane sont donc parfaitement égaux aux arcs stcces-
sifs ds de cette roue mobile s qui les produit : de sorte que si 'on a
I’équation de celle-ci entre la longueur s de son arc et son rayon vec-
teur u,.il suffit d’y changer s en ¢ pour avoir I'équation de la courbe ¢
entre son arc ¢ et le méme rayon z émané du centre O de T'ellipsoide.

33. Mais comme cette courbe ¢ est plane, si I'on aime mieux la
rapporter & des rayons vecteurs ¢ émanés d’un point pris dans le plan
méme de la’ courbe, on peunt choisir, pour ce nouveau centre, le
pied P de la perpendlcu]alre abaissée du centre O de Iellipsoide sur
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le plan fixe que Yon considére; et alors il suffit de changer « en
V# + oF dans équation dont il s’agit.

34. Le rayon vecteur ¢ de la courbe plane ¢ n’étant autre chose
queé la projection continuelle du rayon u de la roue s dont les &lé-
ments ds vierinent s’appliquer 'un aprés autre sur lé plan pour for-
mer les éléments égaux dc de la courbe plane o, il est clair que le
rayon ¢ va, comme le rayon u, d’un maximum & un minimum ; de ce
minimum % un maximum suivant, parfaitement égal au premier; et
ainsi de suite a I'infini: et cela par des intervalles ou longueurs
d’arcs o parfaltement égaux entre eux, et au quart de la génératrice s.

On voit donc que la courbe o décrite par le pble instantané dans
Vespace absolu, est une courbe plane réguliérement ondulée autour
d'un méme centre; c'est-a-dire- une courbe formée par une suite
d’ondes égales et réguliéres, dont les sommets sont éguidistants, et
qui serpente a l'infini entre deux cercles concentrigues dont elle va
toucher alternativement. l'une et l’autre circonférence.

35.  Si I'angle au centre, qui répond 4 deux sommets consécutifs
supérieurs ou inférieurs, de la courbe ondulée o, est commensurable
avec quatre angles drmts et qu'on désigne par # le plus petit nombre
entier de cercles que cet angle ou ce secteur mesure, la courbe ¢ se
fermera; et le pole qui la décrit reprendra exactement sa premiére
route apres avoir fait 7 fois le tour entier de I'espace angulaire.

-Mais, comme Dintervalle de deux sommets consécutifs de méme
nom ne répond qu’a une moitié de ’orbe mobile s, il est clair qu’il
faut doubler ce nombre de révolutions si Pon veut que le pole instan-
tané se retrouve, non-seulement au méme lien dans I’ espace absolu,
mais encore au méme lieu sur la surface de lelhpsmde central.

36. Si Pangle dont il s’agit nlest pas commensurable avec quatre
angles droits, la courbe ondulée ¢ ira & I’infini sans pouvoir jamais se
fermer; et le péle instantané, qui reviendra toujours périodiquement
au méme lien dans le corps, ne pourra jamais retomber en méme
temps au méme lieu dans I’espace.

37. Telles sont, en général, les deux courbes décrites par le pole
instantané, 'une dacs Vintérieur du corps, et I'autre dans 'espace
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absolu. Et quoique ces courbes soient de formes si différentes, comme
c’est un seul et méme point qui décrit & la fois Pune et Pautre, leurs
équations prises entre. le rayon vecteur émané du centre O, et la lon-
gueur de l'arc décrit, sont exactement une seule et méme équation.
Le.céne roulant, i la surface duquel. la premiére. courbe s sert de
base, est simplement un cone droit du second degré; mais le cne fixe
sur lequel il roule est un céne transcendant dont la surface ondule 4
Pinfini autour de 'axe fixe du couple; c’est aussi une espécé de ¢one
droit et circulaire, mais dont la surface serait, pour aiusi dire, can-
nelée suivant le contour réguliérement ondulé de la courbe ¢ qui lui
sert de base.

. 1L

Des variétés que les deux courbes s et o peuvent offrir dans certains
' cas particuliers.

58. Ces deux courbes ne dépendent, comme on voit, que de quatre
données, savoir : les trois demi-axes ou rayons principaux a, b, ¢ de
Pellipscide central, lesquels sont toujours donnés par la nature du
corps; et ensuite la hauteur h du centre au-dessus du plan-tangent du
couple, laquelle est donnée par la direction du couple d’impulsion.

Les variétés que ces deux courbes peuvent offrir, pour un méme
corps, ne dépendent donc que des valeurs particuliéres qu’on peut
donmer 2 la ligne constante %.

f)rj cette ligne étant la distance du centre de Pellipsoide 4 I'un de
ses plans tangents, est nécessairement intermédiaire entre le plus
grand et le plus petit rayon de cet ellipsoide ; de sorte que les trois
rayons principaux a, &, ¢ étant, comme on Pa dit, rangés dans cet
ordre de grandeur

a > b >C,
on ne peut avoir a distinguer que deux cas généraux , savoir, % com-
pris entre a et b, et / entre b et c; énsuite deux cas particuliers,
savoir, # = @, h = c; et enfin, un cas que je nommerai singulier et
qui est celui de 2 = au rayon moyen b.
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Dans les deux cas généraux, les courbes s et o sont celles quon vient
de décrire. .

Dans les dc_ux cas particuliers de 2 = a, & = ¢, chacune d’elles se
réduit & un .poz'nt qui est, ou le pole A, ou le pole C de Iellipsoide ;
etle corps tourne uniformément autour de I’'un ou de I’autre des deux
axes principaux 24 ou 2c, lequel axe demeure immobile dans l”é,space
absolu, aussi hien que celui du couple G avec lequel il se confond
dans toute la suite du mouvement. '

ipioe centats o avurbe & ap e e o o ey b de Ll
_ ( { duit pas a un point; car, sur la
surface de Vellipsoide, outre le pole moyen»B,; ot le plan tangent /est
a‘une distance z = & du centre O, il y a une infinité d'autres po’intsy
ou le plan tangent peut se trouver A cette méme distance b du centre
de cet ellipsoide, et la suite de ces points forme deux ellipses égales
dont les plans se croisent suivant 'axe moyen 2b, et sont inclinés ax.;
plan principal (@) d'up angle dont la tangente est = ai:\/ %:"“b:,
. . . —_— ¢
de sorte que ces deux ellipses, qui ont, pour leur commun petit axe
la ligne 24, ont pour leur grand axe une ligne ’

2f3 —3\/a_cz+,c’,—<“,c -

B

c’est ce qui se voit sur-le-champ par les équations de V'orbe s, en y
supposant & = b. ' o

40. Dans ce cas Sil_l_gulier de & =4, la courbe ¢ est donc produite
par le mouvemeént de 1’ une.s deces deux el]ipseé, dont on retiendrait
ge centre tiﬂmmq]:)ile en O, & une hauteur b au-dessus du plan fixe, et

ont on ferait rouler la circonférence sur ce ‘ 1

Paurait mise en contact. Or il est aisé de v;ii [()I]l?: , ;:1:: clzqu‘lej* e

1 ) cas’, la
courbe ¢ décrite par le point de contact est une ligne spirale qui, va
en‘tournant autour du centre P, et s'en rapproche sans cesse, de plus
pres que tout ce qu'on voudra, comme d’un point asymptotigue, sans
pouvoir jamais I’atteindre. Cette spirale, considérée dans fbute soh
étendue, est une courbe symétrique 4 gauche et 2 droite d’un gertain
point qui la divise en deux parties parfaitement éga'lesu. Car,en reve-



S S ey
: v Py

88 THEORIE. NOUVELLE

nant sur ses pas, en faisant rouler I’ellipse en sens contraire, le rayon
vecteur v revient en augmentant jusqu’a une certaine valeur

v =BT = b7,

qui est son maximum; aprés quoi il diminue par les mémes degrés,
de sorte que son extrémité T décrit de Pautre coté une spirale parfaite-
ment égale a la premiére, et qui fait comme la moitié de la courbe
entiére et continue ¢ dont il s'agit. Cette courbe a donc'un sommet,
a gauche et & droite duquel elle jette deux branches égales qui vont
en sens contraires tourner en spirales autour d’'un seul et méme
centre P; et quoique chacune de ses branches fasse un nombre infini
de révolutions autour de ce centre sans jamais l’a,ttéindre, la longueur
totale de la courbe est finie et parfaitement égale & la demi-circonfé-
rence de Vellipse roulan‘té qui la produitf )

Lepole I, qui décrit cette spirale de longueur finie, ne peut jamais
la parcourir dans toute son étendue : quelque prés qu'on le suppose
déja du centre P, dont il 's’a'pproche, il Iui faut encore un temps infini
pour achever le petit are qui reste 4 décrire, ou, pour parler exacte-
ment, il ne pourra jamais I'achever.

Dans ce cas singul;er du mouvement des corps, le pole instantané
de la rotation est donc un point toujours nouveau, et dans le corps,
et dans 'espace absolu; je veux dire que, dansle cours infini de la
rotation , le-pole ne peut jamais revenir au méme lieu, ni dans le corps
ni dans Pespace, quoiqu’il ne décrive qu'une ligne finie, et dont la
longueur serait tout au plus égale & la-demi-circonférence de Vellipse,
en supposant le temps infini, non-seulement avant, mais encore apres
I’époque que l'on considére.

Tel est donc le mouvement du pole quand on suppose k= b, clest-
a-dire quand le plan du couple appliqué touche Vellipscide central en
un point qui appartient 34 Yune ou A Pautre de ces deux ellipses sin-
guliéres dont nous venons de parler.

41. Mais sl arrivait que le plan touchit préciscment au pole
moyen B ol se croisent ces deux ellipses, le pole I, qui se confon-

drait alors avec B et le centre fixe P, resterait parfaitement immobile,
et le corps ne cesserait de tourner uniformément autour de l'axe
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m.0jen: OB, comme il ferait autour »d"e;l’a;x,e_‘ majeur OA; ou de l'axe
mineur OG, si le plan du couple était tangent au pole A, :o_‘u au po]e C
de .l’el]-i.p_sa'idg._‘ En effet, il o’y aurait. aucune’rai;gqn‘ pour que le péle' I R
qui ne peut décrire a la surface “qu“e‘; I'sie des deux éllipées' dont on
vient de pgi;rl(:a_r; et qui tS)I'I’_l.VbE_BV érii cé'zrfr‘,lrfoﬁlen-t:é,'I’é':'if'tr'émité B de leur -
axe commun, déerivit Iune pllit(‘)’t_(fue Yautre dé ces dex elhpses
;:arfaitemgnt égales ‘et symétriques; d’ou Pou voit qu’a Ta rigiléﬁf'
axe moyen de I'ellipsoide central est, ‘comine les déux aiitres, un axe
permanent de rotation. i » R

. fft'étji\f;li 1’2 yp 2-icr:lettt§ed;fti§2(;lr;;:§_zS’estgue_v, ‘Eiutou'r. d'e cet axe moyen,
‘ ¢ t de stabilité :-je veux dire que, pour peu que le
Polf, I, en vertn d’un:petit couple étranger appliqué au corps ; vienne
a séca»r»ter du pole moyen B, il tendra & s’en écarter ,da{ianta;e' s'en
allant alors décrire, 4 la surface, un orbe elliptique s, soit aut'o:ir,’du
grand axe, soit autour du ‘petit axe, selon’ que Ce'déplaceme,ht' aéci-
dentel du pédle aura fait augmenter ou diminuer la distance b d plan
tangent: et _§i lf: déplacement est tel, que % n’ait pas varié ‘de g'rani
deur, le pole ira décrife I'une ou I'autre de ces deux ellipses singulicres
que ngus avons considérées. e -
43. 11 0’y a qu’un seul cas ou le pdle I, étant écarté du péle moyen
B de lellipsoide,- tendrait & y revenir: c’est le cas ot le 'p;A)le 1 serait
porté sur la circonférence de I'une de ces d_(},ux .e]lipse's« du' bgié précié
ot le sens de la rotation tend A le raméner vers B. ©- .
§’il est porté sur la méme ellipse, mais de autre c61é de son som-
met B, il s’éloignera indéfiniment de ce pole moyen B, et il ira 'tombe‘:r(~
apreés un temps infini sur le pole opposé B’ de '1“"e;ll‘ip‘éo'1'ﬂé.s Aihéi‘ dans
ce cas, qui est unique comme le précédent, J’e_]’llif)sdid'é ) .f-{ili., au com-
mencement , touchait le plan fixe par son péle moyen B, I¢ toucherait
a la fin par le pole moyen opposé B; de sorte que la position du corps
se trouverait entiérement renversée dans l-’eép‘éée.' C’est ]e'plus grand
dérangement que 'impuision d’un petit couple étr"angel"p'u'.isse amener
dans la position d’'un’ corps qui tourne actuellement sur son axe
moyen. Qar, si le pole est déplac’:,’é'de toute aﬁt’re'r’naniére sur la surface
de ellipsoide, il.va décrire, comme on I'a vu, un orbe fermé s, soit
autour du grand axe, soit autour du petit axe; et, par conséquent,
P. ' 12 |
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s'il $écarte d'abord -dupble moyen B, il s'en rapproche ensuite, et
revient. périodiquement passer & la méme: distance-de B sur.la surface,
et 4 '1a’'méme distance du centre fixe P, dans Pespace absolu;

C “" N .. ~<'_v‘:- . o "‘ zj;"’. i ,_"A_,’ Cos I e “x» :'?T"' DA

- 44. .11 y.a encore une autre variete: de la courbe ¢ que le pole
instantané pent dégrire dans Pespace ;. mais.elle n’est plus relative 2 la
position du couple.appliqué sur le corps, ou & la’ valeur particuliére
‘qu’on suppose i la ligne donnée ; e}lg dépend uniquement de I'es-

go

pece de ce corps; c'est-a-dire de la proportion- dés axes a, by ¢.de
Veliipsoide: central. © . . = = :

.45. Si le corps est un de ceux qui ont deux de leurs trois moments

prin‘cipauxj dfi'nért’iet“égémc;,_ il est“'é'lq'x;_s"_dé '.révolui:_i‘on,;ou ce qu'on
appelle un sphéroide’: sphéroide allongé; siPaxe de révolution est plus
grand que le diametre de P’équatenr; ou aplati vers les poles, si°cet
axe est.plus petit. Dans un et lfail'tré cas, il est évident que la route s
dua pole, & 1_9;.;'51.51'{&;:6 du Vsphéroid:e’ ) est un cencle autour de V'axe de
ce sphéroide; et, par conséquent, la route ¢ du péle sur le plan fixe
est aussi un cercle autour- de Vaxe du couple ‘qui a mis’le corps en
mouvement. C’est un des cas les plus simples de la rotation des corps,
parce que tout y est circulaire et uniforme. Cependant il faut encore
rcmarqllef‘@él;ﬂ si la circonférence du cercle roulant s n’est pas com-
mensurable avec celle du-cercle fixe ¢, le pole instantané ne peut
jamais revenir au méme lieu dans le corps et dans Pespace tout & la
fois. .

- 46. Fnfin, et cest ici le'cas le plus simple de tou
ments d’inertie sont égaux, Pellipsoide central dévient. une spheére
parfaite, I’axe instantané de rotation s€, confond avec Paxe méme du
couple‘élppliqlllé,'_lje!s_deux courbes § et ¢ se réduisent i deux points
qui n’en font qu'un sel , ‘et le' pdle instantané 1 reste immobile, et

dans le corps, et dans I'espace absolu.

s,.si les trois mo-

V.

De ce qui fait la. mesure de la stabilité pour chacun de& deux axes
extrémes. de ‘l’el_liipsoide' central.

\

47. Nous avons déja remarqué (n°42), ce qui distingue 'axe moyen
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(e depx axes extrémes, sous:le ‘point de vue de la-stabilité que- ce
d'“f-ux axes peuvent offrir dans la rotation des Aco"rps; Méis; ’ o:l one
faize une ]dee nette de cette stabilité, et de ce qui en fail; e}I)l ;.111?1_15
Sort‘_a’ﬁ,h‘ mésure, imaginons la surface de Vellipsoide bceritralg'c*o(:nql‘]’?
c’ogpefg‘ en quatre parties’ ou 'fuseaux,,elliptiques_par les déﬁx‘g]i" me
'SIn;gfullgt_'es que:fidus avons considérées, et dont flés'deﬁx lan s
duits par I'axe mioyen 25, sont également . Pax ePIiné;j:,{lszn;

Pa AN !
J'un au-dessus, 1'autre au-dessous) d’un angle o dont la*"ta"ngent
. ) J igente’

e fa b, o
est —{/——— (n° ole  de el
o \/ - ( n° 39). Le pole moyen B de I'ellipsoide est donc i Vin
tersection de’ ces ‘deux. ellipse e L
fuseactl(;m dcla, ces deux. ellipses;-le pole majeur A est au centre du
seau dont Pouverture est 20, et 1é ple minewr G au centre | -
: Pouver , et le pole mineur C *er ;
supplémentaite. - 20, clepolem ‘Cau'centre du fuseau
OI" - - qe . AL . s .
L ,l en premier lieu, si le p6le instantané.I de Iarotation tombe su
. : n ; 3 T - : e T ' r
dé'go € moyen B de Iellipsoide, il est clair. que, pour ‘peu ql‘z’o'n‘ 1
ace,-il va { e Porr e 1o o ©
s’ap_'tu €,-il jra_.tomber,‘dans‘l un ou l'autre des deux fuseaux dont il
. gll (,1 et décrire son orbe s autour de 1'un ou de l’éﬁ'tre' p(‘)lé ri :
cival de Tellincei , . . G 4 ’ s
¢ 5;1’ e ]d.e]hpsqlde. Ou bien,:si on le déplacait sur le contour nfl)érz
| ) . . . . ay . o ’ . i s : €
de! u?e es__del{xie]hpse.s., il irait-décrire 1a moitié de cette ellipse :o
. m A - » o * . r ) : ur
der sur le pole moyen opposé; ou; s'il était porté sur l’zf)u'tlr'e

‘moitié i Smearas Ar-ain ¢ it foul Jit
de la méme ¢llipse, il reviendrait aussitot au pole moyen mém
Ei b s e

d’ou on Paurait écarté: d’ou-il;
L on l'aurait’ écarté: 1 il résulte, comme it ci-d
i o : d’ou ll_, résulte, comme on 1’a -dit ci-dessu
que, hors de ce cas unique de déplacement, I'axe moyen d cns
aucune stabilité. o S TERA e
Mais si le pole instantané tombé
o .Sé le pole instantané tombe actuellement an pole-majeur A d
e ] «y - A 7 2 - . 4 ¢
ipsoide, il peut étre déplacé comme on voudra, dans toute Pétendu
du fuseau environnant., ‘sai , » dans toute I'étendue
du. § 1 environnant, ‘sans cesser de décrire son orbe s antour.d
méme pé . s N . nau
de_rl‘ae p;)l: majeur. EtdSI c’est én cela qu’on fait consister la stabiljté
rotation autour de I’axe majeur it dire s '
) ajeur, ‘ oPaT
de ce fuseau en est en quelque sogte 'l'; On_PeUt_‘%;{.‘;,,que i
\ el mesure. ‘Bt I'on voit de mé
€ le méme

ue 1’éten . nla : y
que Iétendue du fuseau supplémentaire est la mesure de 1a stabilité de

la rotation autour de 1’axe mineur.

48. Actuellement, si I e T -
45. Actu si 'o un’ " de
que a, différe ?eu d;} l’ak: I:HZUPPOST qf}l : "1 un' de ces deux axes, tel
“ ' C yen, le fuseau qui lai Pépond L,
| peu | : an. lui ré est trés-
petit, .et le fuseau supplémentaire est trés-grand. L’axe peu diff’ére:t
12.,
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de I'axe moyen a douc trés-peu ‘de stabilité, et 1autre axe en a beau-
coup. - - LA

Bl n’est donc point exact de dire, comme onle fait d’ordinaire,
que si 'axe instantané est un peu dcarté de axé p;‘incipal qui répond,
soit au plus petit; soit.au plus grand moment d’inertie du corps, il
gen éloignera irés-peu et ne fera que” de peﬂtiteé, oscillations pendant

toute la durée du mouvement: car _'s-i,l._e:m(')mellt-d’ille,r:tie relatif 4 cet

axe-différe peu du moment moyen, -le pble instantané, par-un petit
dérangement , pourrasortir- du petit fuseau ot il est actuellement, pour
tomber dans le fusean voisin et y aller décrire son orbe ‘s autour de
l’:ili’tr'e;aic‘e; ou méme, il -ﬁ’éép'déplacé que dans ]’ihté’ri'eur du rpé'tit
fuseau qui lui né‘p‘on'd’ s i’l-'pé‘ut encore y décrife un orbe s étroit et fort
allongé, et, par conséquent, faire de trés-grandes oscillations ‘de part
et d’autre du "fpf)le" ﬁrinbipal d’ot on ’a écarté. b _

Dans les corps ou I'un dés moments extrémes d’inertie .differe peu.
du moment moyen, et, par :conséquent, ot Tellipsoide central du
corps est presque de révolution autour de 'in dé'ses axes; la:stabilité
de'la ‘rotation ’est donc vraiment assurée que pour ‘cet. axe; Clest le
cas de la-terre, dont la rotation est trés-stable autour de son axe ac-
tuel, et le serait tres-peu -autour du troisiéme ax'e;;qu:i',, éomgﬁe on le
sait , -differe tres-peu de Paxe moyen: -

Si-cette différence est tout & fait nulle, en sorte que’ Pellipsoide
central du corps soit.exactement dé révolution, il n'y aura de stable
que I'axe de ce sp'he’ro'ide—,f car il est ;Clair' qu’aucun des autres axes
principaux (qui¢s,6nt ici tous les diametres.de I’équateur) ne peut avoir
de stabilité. Et en effet,.si le _pole instantané tombe actuellement sur
]’équaiteur‘, et que, par unefcausesq'u'glconqi}e} il'en soitun peu bcarté

a ‘gauche ou 2 droite, il ne restera Lp_l'u's- immobile; mais il'ira décrire
sur la surface de Vellipsoide un cercle s, "paralléle et presque -égal &
Téquateur : d'oti I'on-voit que le pole.instantané aura .dans.le corps
un motvement:trés-considérable. Mais, d’un autre c6té; il est bon de
‘réemarquer qu’il n’en aura qu'un trés-petit dans Tespace absolu; car
le cercle fixe o, qu’il décrira.dans Pespace, aura pour rayon la trés-
}')"'q_tit'é ;H&i;!:éinc‘e_r IP de ce pole T au pied P de la pgrp'egdiélllziire abaissée

. i 4

“du centré’sut le plan tangent én 1. Ainsi I'axe instantané OI, qui, dans
le ‘corps, décrird la surface d’un ‘cohe trés-ouvert et presque plan, né
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-Adécrir_a;dans Tespace qu'un cone ‘'de base tres-petite, et paraitra ainsi
comme immobile dans I'espace absolu. ' i
Il n’.y a qu’un:seul cas d’exception 2 ¢ette instabilité d’un axe prin-
mp‘a:l" situé dans le plan de Péquateur.: Cest celui ot ]e'-pélé*iﬁftan-
tané sera?t porté du point de I'équateur ou il est actuellement, en un
i ;mtre-p?mt du méme équateur; car alors il y resterait imt’nobi]e
- iepmme il aurait fait dans sa prémiére position si on ne I'en avait 'poin;

. isyartd, . - -

4:9 _,Eéﬁn,. si les trois axes 'princ-ipaux"d}‘u corps sont égaux ent

ex:x:, et que Vellipsoide central devienne ainsi une sphéri zirfﬁit:e
t:%usf’les-_gxeﬁ sont également stables, ou en qil:elqué sorte inil];fﬁ"rer t’
?t: tout d'éip:_lacgment‘ accidentel _qu’i pourfai‘t survenir. Car, i "1’3;:
111staulgtaljle est porté du lieu ou il est, dans in autre;, il’ 'r"e::t' ‘
et redevient immobile et dans le corps et dans I'espace al;soluy o

V.

Des noins qu ai ner »
quon pour: _az‘tﬂ donner aux deux courbes s et ¢ décrites par
v+ le pble instantané de rotation. S

L
20 i 1 gin cons;(,iere un corps pesant, de telle figure qu'on voudra
N e i ’ . L R ( ) -’
(fl'l i-ait €té lancé d’une maniére quélconque ‘dans Pespace, et qu’on
2 3 - w o .
asse ‘abstraction “du -mouvement progressif qui l'en ‘pou
plus voir que la rotation "d corVeon centre db. sra . ] oy
. rorr qu r :? 00 de ce corps sur son centre de gravité,yil est
f.- l.;nr que cette rotation est exactement la méme qué si le corps était
ibre, ou dé e pesan :
= I_‘,a Vité_ epourvu ,de. tf)‘ute pesanteur : car les forces paralléles de
E gravite, Cg_ll ,agms_ept' a phaque_ instant sur les molécules-de ce
1067‘%:5,.? sc; T’e wsant toujours & une force unique qui passe pz't'r-tle
centr ‘n’en ré:  aucun-eounl; A4 : s
. t'ie - 1dn. en,rfgs,glite aucun-couple accélérateur qui puisse altérer la
ro I TR, T L AR W P T
- ‘?s.l‘;(_).]l,l Au carps autoar de ‘ce point. 1l'ne reste donc, pout-faire
_ ;:_u_ar Z,g;;g ms,tanvtan‘e ,-que le-seul couple ig}dﬁ*aﬁ'x forces ficéhtf':ifug'é»s
qui ~I?alssent de la rotation méme, commeé dans le cas d’un cor %.weﬁ
tierement libre de-toute action. étrangére. e PR

'i.liu.?l let 'ﬂlqnc que les courbes s et .o que le pole instantané décrit,
unesur l'ellipsoide central du corp$, ou dans V'espace relatif, 'autre

sur le plan du coug dans I’ ' 3
ur le plan fixe du Vco:u:,ple »-ou dans I’espace absolu, sont deux courbes
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94 THEORIE NOUVELLE
ren'mr-'.quables_‘ que la nature nous of&é a 'c'h‘aéiu‘e ipsta‘n? dans le mou-
vement des projectiles; et, par cette raison naturelle, 1_1 nous semble
ue chacune d’elles’ mériterait d’avoir un mnom, 'auss;..b?gn'.qlle la
courbe décrite par le centre de_gravité du corps, et qui est, comme
on le sait, une parabole. - - a
Je proposerais donc de- donner 2 %’:ung et é.-lrau.trg.-le \'no;n t.l,e
polhodie [*], en appelant la 'p!‘emiére_/s la polh(?dle;_re'latwe, et »g S?-‘ |
conde o la polhodie absolue. Ou, si l"o‘p unlalt.dlstl’llg}ler c;.las euf
courbes par leur forme particuliére, on dOI?ne['a]:t A l’ orbeé e 1pt;;x r
et fermé s le simple nom de polhodie; et,. a la courbe, planﬁ et 0-‘;_.»‘
dulée o, celui de herpolhodie[*f_],.aﬁn de_x,_‘appeler, avechdeelu
pole qﬁi—la'déCiﬁit,, cette propriéte qu'elle a-de serpenterén eircy ang

autour d’un centre fixe.
VI.

Equations diﬁ'éﬁentiélles de ces courbes.

hodie est facile & trouver : car X ' 2

. 1’équation de la pol
51 eqn P le qui deécrit TYorbe s a la surface de

étant les gbordonnées" du pole h
Yellipsoide central, on a d’abord (n° 28)

-—+—5;+;;= ,
z 7 72 1
a4+—bi+ca h?

et, par hypothese, e
.x"+]f2+z’:u’,
entre.

en dé'signant par z le rayon vecteur eane duc ' ,
s valeurs sepat_'ege;de

Ou bien, si I'on tire de ces trois équations le

[*] Route du i:i(‘)le, de wones et sdos.. | . :
[**] Route serpgntan.ie du p(‘)le,_d_e:’é'pww. Suivaat les régles;plrf':clses Fie _lelryrplO
o il faudrait dire polherpohodic; mais pour plus. de simplicité, et surtout pius

logie, ‘ ! plic
ie, 1 bi i ) ir A la premiére dénominathion.
d’euphonie, il vaut bien mieux s’en tenir ala p

-
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x?, 7’, z?, on a ces transforméeé'-éqllivalentes:z-
; e (‘a?b':%z.—_a?_)iu” _ <62 et — b;:): ,
W =l (e -F)
£ = (c’i—- = )” = (e + 00— 5]

Or, qu’on différentie_ces équations, et qu’on en tire les valeurs de
dx, dy, dz en u et du, pour les substituer dans I’expression
» 2F, u el s P S

' ds = \/(E?T dj,‘a'_‘l_ dz,

et 'on aura, entre les variables s et u, I équation cherchée de-ia
polhodie s. s

) S{"' dans cette éilqation, -"On'change Simpleement ds en: do, et u? en
0% 4+ A?, ce qui donne

4 'udu~='vdv,

on aura I'équation de I'herpolhodie entre son arc ¢ et le rayon vec-
teur ¢, émané du centre P de cette courbe plane.

Enfin, si Pon nomme ¢ 'angle que le rayon vécteur ¢ fait avec une
droite fixe quelconque menée dans le plan. de cette courbe, on aura
évidemment I’équation’

do? = v*de® + dv*;

de sorte qu’en y mettant, au lieu de do, son expression en ¢ et dy,
tirée de la précédente, on aura I'équation de I'herpolhodie entre son
rayon vecteur ¢ et angle ¢ qu’il décrit autour du centre; ou ce qu'on
appelle I’équation polaire de la courbe.

Tous ces calculs n’ont, comme on voit, aucune diff.icu(l,té;- mais
avant de les développer, il est bon d’employer. quelques abréviations
analytiques que j’indiquerai.tout & I’henre, et de commencer surtout
par une remarque essentielle sur les premieres données de notre
analyse. ) )
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RemarQue L " .

Sur les donnédes de cette analyse.

32. Les trois premicres sont lés rayons principaux a, b, c.de
Pellipsoide central; et ces lignes sont toujours données par la nature
du corps, puisque ce sont trois lignes réciproques aux bras de Uinertie
de ce corps autour de ses. trois axes principaux. Nous les supposerons
toujours rangées dans cet’ordre de grandeur

a > b>c.

T est évident que a estle-plus grand de tous les rayons de I'ellip-
soide, et ‘qh’ﬂ' est unique-; que ¢ est le.plus petit, et qu’il est unique;
qu'enfin b, perpendiculaire au plan de ces deux-la, est un rayon
moyen qui est aussi unique;, mais seulgment par sa position, et non
point par sa grandeur : car il est aisé de voir qu’il y a-dans Iellipsoide
upe infinité de rayons de méme grandeur b, et que ces rayons égaux
forment les deux plans singuliers qui donnent les deux sections cir-
culaires de Vellipsoide; sections inclinées, au plan (ab); d’un angle

2 . b - .
dont.la tangente est = %\/%_—_—_c_’ (1% partie, n° 74).

Actuellement, phr la définition mémé de Lellipsoide central; les

trois moments principaux d’inertie du corps-sont entre eux comme les

- e 1 I 1 o e N -
trois quantités —, -, —» et sont ainsi ranges dans l'ordre
4
171 1
a<p<s

Mais, par la nature des moments d’inertie d’un corps autour de trois
axes rectangulaires, il est clair qu'un quelconque -de ces moments est
toujours plus petit que la somme des deux autres. Or, d’aprés I'ordre
qu’on vient d’établir, cette condition d’inégalité se trouve déja exprimée

. - I. . .
pour chacun des deux moments é, % mais- elle ne I’est point pour
le dernier moment %1 qui est fe plus grand des trois. I} faut donc, in-

dépendamment de la double inégalité

a>b>c,
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poser encore celle-ci : :
wlatw
qui revient i ' el e
| T T
€ S - ®
. !’a,’;—l— b_a

'ab{_, ost la | .
N le que e ! 1a longuiur.de I
perpendiculaire abaissée de Pangle droit sur I'hypoténuse, dans un
triangle rectangle dont « et b seraient les deux-cotés. L'inégalité pré-
cédetite revient done éj('i‘,i_re ‘que Paxe mineur ¢ d’imfé]li;psoi'de central
dqt toujours étre plus grand que cette perpendiculaire :” de sorte q.l‘le
5 ab -,
= de
Vai+ b

53. On voit par la _g_éométﬁé que

cet axe mineur -né_tpéﬁt §'étendre que depuis la longueur
cette perpendiculaire jusqu’a celle de l’ai;e"h;o}én b. | .

Il résulte ade 12" que l’ellip‘soide central pe’il"t étre un el[ipsbidé plus
ou moins allongé, et méme allongé jusqu’a Vinfini, auquel cas les
deux petits axes b et ¢ déviennent égaux ; mais il ne peut étre indéfini-
ment aplati, puisque 'axe mineur ¢ doit toujours surpasser

ab: Ja® + B

Si Pellipsoide est de révolution autour de son petit axe, ou si 'on
a b= a, le sphéroide central ne peut donc 's’étendre que d’epuisr la
sphére, jusqu’au sphéroide aplati dont I'axe est ‘la fraction -~ dy
rayon de 1’équateur. ’

54 Ainsi, guoi quiil y ait dans la nature, ou qu’on puisse y conce-
voir des corps de toutes les constitutions et de toutes les ﬁgures pos-
sibles; il n’y a point d’ellipsoides centraux de toutes les formes ]Sos—
sibles, c’est-a-dire qn’il ne serait pas permis de se donner les trois axes
d’un ellipsoide central .dans uné propot‘t_ibn arbitraire. On peiit bien
prendre 4 volonté les deux premiers a et b; mais, une fois qu’i]s sont
ab

donnés, il faut que le petit axe ¢ soit pris plus grand que ;
. . - 3 : vaz‘+ bz
sans quoi U'ellipsoide central qu’on aurait supposé dans I’analyse ne
pourrait appartenir & aucun corps existant ni pouVént exister dans la
nature. Cette remarque est importante, car en la perdant-de vue dans

P. 13
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98 THEORIE NOUVELLE

I'interprétation des formules analythueq, on. sexposeralt a regarder
comme réelles des propriétés de mouvement qui n’appartiendraient
qu’a des corps imaginaires.

55. Aprés les trois rayoms principaux a, b, c de Pellipsoide cen-
tral, vient une quatriéme donnée % : c’est la perpendzculazre abaissée
du centre sur le plan du couple 1mpuls1f supposé tangent a la sur-
face de cét ellipsoide; et 1a seule chose & remarquer sur cette donnée %,
c’est qu’ ‘elle est. tmqours comprlse entre les deux rayons extrémes a
et. ¢. Car, étant comparée au rayon % qui va du centre au point de
contact, elle est plus courte ¢ue. ce rayon obhque, et a plus forte
raison ; que le rayon majeur a qui est le plus grand de tous les rayons
possﬂ‘)les D’un autre cbté, comme cette perpendiculaire % a son pied
hors de’la surface de l’elhpsmde elle-est plus grande que le rayon
mineur ¢ qui est le plus petit de tous les rayons. Ainsi I'on a toujours
cette double inégalité

a>h>c

Abréviations analytiques.

56. Pour abréger les calculs, je ferai

L e
N h2 2 . — 2
b2+ ¢ T = o,
~ 02a2
2 2 — 2
¢+ at— S = [
257 2

@+ b~ =,

ol je remarquerai d’abord que les irois quantités désignées par o?,
(3%, y* sont toujours positives. '

Car, en premier lieu, 4 cause de h? toujours > ¢?, il est clair
que o et [3* sont toujours positifs. Ensnite, comme on d01t avoir
(n° 52),

C2 > a2 b2: (.a.? + b2>’
on a, par conséquent, . _ ‘
' 2> atbr e (a® + b)),

et il en résulte que la troisiéme quanﬁté 7* ést aussi positive ; car, en
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donnant 4 %® une valeur qﬁelconque qvu’el]elp'uiss& avoir, et que.je
représente par » '

R = (a*b®*+ a®i?) . (a® + b*),
il vient ‘ ‘
7 = (@ + b*) (1‘ - Z;—f;‘—;,)

toujours positif. |

Ainsi &, B, 7 seront toujours trois lignes réelles comme les rayons
a, b, c de Iellipsoice central : la derniére seule y peut devenir nulle,
et le devient dans le cas particulier de # = ab : Ja® + b%; ce qui est
au fond le cas de # = ¢, puisque ¢ est nécessairement compris entre /
et ab : ya®+ b2,

57. Maintenant, si I'on prend les différences de la quantité f5* a
chacune des deux autres o et 2, on trouve

pr = 012:112;67 (a* — b*) > o,

gy _‘-~—,, (6* — ¢*) > o;

d’ou I'on voit que ﬁ est toujours la plus grande des trois lignes o,

sy

Si I'on prend ensuite la différence entre o et 7%, on trouve

P ="E (0 o),

différence qui est positive ou négative, selon que % est plus grand ou
plus petit que .
Les trois lignes =, [3 v sont donc toujours rangées ainsi qu’il suit :
1°. Pour 2> b, dans cet ordre: > 7> a;
2°. Pour %2 < b, dans celui-ci: 8> o> 7.

Remarque II.
Maxima et minima des rayons vecteurs de la polhodie.

58. Les trois lignes o, 3, y ne sont pas seulement propres 4 sim-
13..
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plifier les expressions de notre analyse, mais elles ont encore une
signification remarquable dans le probléme qui nous occupe.

Et en effet, par les trois équations précédentes de I'orbe s, fentre
le rayon vecteur u.et chacune des trois coordonnées x, ¥, z, il est
aisé de voir que 3 est le plus grand des rayons vecteurs « qui vont du
centre 4 cet orbe ou po]hodie’s.' Car, 1% en faisant u= 3, ces trois
équations sont satisfaites, et ne conduisent qu’s des valeurs posiFives
de &% y*; z*; mais 2°, toute valeur de u > 8 rend I'y? négatif, et‘,
partant, I'y irﬁaginaire, et ne peut ainsi appartenir comme rayon a
Porbe s.

Le rayon u = 3 est donc le rayon maximum; et comme il répond
ay = o, on.voit qu’il tombe toujbu‘rs dans le plan principal de lel-
lipse moyenne (ac).

Quant au rayon minimum; il faut distinguer deux cas :

1°. 8i h'> b, ce rayon minimum est la ligne y; car toute valeur
de u < 7 conduirait 3 z* négatif, et, partant, 4 z imaginaire. La ligne y
est donc alors le rayon minimum, et comme il répond 2 z = o, on
voit qu’il tombe dans le plan de ellipse majeure (ab).

Enfin, dans ce mémé.cas de & > b, on voit que la troisiéme ligne «
ne peut appartenir comme rayon a aucun des points de I'orbe s: car,
en prenantla différence entre 4? et o, on trouve

(b —b) (12— &),

h? — o = Iz 3

d’ou il résulte, 4 cause de & > b par hypbthése, que la ligne o est
alors < £, et, par conséquent, ne peut étre un des rayons de 'orbe s.

2°, Si £ <<b, c'est au contraire la Iigne a qui est le rayon minimun,
lequel répondant a x = o, tombe dans le plan de Vellipse mineure (bc);
et Yautre ligne vy, qu’on trouve alors < %, ne peut appartenir comme
rayon vecteur 4 aucun point de I'orbe s.

Suite des abréviations.

59. Nous emploierons les trois lettres e, ', e”, pour désigner Jes
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excentricités respectives des el]ip’ses principales (ab), (bc), (ac), de
Yellipsoide central.

Mais, comme les carrés a®, b2, ¢? sont rangés dans cet. ordre
a® > b* > ¢* si 'on commence par poser a® — b* =e?, et puis
b* — ¢ = e”, il faut, pour avoir de la symétrie dans les calculs,
suivre encore le méme ordre, et prendre ainsi, non pas a® — c*, mais
¢* — a® = e"®. Seulement, comnme on a~¢* < a?, il faudra se rappeler
que ce n’est point €’?, mais bien — ¢”2, qui représentera le carré de
I’excentricité de Pellipse, moyenne (ac).

Nous poserons donc, pour la symétrie des expressions,

a? — b — 62,

b? — ¢2

]
~
Y]

-

.2 2 72
c?—a® = e”,
et nous ferons le produit

e?e? e’ = — 5.

Relations entre les quantités désignées par

2 2 2 2 12 "2
a, B, 9%, e, e, e

60. Par les abréviations qui précedent, les trois équations (A),

(n° 31), qui ont lien entre u et chacune des coordonnées x , ¥rzde
Porbe s, prennent cette forme trés-simple :

2 = gien (u2 _ 0:2),
(4) €yt =bte(uw — 2),
€2 =c'e* (u— ).
Or ces équations , étant ajoutées ensemble, donnent
e (2 + 2 + 2%)
—_ (a4 el2 —+ b‘.ell2 ~4- 04 82) u2 _ (atel2a2 e 648”2 ﬁ2 __|__ 048272);
donc, 2 cause de

x + '+ 2=,
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102 THEORIE NOUVELLE
on a ces deux premiéres relations,
aie’? + bie"? 4 Ci' e? — EB}
ate o + e B+ ctetyt=o.

Si I'on divise respectivement les trois mémes équations (A), la pre-
miére par a*, la seconde par b?, la troisi¢me par c?, et quon ajoute,
on trouvera

at  b?
=(a*e? + bPe” + c?et)ud — (ate? o + b*e” B2+ c*e?y);

-6 z* .72 i Z?
& (— —+g

donc, a cause de

.z.z ‘yﬁ ,zz
atEta="1

le premier membre se réduit a ¢, et, par conséquent, le second
membre devant aussi se réduire 4 ¢*, quel que soit #, il faut qu'on
ait ces deux nouvelles relations,
ate® + be"? + 't = o,
a? e a? + b?e" 3 + cte? PP = — gt
Les mémes équations étant divisées respectivement, la premiére
par a‘, la. seconde par 4%, la troisieme par c*, donnent

j? : 3 ” y
e"_‘f; +% = F) = (e +e"” +e*Ju' — (a’ e’ 4 Bre” + yPe);

donc, A cause de

P 2 1
E—'—F_'—-c—’—_p’

. , 17 sy E° A ,
le premier mewnbre se réduit 7+ et, par conséquent, le second de-

Py . oy & .
vant se réduire aussi a 7 quel que soit #, on a ces deux nouvelles

relations,
e+ e” + ' =uo,

are’? + ﬁaeﬂz + .},2@2 = — g% h2.

Ainsi, en employant, pour abréger, le signe somme 2, on a les
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six relations suivantes :
(1) Sa‘e = ¢, (2) Sate?a® = o,
(3) Sate? q = — ¢°, A Sa*e*=o,
(5) Zatet = :/;;6: » (6) Ze'*=o,

qui serviront 4 réduire les expressions.’

61. Nous ferons encore; pour la facilité de 1"analyse,
(h?_a2)(k2___b2)(h2_c2):h6__Ahi_‘_Bki_C:D%
(Bt — o?) (B2 — B*) (B2~ ") =h* — PR 4 QF* —R = A,

ce qui donne

A.»: a2+b2 + 02’ -

B :a2b2+b2c2+cﬂa27

C=a*h*c?, ‘

P =a® 4 %+ 92,

Q —_ aﬂﬁ2 + @2.\/2 + '}’2“2,

R = a®f%y2.
Et, si Pon veut exprimer P, Q, R en A, B, G, on trouvera ces re-
lations ' :

2Ah —B
P=—
 (A*+B) I — (AB+3C) i+ AC
Q_ ) iy ’
__(AB—G) A — (B*+ AC) A* + 2BCA*— C*

hS

62. Au reste, comme on a

ht— % = Uﬂf bzlg’?_ cz),.
. _(B—a) (B —a)
B — B = .| ,
o _ (B —at)(h—b)
= AT,



T e B

T O

==

T

M

L
"}

104 THEORIE NOUVELLE '
il en résulte (en faisant le produit) qu'on a’entre les deux polynémes
désignés par D et A, la relation trés-simple

A= D2 . hei

-

Toiis ces préliminaires étant posés, passons au développement des
calculs indiqués au commericement de ce paragraphe.

E"quat'z'bn de la polkbdie entre ‘l’ar"c" § et le rayon vecteur u.

63. Les trois équations (A). du n° 60, étant différentiées, nous

donnent e ‘

Lot wrdu?

a‘e.urdu?  bie”r wrdu
dox? = = ’ d‘)& = a7 % dz® = RYI P IE
(u—at)’ & (u? — B?) ¢(u—y?)
on'a donc, en ajoutant,
st — Y ( e he. | de
Ay — s‘,‘u\u"'—-'a"' uz__pz - uz__.,yn H

ou bien, si Von réduit au méme dénominateur et qu’on ordonne le
numérateur suivant les puissances de ©?, on aura

g BT A — w3 a e (B ) Bt

e [ ' (u’—'a’)’(u'z_'"p-z)(u,z_,y-g) ]‘;‘

ou on peut reconnaitre a priori que le numérateur doit avoir tous ses
termes divisibles par ¢®; car il est facile de voir que chacun des coeffi-
cients Za'e®, Sa'e? (B + ), = a'e’? B2 2, s'évanouit en y faisant
b2,

2
C 3

soit e*=o0 ou a®

1l

soit e?=o0 ou &

‘soit e”?=o0: ou c*=a%

et que, par conséquent, il est actuellement divisible par le produit
(a® = b*) (b® — ¢*) (c* — a®) = ¢".

Mais il s’agit ici de trouver le quotient sans faire la division.

i
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Or, d’aprés-la relation (1); ona d’abord
2 a} élﬂ == EG.‘
Ensuite, le coefficient
Zate” (B + ) i
(si Pon y met, au lien de B? + 7* sa valeur P — ?) prend la forme

PEa'e™ — Za'e’?a?,

quantité qui, d’aprés les relations (1) et 7([;),4 se réduit & ¢*P. Ainsi
Pon a

Sate? (B2 +7*) =¢P.

Enfin, le dernier coefficient

3 ate ﬁz.yz
(sil’on y met pour 2* sa valeur Q — a*(f8* + 4*)) se change d’abord
on g -

QZa'e” =~ Za'e”a?(f*+ y*) ="' Q — S a'e? a? (P — a?),

ou, par la reIaition (4),

=Q +Z2a’e? u?(aa?):

N

or, si 'on met, pour (a®a?), sa valeur

3,0\ 22, ;. @b o C
(a*a®)=a? b+ a*c — g =B =& — o,

ce coefficient devient
C .
efQ+ (B — F) Za’e?a?— CZa’e?,
d’on, par les relations (3) et (5), on conclut enfin

saterpy = QB+ 22,

On aura donc, en substituant ces valeurs, et supprimant le facteur
commun 8, ' 4

ds? = u? du? i“;P't’+Q'—B+2C:hﬂ ’
T [(“’—-“’)(u’—ﬁ’)(u’—‘-v’)]
P 14



—

e T -

- e ——— -
AL s e e

106 THEORIE NOUVELLE
ou, en tirant la racine carrée,. et mettant le dénominateur sous la
forme u®* — Pu* + Qu®* — R,

, fut—Puw+Q—B+2C: 4
ds:udu\/ w—Pu'+4 Qu—R ’

ce qui est équation cherchée de la polhodie s.
64. Dans le cas singulier de b = b, ce qui donne

a="y=0b, P=ab>+ B et -Q—B+Qcih2=b2(bn+,ﬁ2)’

I’équation devient

2. _ (B2 2
=i\
Clest, en effet, entre l'arc et le rayon vecteur émané du centre,
P’équation différentielle d’une ellipse aux rayons principaux b et ﬁ?
ce qui s'accorde entiérement avec ce qu'on a vu, et confirme ainsi
notre analyse. - .

On a donc, pour lintégrale de I'équation précédente, s égal a la
longueur de l'arc correspondant au rayon z dans une ellipse dont les
rayons principaux sont et f3: ce qu'on peut indiquer de cette ma-
niére,,

g s = arc (ray = i) (ellipse &, B).

Equation de I'herpolhodie o. -

65. Si dans ’équation précédente on change simplement ds en ds,
et u? en * + h*, ce qui donne
wdu = vdy,
on aura sur-le-champ

do = od (+ 2P —=P(v"4-4")+-Q—B+-2C: &
G=vay\ (02+ﬁ’)3—'P§0’+h’)’+Q(V’—l—h’)—-—R ’

pour Péquation de I’herpolhodie entre son arc ¢ et le rayon vecteur ¢

émané du centre de cette courbe plane.
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Equation poldire de la méme courbe.

66. En nommant ¢ Pinclinaison du rayon vecteur v sur une droite
fixe quelconque menée dans le plan de la courbe, on a évidemment

do?=¢? dgo"‘ + dv?,
d’ou 'on tire

do :_‘\/du’—-dv‘.

4

1l ne s’agit donc que de mettre dans cette équation, au lieu de do,
son expression précédente en ¢, pour avoir Féquation de Pher-
polhodie entre son rayon vecteur v et P'angle ¢ qu’il déerit autour du
centre de cette courbe.

Or, si l'on fait cette substitution, qu’on réduise au méme dénomi-
nateur, et qu'on ordonne le numérateur par rapport aux puissances
de ¢*, on trouve, en changeant 2 la fois les signes des deux termes de
la fraction,;

do =%\ [FAF (3 —PR—B+2C: M) oy (PR Ok —H)

’ B— Qv+ F)+P(F+ B} — [+ FF

Or je remarque que le numérateur de la fraction soumise au radical
est un carré parfait: car, en y mettant, au lieu de P%?, sa valeur
2 A h? — B, ce numérateur devient

h— AR'4-BAh*—C
. e

lz’v‘—i—a( >kv2+(k“—Ph“—|—Qh2_R),

ou (d’aprés les abréviations précédentes (n° 64) et la relation A= D‘,,is) ,
. D D?

- 3T S ¢ e

Aot 2 5 ho? 4 75

trindme ou lon voit le carré parfait du bindéme Av? + %- On a donc

cette expression plus simple
dp=2. ho' D1 B
© VR— Qv+ 7)FP(Ft R — (¢ K

pour I’équation polaire cherchée,

14..
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67. Au reste, on peut encore présenter 'équation sous cette autre
forme, ot I’on ne verrait que le polyndbme désigné par A, avec ses
dérivés A, A", pris relativement a A°.
Car, comme on a fait, pour abréger,
A=ht— Ph"‘+ Q7l2—-R,
si 'on fait de méme ‘
‘AN =3k —2PR*+Q
et
2A"=2.3h% — 2P,
I'expression précédente de dg, en'y mettant encore, au lieu de D : A%,
sa valeur VA, prendra la forme '
dv hot - \/K
— pr—— - ?
' v\/'—l s/v"-r— Aot = AT A

de

expression ou il faut remarquer qu’il n’y a, au fond, rien d’imagi-
naire, parce que le polyndme ¢°—+ A”"¢* + A’p? + A, qui est sous le
radical, est essentiéllement négatif, comme le produit

(w* — o) (& — *) (u" — "),

auquel il est équivalent : de sorte que —'v.\o® + A"¢* + A'¢? 4 A
est toujours réel, tant qu'on ne donne 4 ¢, comme cela doit étre, que
des valeurs prises dans les limites ou elles sont naturellement ren-

fermées.
Si I’on fait ¢¥* = p, I’équation précédente prend la forme

d(p: ' (\/K'*‘I‘P)d[’ ,
2p—1VpP - a"p  + Ap 44

dont l'intégrale se rapporte évidemment aux transcendantes ellip-
tiques.

Cas singulier de h = b, ot Uherpolhodie devient une spirale.

68. Quand on suppose A =b, la polhodie s devient, comme on

I’a vu, une ellipse aux rayons principaux & et 3, et dont I'équation
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différentielle est

ds = udu Vw —(6*+ B .
_ ‘ \/(“’—b’)(“’— 8%)
Si Pon fait
ds=doc et u?= o+ b

on a donc, pour P'herpolhodie o,
do = do - YE=2
Vi —o)—v
équation en apparence plus simple que la premiére, mais dont I'in-
tégrale exige également la rectification d’un arc d’ellipse, car il est
clair qu’on a :
¢ = arc (ray = y&*+¢*)  (ellipse 4, f3).
69. Mais, en y faisant
do = \W*dg® + dv?,

pour avoir I’équation polaire de la méme courbe, on trouve Véqua-
tion différentielle
" {
d(P == b .—___.v_._—‘—:_—__, )
vy (BP— b)) —o*
qui s'intégre par les logarithmes : car, en faisalnt, pour abréger,

\/ﬁz —b*=n,
1) b - . Ty L 4 1? . . .
c’est-d-dire en nommant n Vexcentricité de Vellipse roulante s qui
produit la courbe ¢, on a, pour 'intégrale,

—éllo ' A
(P—ﬂ g(n__f‘_“nz_‘,?)’

ou I’on suppose que I'angle ¢ soit nul ou commence quand le rayon

vecteur v est égal 4 r ou /3% — b* qui est sa valeur maximum : ce qui
place I'origine au sommet de la courbe.
On a donc, en passant des logarithmes aux nombres,

ne
e_T e
Y ———1% ]
- \/n"‘—v’

e désignant ici, suivant I'usage, la base des logarithmes naturels.
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Ou bien, si 'on veut tirer veng, ona
Y
g = — ?
- ]
Teb o B

ce qui est la forme la plus simple de I'équation polaire de la courbe ¢
dans le cas singulier dont il s’agit.

70. Par cette expression de v €n ¢, on voit que le rayon vecteur ¢
ne change point de grandeur ¢uand on change le signe de I'angle ¢:
de sorte que la courbe jette, & gauche et & droite de son sommet,
deux branches parfaitement égales. On voit encore que ¢ diminue
lorsque ¢ augmente, et que ce rayon v ne peut toutefois devenir nul
qu’en supposant ¢ = == o.: d’ot il résulte que la-courbe est une spi-
rale double dont les deux branches continues font, en sens contraires,
une infinité de révolutions autour du méme centre, se rapprochant
sans cesse de ce point, et de plus prés que tout ce qu’on voudra, sans
pouvon' jamais. JYatteindre : ce qui confirme tout ce qu’on a dit préce—
demment sur la nature de cette spirale.

Au reste, pour une précision parfaite. dans les termes, il faut bien
remarquer que le centre n’est pas & la rigueur un point asymptotique ;
je veux dire, ne pourrait étre regardé comme un cercle infiniment
petit que la spirale tend sans cesse & venir toucher. Car en nommant j
I’inclinaison de la courbe ¢ au rayon vecteur ¢ qui la décrit, on
trouve aisément, par le triangle rectangle formé sur les trois cotés do,
dv, vdga, Péquation v '

b .

Vv

sinj =

d’ou P'on voit que si la spirale est perpepdiculaire au rayon vecteur ¢
lorsque - » ' ‘
: p? = ﬁz — b
cest-a-dire an sommet de la courbe, elle y est inclinée partout ail-
leurs, et méme jusqu’au centre, puisque, en faisant ¥ = o, on trouve
simr j :g,

ce qui répond 4 un angle j différent d’un droit, 4 cause de b < f.
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71. Je ne parle point-de ces cas particuliers de 2 = b, b = ¢, o
Pellipsoide ‘central du corps est un ellipsoide de révolution; car si
Pon a, par exemple,

b=c,
il s’ensuit que
u = f = y = constante :

et alors il est clair que la polhodie est un cercle décrit autour de

1 1 . b? P —
'axe a, d’un rayon r \/ - [:,, et ’herpolhodie est un autre cercle

décrit atitour de I'axe fixe du couple, d’un rayon

VB = V(a* ’l”z( — %)

VIL
Idée de la détermination du lieu du corps au bout d’un temps donné.
72. Aprés avoir reconnu la nature des deux courbes s et o, il est

d
@ " @
tané décrit en méme temps I'une et I'autre : et cette recherche, qui
meéne i celle du liea du corps au bout d’un temps donné, n’a pas plus
de difficulté que les précédentes.

Pour nous en faire une idée, con51derons les variables x, y, zet u
comme des fonctions du temps t_ Si aux trois equatlons précédentes
(n° 31) déja posées entre les variables, on joint I'équation qui ex-~
prime la quantité du couple accélérateur dit aux. forces centrifuges,

o . . dz\2 dy\? " [dz\? - d
il sera facile d’en tirer la valeur de \/ (— & = ¢
dt + \.d’ /. + dar. Qu de = dt

en fonction du rayon vecteur « : de sorte qu’on aura d’abord I’éqna-
tion

. d. ,
naturel de chercher la vitesse = ou == avec laquelle le pole instan-

ds
= =J (u
J désignant une certaine fonction déterminée de u.
Mais, par les mémes équations, on trouvera aussi d’une maniére

. du . R .
facile la valeur.de - en fonction du méme rayon u; et de cette équa-
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tion, qui ne sera qu’entre les variables « et ¢, on pourra passer, par
une sunple quadrature , 4 l’exprebsmn de u en ¢. Si donc on met cette
valeur & la place de «, dans I'équation précédente

G=7sw,

on aura, entre s et £, uné équation différentielle de la forme

t df

de = F(t)7

ce qui donnera la vitesse du pole sur l'arc s, en fonction du temps #:

- - : r Iy . d X A @ -
vitesse parfaitement. égale 4 la VItesse.Et—7 avec laquelle le pole décrit

-en méme temps Varc ¢ dans I'espace absolu.

De cette derniére équation

ds da |
w=a =)

ou F (¢) sera évidemment une fonction périodique, il ne restera donc
plus qu’a remonter par une seconde intégration & la longuenr méme
des deux arcs s et o en fonction du temps Z employé a les décrire : car
sitdt qu’on aura cette intégrale, que je représenterai par

s=oc=0(t),

on: pourra dire que le probleme de la rotation d_es‘corps est -entiere-

ment résolu; c’est-a-dire qu’on est actuellement en état -d’;issigner le
lieq précis. de Pespace ou se. trouvera le corps au- bout d’'un temps
quelconque donné.

Et, en effet, on saura qu’an bout de ce temps le péie instantané
doit étre, sur la surface de Veilipsoide central, i Pextrémité S de
Farc s qui répond a ce temps donné ¢; et que ce méme pole doit étre,
sur le plan fixe, & extrémité = de Parc ¢ de méme longueur qui ré-
pond au méme temps donné. Or, le centre de Pellipsoide étant retenu
immobile en O 4 la hauteur donnée % au-dessus du plan fixe, on
n’aura qu'a mettre cet elhpsmde en contact avec ce plan de maniere
qu’il touche par le point déterminé S de sa surface, et au point déter-
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miné 2 du plan dont il s’agit : et-de cette maniére l’ellipso’ide central
se trouvera posé dans le lieu précis de lespace ou il arrive par son
mouvement naturel an bout du temps donné 2.

On voit combien cetle analyse est claire et naturelle: on peut en-
core la simplifier et la varier de plusieurs mameres en considérant
d’autres quanmes relatives 4 la posmon du corps il ne nous reste
donc qu’a la développer, et c’est ce qu'on va faire dans la troisiéme
partie de ce Mémoire. Mais auparavant; je crois bon de rapprocher
niotre méthode de 'analyse ordinaire; de montrer, par exemple, com-
ment le seul théoréme {n°13) relatif aux forces centrifuges, étant
traduit en analyse , donne sur-le-champ les trois équations fondamen-
tales que I'on doit & Euler; et'comment, de ces équations, qui étaient
connues, on aurait pu tirer notre solution nouvelle, 4 I'aide de quel-
ques simples transformations analytiques : rapprochement toujours
instructif en ce qu’il éclaire i la fois les deux méthodes.

CHAPITRE III.
X ,
OU L'ON RAPPROCHE L’ANALYSE PRECEDENTE DE CELLE-D EULER.

Toute notre analyse est renfermée, comme je I'ai dit, dans le
théoréme rappelé ci-dessus, par lequel on connait 4" chaque instant
I'axe et la grandéur du couple accélérateur g qui vient des forces
centrifuges, et fait ainsi varier I'axe et la grandeur du couple acquis G
dont le corps est actuellement animé,

Il 0’y a donc qu’a traduire ce théoréme en analyse, pour avoir ce
qu’on appelle ]es.e'quation's' du mouvement du corps; et cette traduc-
tion, comme on va le voir, est extrémement facile.

Eqaations du- mouvement de rotation.

73. Toutes les dénominations précédentes étant conservées, qu'on
reprenne un instant les simples lettres A, B, G, pour désigner les trois
moments principaux d’inertie du corps.

Les trois quantités Ap, Bg, Cr seront les trois composants L, M, N

P, 15
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du couple G dont le.corps est animé : et les rotations p, g, r étant
regardées comme des fonctlons du temps t, les trois fonctions diffé-

. oy A -
rentielles ou fluxions A % 5 B %, c? 5, que je dénoterai plus simple

ment par A ;5, Bc'],_, Cr, seront les trois composants du couple accé-
lérateur qui peut faire varier I'axe et la grandeur du couple acquis G.
Or il n’y a ici d’autre couple ‘accélérateur que celui qui nait des
forces centrifuges dues A la rotation méme du corps, et notre théo-
reme dit :

°. Que Paxe du couple g est perpendiculaire. a Paxe du couple
acquis G, ou, en d’autres termes, que le.cosinus de:leur. inelinaison
mutuelle est nul On a donc, en prenant l’expressmn de ‘ce-cosinus,
qui est évidemment

Ap. Ap—i—Bq Bg+Cr. Cr
G.g

et, Pégalant a zéro,
(1) Azp[5+B¢tjt}+G”rr-=o,
ce qui est la‘premiére équation du mouvement.

2°. Le méme théoréme dit que I’axe de ce couple g est aussi perpen-
diculaire 4 I’axe instantané de la rotation actuelle § dont les trois pro-
jections sur les axes principaux sont respectivement p, ¢, 7. On a
donc, comme ci-dessus, en prenant le cosinus de linclinaison mu-
tuelle et 'égalant a zéro,
(2) App +Bgg+Crr=o,
seconde équation du mouvement.

'3°. Enfin, le méme théoréme dit que I'on a, pour la grandeur du
couple g, le produit de G par §sini; ce qui donne I'équation

g? =G 6% (1 — cos’i),

" . i étant l'inclinaison de G 4 . Don¢, ‘en. niettant-au lieude G¥ 62,

cos* i, leurs valeurs en p, g, r, et pour g* son expression générale

Aaf')z_i_'_lgzq'z +C2r2
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on aura
(3) . A2p*-+ B2 >+ G P =(A—B) p* g*+ (B—C)?* r*+(C— A Y2 pir2,

troisiéme et derniére équation du mouveinent.

COROLLAIRE.

74. Si, de ces trois équations, on tire les valeurs séparées de
Ap, Bg, Gr, on trouve sur-le-champ cés transformées équivalentes :

A‘[.’=(B—C)qr7 -
Bq.=(C;»A)pr, )

ce sont les équations d’Euler, et qui se trouvent ainsi démontrées
de la maniére la -plus simple. Nous pourrions en donner encore
d’autres démonstrations aussi rapides ; mais celle-ci me parait la plus
lumineuse, parce qu'on y voit parfaitement ce que ces équations ex-
priment en dynamique.

Et en effet, dans la premiére;. par exemple, le premler membre

Ap p ou A—7 est I’ expressmn générale du couple accélérateur estimé

autour de l’axe pr1nc1pal Ox; et le second membre (B — C) ¢gr est la
valeur du couple provenant des forces centrifuges, estimé autour du
méme axe, comme il est facile de s’en assurer en cherchant ce couple
d’une maniére directe. Or, puisque le corps est ici abandonné 4 lui-
méme, c’est-a-dire ne recoit 'action. d’aucun couple étranger, il est
clair que la quantité (B — C)qr est ici la seule & laquelle il faﬂle

égaler Pexpression générale A 75' Et la.méme chose se voit pour les

deux autres équations toutes semblables, qui se rapportent aux deux
autres axes principaux Oy et Oz.

Remarque.

75. On peut encore remarquer que cette démonstration nous méne
de suite aux équations du mouvement, dans le cas général ot le corps
15
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est soumis & Paction de forces accélératrices étrangéres; car il est
évident qu’il faudrait alors ajouter au second. membre,]e co‘upl.e qui
provient de ces forces accélératrices autour de 'axe que I'on c.onm-dere.
Ainsi, en désignant par X, Y, Z les forces accélératrices .q.UI‘angSE:BI,lt
sur chaque molécule dm du corps parallelement: aux trox‘s axes prin-
cipaux, on aurait S(Zy — Yz)dm pour le couple dit adces forces
autour de I'axe principal Ox : et le premier membre A EIE, qui est
Iexpression généraledu couple accélérateur dont le corps est flnimé,
devrait étre égalé 4 la somme des deux couples (B—C)gr et
f(Zy — Yz)dm, I'un dir aux forces centrifuges et I'autre aux forces
accélératrices étrangeres. D’ou I'on voit avec évidence qu'e.l(?s équa-
tions générales du mouvement de rotation d’un corps sollicité par des
forces quelconques, sont

A’ﬁz (B— C)gr + f(Zy — Yz)dm,

B — (C—A)pr+ f(Xs — Za)dm,

C = (A —B)pg+ [ (Y& — Xy)dm, .
X, Y, Z étant les forcés qui sollicitent chague molécule du corps,
suivant les directions des trdis axes prineipaux.

_Quand ces forces sont de nature i Sé réduire a ut;e force unique
passant toujours par le centre del la rotation, les trois couples
J(Zy —Yz)dm, [(Xz—Zx)dm, [(Yx —Xy)dm sont nuls, et
les équations reviennent aux trois précédentes, comwe si ]._e corps
était libre de toute action étrangére; c’est ce premier cas simple et
naturel qui fait le principal objet de notre analyse.

II.

Comment on aurait pu déduire notre théorie des trois equations
qui précédent.

76. Considérons les trois équations (1), (2), (3), et voyons les
premiers corollaires qui en découlent.
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Corovrraire: L

Oun voit d’abord que ’équation différentielle (1) sintégre immédia-

tement et donne
A% p? + B?¢® + C? r¥= constante'= G?*,
ou je fais la constante égale 4 G*, parce qu'il est évident que le pre-
mier membre exprime le carré du couple G dont le corps est animé.
Ainsi cette intégrale répond au théoréme de la conservation dé' la
grandeur du couple d*impulsion.
Cororrarre II.
L’équation (2) ¢'intégre de méme et donne
A p*+ Bg? + Cr® = constante = F.

Pour savoir & quoi répond la constante F, jobserve que le premier

.membre étant divisé par 62, exprime le moment d’inertie I du corps

autour de I’axe de'la rotation 6 (n°1). On a donc la constante F égale
a'16* qui est évidemment l’expreésion des forces vives de toutes les
molécules du corps : d’otl résulte le théoréme de la conservation des
Jforces vives dans tout le cours de la rotation.

Cororraire II1.

Si, au lieu de diviser le premier ‘membre par 6%, on le divisait
par le produit G, il est clair que ce premier membre exprimerait le
cosinus de Pinclinaison i de Paxe G & I'axe 6. Dot Ton voit que
GG cosi est encore Pexpression de la constante F; et comme G est
constant (corollaire I), il en résulte

6 cos i = constante ;

ce qui donne le théoréme de la conservation de la vitesse angulaire du
corps estimée autour de U'axe du couple d’impulsion G.
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CoRroLLAIRE: LV,

- On: peut rencore : remarquer que;'équation (2)!:qui, vue sous la
forme

Ap X pA+BgX g+ Grxr

o,
gx?o

Coomatey a st TR g e an gl Gl L g t par
me I'égalité 4 zéro du cosinus de Iinclinaison de g 4 0, et pa

conséquent , la_perpendicularité de ces deux axes, exprime encore, si
Akt Prvh e S Vot oo Elwi H . Fanfe :

on la regarde sous la forme

N Y2

ApXp+BgxXq+Crx<r
6 < Vpi+ gtk

?

Ty W e i T L L yEn PEIT
la perpendicularité de I'axe G a celui de'la rotatlgn \/p +q —ll—l
qui serait due au couple g. Diod-l'on voit ‘que-cet.axe, sur lequel les
forces centrifuges tendent a faire tourner, est toujours situé dans.le
plai ‘wiérie du cb’z;ple' d’impulsion.

LR Lotge . P
Co e Cé)ROLiAIi{E"V.’
: -

Enfin ; ’équation (3), qu’il eést facile .de ramener a:la forme

gg:,esinidt,

montre, comme on I’a déja vu (premiére partie) que si, au b‘out d’un
instant d¢, Paxe OG du couple a passé de sa position.actuelle  celle de
:Ia'aiagt:);hal‘é,.OG,‘ du fgéténgléjcdi;isi:rUit'sur les deux lignes G et g dt,

\ cEsicuianis sexit dar . angle. £% ;- d’un.autre
et, de cette maniére a .décrit .dans..le .corps-un.ang e 23

coté, par la rotation du corps, cette droite GG’ a tourné en sens
contraire d'un angle 0sinid¢ égal au premier, et se trouve ainsi
.revenue au méme lieu OG- dans lespace absolu; ce qui repqud Zu
théoréme:de Vinvariabilité du plan du couple G-dans toute la suite au
mouyement. AT
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Cororrairg VI,

Si, ‘dans les deux équations intégrales précédentes, que je mets
sous la forme ‘

A B ¢ o, .

GP Tl =1, "

A BTG o
3 TR+ 70+ g1l

on regarde p;. ¢:;;. r comme:les trois coordonnées -d’un point; on-voit
que ce:point, qui-fait le: pble instaritané de la rotation 0; esttoujours
situé sur les deux ellipsoides représentés par ces équations : ellip-
soides dont le premiier a-ses trois axes de longueurs. réciproques aux
trois moments d’inertie A, B, C du corps; et le second, aux racines
carrées'de ces mémes méments. C'est ce dernier’ que nous avons déja
considéré et nommé V'ellipsoide central.

Le pole instantané décrit donc sans cesse dans I'intérieur du mobile
I'orbe ou.la courbe fermée: qui résulte de Pintersection de ces deux
surfaces.

Si I'on retranche les deux équations I'une de Pautre, on a
A(G* — AF) p¥+ B(G* — BF) g* C(G¥— CF) r* = o,

eéquation d’une surface conique.du:second degré, rapportée au méme
centre et aux mémes axes que les p,récédqpteb. Le podle instantané
étant donc toujours sur cette surface conique, I'axe instantané,.lui-
méme y est aussi, et, par conséquent, cet axe décrit_dans Pintérieur
du corps la surface conique du second degré dont il s’agit.

- CoroLramresVIL. -~ ' ;

- -Si Pon;regarde. maintepant; les. trois quandités:Ap, Bg,; . Cr ou L,
M, N comme les trois coordonnées. d’un. point, ce point sera. extré-
mité de la;ligne G- qui marque la grandeur:du couple-d’impulsion ; ou

ce quon- peut nommer le pole: dece couple;- On. voit done par. les
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mémes équations, qui deviennent,
LW N
G - -
B 2 ’ N?
e + E F 5 =1 1]

AF " BF ' CF

‘otrs sur la sphé ( sur

que le pdle du couple est toujours sur la sphére au rayon G, et

inci AF, CF, directement pro-
I’ellipsoide aux rayons principaux V AF,_ v BE, \ CF, ,c.lzrec.ten: Bp o
portionnels aux racines carrées des trois' mome.nts d’inertie A, ; ’rb,;
Le pélé du couple décrit donc, dans 1?mtér1eur du co.rpls,.i, onli
fermé qui .résulte de I’ intersection.de. ces. deux«surf:aces ,]?E ' aa:ieon
méme OG trace le'cone du second degré,repre‘sente‘par équat
G*—BF G*— CF

G AR M2 +

=z N2—o0.
A B : C 4

] ieres 'une de V'autre.
qu’on trouve en retranchant les deux premieres

Cororraire VIIL.

-

Si, a la surface de Iellipsoide central, qui est représentee -par
1
I’équation |
! Ap*+Bg*+ Cr?=TF,
on congoit un plan tangent au point dont les coordonnées soient dé-
® N 4 - . , u-
signées par p, ¢, I, et si ’on nomme p’, ¢, r’ les coordonnées co
rantes de ce plan, on aura, pour son équation,
App' +Bgq'+ Crr'=TF,
ou bien o |
& Lp'+ Mg+ Nr'=F.
Or il est clair que cette équation est celle d'un plan perpendlc.ulalre f:
la licne G dont les trois projections sur les axes sont resptictn{emen
L 15[ N. Donc, le plan qui touche Dellipsoide central au pole instan-
| ’ L ; e d’1 1si : me
tallé ,e‘st toujours paralléle au plan du couple d’impulsion. E}t cc;mn:]
2 : ) re i py ‘ )
sa-distance au centre est mesurée par 0 cosi; et qI}e‘B Fqs i e]s ?odu
stante { corollaire. III), on voit’ que ce iplan paralléle 2;1’1 1{)' ar:) o
couple reste toujours &.la méme distance du centre deI'ellipsoide.
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Mais ce centre est immobile, et le plan du couple toujours paralléle
4 lni-méme dans P’espace absolu ; donc ce plan tangent au péle est tou-
jours un seul et méme plan fixe, et tout le mouvement de Pellipsoide
central consiste a rouler, sans glisser, sur ce plan fixe, en tournant
sur le rayon mené du centre au point de contact avec une vitesse an-
gulaire § mesurée par ce rayon; etc., etc. _

77. On voit avec quelle facilité on pourrait tirer toute notre théo-
rie des trois équations précédentes, i I'aide de quelques simples trans-
formations. Mais ce n’est qu’une apparente fécondité de cette méthode
de pur calcul qu’on appelle assez improprement I'analyse. Car si les
théorémes sont déja connus, on découvre bien vite les transforma-
tions & faire pour que les équations y. répondent ; mais quand on n’a
aucune idée de ces théorémes, on ne transforme guere qu’au hasard ,
et le plus souvent on n’arrive A rien. La vraie analyse est dans ’exa-
men attentif du probléme i résoudre, et dans ces premiers raisonne-
ments qu’on fait pour le mettre en équations. Transformer ensuite ces
équations, c'est-a-dire les combiner ensemble, ou en poser d’autres évi-
dentes que ’on combine avec elles, n’est au fond que de la synthese ;
4 moins que P'idée de chaque transformation ne nous soit donnée par
quelque vue nouvelle de Iesprit, ou quelque nouveau raisonnement,
ce qui nous fait rentrer dans la véritable analyse. Hors de cette voie
lumineuse, il n’y a donc plus d’analyse, mais une obscure synthése
de formules algébriques que on pose, pour ainsi dire, I'une sur
I'autre, et sans trop prévoir ce que pourra donner cette combinaison.

Voila les idées nettes qu'il faut attacher aux mots : et c’est an fond ce
que tout le monde parait sentir, puisqu’on dit trés-bien une heureuse

transformation, et qu'on ne dit point un heureux raisonnement, ni
une keureuse analyse.
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LA BOTATIQN DES C ORPS

Par IW. POINSOT.

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

DEVELOPPEMENT DES CALGULS POUR LA DETERMINATION. DU LIEU
DU CORPS AU BOUT D UN TEMPS DONNE.

1. Si, dans les trois équations différentielles (1), ( 2) (3) du cha-
pitre precedent on rémet , au lieu des lettres A, B, C qui représentent

R‘ R4
les trois moments prmmpaux & mertle les Pxpressmns m = M

m Ii relatlves a l’elhpsmde central du corps; si 'on integre les deux

premleres (1) et (2) et quon y mette les deux constantes F et G*

8

R R _
sous la forme m — et m? i’ €@ qui est permis, on aura les trois

}2
équations
2 2 2

% -+ % -+ ;,— = counstante = ’%7

P ¢ I
—~ + T —+ o= constante‘__ T
P.z q'a ".2_— Az(pz_l_q?_'_rz)___]lz
d e ET T

d’oti la lettre m, qui répond 4 la masse du corps, et la lettre R, 4 Ia
P. 17
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grandeur de l"el]i’psb'ide central, auront entiérement disparu, comme
cela doit étre : car il est évident que les moments d’inertie du corps
A,B,C, laforce vive 162, le couple d'impulsion G sont des quantités
homogenes qui peuvent toutes étre. mises sous cette méme forme du
produit mR* divisé¢ par le carré d’une ligne ou le rectangle de deux

autres..

2. Et maintenant, si I'on fait les lignes kp, kg, kr respectivement
égales'a @, ¥, 3, il viendra, pour les équations du mouvement de
rotation; les transformées suivantes :

z oy z
(l,) ﬂ2+ -b—,+;; I,

z 7 1
(2') 5+_b—4+-c_d'——;"
. A
\ a‘+F+E‘_ hrk

ou Von suppose, pour abréger,
(4) @t g 2

Dans ces équations, il est visible que x, ¥, z sont les. coordon -
nées du pole instantané 2 la surface de lelhpsmde central dont
les rayons principaux sont a, b, ¢ que la-ligne constante % est la
hauteur de ce podle au-dessus du ‘plan du couple d’impulsion ; #, la
ligne constante dont la fonction 1 k* représente la force vive 16% du
systéme : d’oti résulte (4 cause de 192 GO cos i), que la grandeur
du couple G se trouve ici représentée par : hk.

I

3. Cela posé, les équations finies (1), (2) et (4) donnent, comme
on l'a déja vu dans la seconde partie de'ce Mémoire, et en employant

les mémes abréviations,

x? = a: (> — a?),
bt e"?

7= (w2 — (%),

z* = (u® — )
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Ensuite, les équations (1) et (2) étant différentiées- et combinées avec-
Féquation différentielle (3 ), donnent

. a4el'(
2 2,2
[ e e Ve i 2
AT A .7 ’
4 @l
be

2 ¢ | 2
j _kz.a"‘c‘ =,

- 4 i
N ce

Palbt’ x

4. Si I'on ajoute ces trois ‘dernié\res équations, et qu’on y mette,
au lieu de &2, y?, 2%, leurs valeurs données par les trois précédentes,
on trouvera d’abord

. -i.z_i_)',r_i_z;z:‘;a
— (N =1 [2*.3a"e? — u*.Za’ e? (B + 9*) + Za*e® B * s
dr) T ks b ’ ’ M 7 K
et; réduisant le second membre, exactement de la méme maniére
qu’on Va fait (seconde partie, n® 63), il viendra
(%) L [H @ B )+ (B )]

%) =% abe
B # — (@b + bt + cra?) + 2 25

?
’2

ou en employant, pour abréger, les mémes lettres qu’au n® 64 ; fai-
sant de plus,
et tirant la racine carrée de part et d’autre, on aura
(8) d ‘/“ Vu' —Pu® + H.
t' .
Telle est, en fonction du rayon vecteur u, l'expression trés-simple

. ds AL TP )
de la vitesse — avec laquelle le péle instantané décrit son orbe s a la

surface de I'ellipsoide central, et décrit en méme temps la courbe o
sur le plan du couple d’impulsion, qui demeure fixe dans Pespace
absolu.

- . . d . o
5. Pour avoir cette vitesse -{;; = 7: en fonction du temps £, il faut

donc maintenant chercher I'expression de u en ¢; or c’est ce qu'on
17!1



i

§plme e

g T ey

._.,.--_

. ——

T ST IrmpesTe

126 THEORIE NOUVELLE
peut obtenir par un calcul trés-facile. Car, comme on a (4 cause de
n? = x? + y* + z%) 3 _ '

uu=xx +yy + 32,
si 'on met, au lien de x, y, 2, .x', y, z, leurs valeurs données plus
haut, on trouvera

. Y R/4 ,_,/ e -
wie =L 20 JGd = o) (W — BT (= ),

d’oti I'on tire, & cause de Za’e? = ¢%, et de ee’e" = ¢* y—1, et en se
servant des dénominations du n° 61,

© i ot fTfEEEEwR
/ ot -k u

Telle est, en fonction de. %, expression de la vitesse avec laquelle
le pdle instantané se rapproche ou s’éloigne alternativément du centre
de Pellipsoide: central, et oscille ainsi suivant le rayon vecteur %, dans
la partie qui s’étend du maximwmn au minimum de ce rayon; partie
qui est 8 — « quand % est < b, et § — y quand % est > b.

6. Si, entre cette équation (U)et la précédente (S), on élimine le
temps ¢, ce qui se fait ici trés-simplement en divisant, membre &
membre, Pune par 'autre, on aura, en s et u, 'équation différentielle

ds a’\/d"—_Pu’—!—ﬁ

" i —Pu+ Qu—R’

ce qui est exactement la méme équatfon qu’on avait trouvée directe-
ment pour la polhodie-(seconde partie, n°® 63).- On pouvait donc se

s : ) : . ds du
borner ici & caleuler 'une des deux expressions —, —; car, en la

, . ds . . . . ,
comparant a celle de - qui nous était déja connue, on aurait trouvé
u
Pautre : ‘mais il est toujours bon de confirmer les résultats du calcul.
7. Quant & I'imaginaire y —1 (ue T'on voit dans les deux pre-
mieres expressions, elle n’y est qu’'en apparence; car les deux
polynomes
u'—Puw+H et u*—Put+ Qu—R

DE LA ROTATION DES CORPS. F27

sont ici essentiellement négatifs, a cause du rayon vecteur « toujours
plus petit que la ligne 3, et toujours plus grand que chacuhe des
deux autres « et 7.

I1.

8. Maintenant, T’équation différentielle (U), qui ne renferme que
les deux variables u et ¢, étant mise sous la forme

k
dt 2 udu

1

2 (=) (F =) =)
se ramene immédiatement aux quadrat‘ure's.

On aura donc en intégrant, et déterminant la constante arbitraire
de maniére que le temps £ commence quand le rayon vecteur u est

A son masxcimum: g,
t=f(u?) = f(B*),

f désignant ici une certaine fonction de u?; et.de 13, par Ja fonction
mverse que je désignerai par f,, on tirera
2 __ £ Y R2
ut=fi [t + f(B)],
ot 1l est évident que f, sera une fonction périodique du tetps ¢.

Ainsi, quoique le temps ¢ croisse a infini, la valeur de cette fonc-
tion ne peut s'étendre que depuis le maximum de w2, qui est. tou-
jours (3%, jusqu’a son minimum. qui est, ou ¥?, ou «? selon quon a
hA> ou < b.

En désignant donc par t le'temps que le pole T met & passer d’un
sommet de son orbe s au sommet suivant, temps exprimé, dans le
premier cas, par

— £ 2] ‘ 2
T=f(y") —S(B*),
et dans le second, par
= f [ 2 YRRy
T=J(a*) — ()
si Fon demande la valear da rayon « au bout d’un temps quelconque,
on pourra commencer par Oter de ce temps donné tous les multiples
de 4t qui y seraient contenus, et conserver seulement le reste, qui ne
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pourrait étre que-de la forme

(£, on f-+7t, ou t-4 21, ou t-4 3T,

selon que le pole I serait dans le premier, le deuxieme, le troisieme
ou le quatriéme quart de son erbe s.

9. Connaissant la valeur de ® en ¢, si on la suppose substituée a
la place de u* dans I'équation

I B e v ST
ds = af\/Pz,¢2—-u‘+H,

on aura par une nouvelle intégration, et en déterminant la constante

arbitraire de maniére que I’arc s commence avec le temps ¢,

s=0¢=F(t) — F(o).

Equation ou il faut observer qu’on doit mettre le temps donné ¢ pris
dans toute son étendue, et non pas diminué des multiples de 47 qu'il
pourrait contenir, comme il était permis de le faire dans I'expression
précédente de u?.

Ayant ainsi le rayon u et Yarc ¢ en fonction de ¢, on en pourra
conclure la position du corps au bout d’un temps quelconque ¢,
comme on I’a fait voir 4 la fin du chapitre précédent

10. Mais ces intégrations.ou quadratures ne peuvent se faire ni
algébriquement, ni par des arcs de cercle ou-des logarithmes; elles
demandent essentiellement 'emploi des transcendantes elliptiques; de
sorte que le lieu du corps au bout d’un temps quelconque donné ne
peut, en général, se calculer gue par la voie des séries, ou au moyen
de certaines Tables qu’on aurait construites pour ces fonctions supé-
rienres.

- Dans certains cas particuliers, relatifs soit & la direction du couple
d’impulsion, soit 4 Pespéce du corps, la difficulté s’abaisse, et tout se
réduit anx regles ordinaires,, comme nous le ferons voir un peu plus

lein.
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III.

Changement des variables s et u dans les SJormules qui précedent.

- A4. Si, dans les expressions précédentes de 6{—2 2 on change s

dt
en ¢, et u* en ¢? 4+ %*, ce qui donne zu = ¢¢, on aura les formules
nouvelles
- Ead § 2 9 p
ot = ! {w B — P (o B+ H]

-1

= [((:2 B — P (0 B2+ Q0+ B2 — R] ’

ou ¢ est le rayon vecteur allant du centre de la courbe ¢ au pole in-
stantané qui la décrit.

12. Or, en nommant ¢ 'angle que ce rayon v fait avec une droite
quelconque fixe située dans le plan de cette courbe &, on a évidem-
ment

'02.?_2 —? — ¢,

Mettant au lheu de o et v* leurs valeurs ci-dessus, et multipliant tout
par k? 0%, il vient J v

A2 v”»g}ﬁ = —[(vV*+ A2 —P (v =A%)+ H]

+ [(v*+ R — P(0® + B2 4+ Q (¢ + h?) — R],

ou bien, en développant les bindmes, et ordonnant le second membre
par rapport a v,

Rt gt = [mw + 2k — P4 Q—H)?
+ (B*— PR+ Q2 —R) |

Maintenant, si d: er 5 2, N
1 » si dans Je terme (24" — PA®? - Q — H)v?, oni met, au

lieu de PA* sa valeur 2A%* — B, et au lien de Q — H sa valeur

B ]L2 — 2»C > 9.
——+— On trouvera I’équation

2ot o B2 b . ff-—-Aﬁ‘-}—'B/z’-—-C_
& ¢ = Ao -+ 2 e = 'h(’2+(}ls—Pk*+Q]Zz—R},
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et en posant, pour abréger, comme on I'a déja fait (seconde partie,
n°61),

B AR+ BE—C, ou (B —a?)(h*—b)(k—c*)=D,

B —Ph* +QAh2—R, ou (B —a?)(B2—p*)(RP—7")=

et observant qu’on a, entre D et A, la relation

on aura l’équation
lc2v = h*¢* + 2—— kv’ hs
ot il est évident que le se(:ond membre est le carré parfait du bindéme
D -
]1‘«'2 -+ Z'S"
13. Ainsi on a, en extrayant la racine carrée de part et d’autre,
. D
ket = ho? + 7
d’ot1, en dégageant ¢ et remettant pour D sa valeur
(R? — a®) (h* — b*) (B — c*),
on tire

. (h’——-a’)(k’—b’)(}z’—cf)
¢ ou H = Fh o sty

expression trés-simple de la vitesse angulaire avec laquelle le pole
instantané de rotation tourne autour du centre de T’herpolhodie ¢ ;
cette vitesse, comme on leé voit, est composée d’une partie constante,
et d’une partie variable qui est réciproque au carré du rayon vec-
teur ¢, et, par conséquent, périodique comine ce rayon.

44. Si Pon divise cetté expressmn de ik . par celle de -—t, donnée

plus haut (n° 42), on aura expression de d—:‘: en fonction de v, C'est-

a-dire I’équation différentielle de la courbe plane ¢, entre son rayon
vecteur ¢ et Pangle ¢ que ce rayon décrit autour du centre de cette
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courbe ¢; cette équation sera_donc B
dy '/w’—'l—'g/Z _
vy \/'((,-; iy T Ep P G _4_?&:)2'_;._ Q(u‘-{— ) _'__"R"

ce qui s’accorde parfaitement ayec I'équation polaire de ’herpolhodie
telle qu'on Ta trouvée directement (seconde partie, n° 66).

On peut remarquer ‘que .cette equatlon ne renferme que ]es quatre
constantes a, &, c et &, dont les trois premiéres sont relatives.a Pes-
péce du corps, et la quatrieme %, 4 la position, du couple d’impulsiox.
Et-il est clair que la constante k& n’y doit pas entrer, puisque la courbe
décrite par | le pble instantané ne pent dépendre dela grandeur 1:Ak du
couple qui a frappé le corps, ni par conséquent de la constante £ qui
répond aux jforces vives: la courbe -est decrlte p]us ou moins vite,
mais elle est toujours la méme pour les mémes données a, b, ¢ et k.

15. On peut employer, si 'on veut, ces nouvelles. variables ¢'et @,
au lieu des précédentes , pour avoir la position du corps au bout d'un

temps quelconque #. Car, en intégrant la premiére équation qui donne

. dv’ . . e
Pexpression de — en fonction de v, et faisant commencer le temps £

avec le rayon vecteur ‘
9= 2 — i,
on aura, comme plus haut (n° 8),
L= f (o B — (B,
o= f (e + [ B) — 7.

De cette valeur ¢* on conclut celles -des trois coordonnées x, y, z
du pole instantané a la surface de I'ellipsoide central, pmsque cha-
cune d’elles x, y, z.est donnée en u*(n° 3), et, par conséquent, en
92+ h%: on a donc déja la posmon de ce pole sur Pellipsoide central.

ou

‘Mettant ensuite cette valeur de ¢* en ¢ dans la seconde équation

o d . — . .
qui donne =¥ en fonction de. v, et intégrant, en faisant commencer

dt
I'angle ¢ avec le temps £, on.aura

o = £(t) — £(0);
P. 18
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ce qui donnera la position du pdle- instantané sur le plan fixe du
couple d’impulsion : et de 12 on pourra conclure la position du corps
da-ns-lv’espace absolu au bout du temps ¢.

Mais, quelques coordonnées qu’on emploie, Piniégration ramenera
toujours, ce qui est ici fort naturel, ala théorie des fonctions ellip-
tiques : théorie aujotird’hui trés-connue, et a laquelle je renvoie le
lecteur, pour ne pas m’écarter du principal objet de ce Mémoire. Je
me bornerai donc 4 quelques exemples ou - les quadratures se font
par les régles ordinaires.

Application des formules ‘a quelques cas particuliers qui n’exigent
pas Lemploi des tr{ms‘cendanbes elliptiques.

I

Cas particuliers relatifs ‘& la position du couple d’impulsion.

16. 11 est presque inutile de s’arréter au cas particulier de £ = a;
car- il n’y a, sur la surface de Pellipsoide central, qu'un seul point
ou le plan tangent puisse étre 4 une distance 2 = a du centre de cet
ellipsoide. On a donc alors u=a, et le corps tourne constamment,
avec une vitesse angulaire § = a: k, autour de son axe majeur a,
lequel se confond avec P'axe du couple d’impulsion et demeure im-
mobile et dans le corps et dans Pespace absolu.

Tl v’y a ici qu'une seule remarque a faire : c’est que le pole instan-

. . . . . . 3 . do A
tané I étant immobile, il semble que la vitesse angu]alre o de ce pole
autour de Vaxe du couple devralt étre nulle, aussi bien que sa vitesse

d-o
abso]ue Al et non pas egale a la quantité ﬁme = que donne Vexpres-

sion genera]e de quand on y fait & =a. Mais il faut observer que

la vitesse angulmre d’un pomt autour d’un centre fixe est une
quantité qui ne (lepend pas de’ la distance de ce point au centre que
Pon considére. Ainsi, quoique:le:rayon vecteur ¢ du pole I soit ici
égal & zéro, et que ce pole soit réellement 1mm0b1]e, on n’en peut

d
pas conclure que sa vitesse angulaire —} soit aussi égale 2 zéro; et

DE LA ROTATION DES' CORPS. 133
voila pourquoi on la trouve égale & la quantité finie a:%. Et P'on
peut bien voir d’ailleurs qué cette ‘valeur est 1a véritable; car, dans
notre analyse, ou la grandeur. du couple d’impulsion est exprimée

par ﬂ) et l¢ moment d’inertie du corps par »—, il est clair que le

. a . . 3 . . .
uotient - exprime la rotation 6, c’est-a-dire la vitesse angulaire d’un
P - 8 .

point quelconque de ce corps, et, par conséquent, celle du point
particulier qui fait le pole lui-méme.

On peut dire exactement les mémes choses dans le cas particulier
de & = ¢, c’est-a-dire quand le plan du couple sera donné tangent au
pole mineur de l’el]ipsoide il 0’y a qua changer aenc.

Mais il n’en est pas de méme dans le cas smguher de h egal i Paxe
moyen b; car, outre le pole moyen B,ilya sur lelhpsmde une infi-
nité de points I ot le plan tangent du couple peut étre a la méme
distance i = b du centre de cet elllpsmde, et cette suite de points
forme les deux elllpses singuliéres dont j’ai précédemment parlé’ (se-
conde partie, n° 68), et sur 'une desquelles le pole instantané I peut
se mouvoir dans toute la suite du temps. Clest ce qu’il est bon de
developpex "3

‘Solution déﬁs le cas singuliér de h=5.

A7. Si Yon suppose t = b; on trouve d’abord ces-réductions,

ol = = b*;
et I’équation différentielle du n° 8 devient
2dt 2u du
l‘ — b sz_ u’

laquelle -s’intégre par logarithmes, et donne, en y faisant, pour
abréger, .
nd == ﬁ2 — bz,'

I'équation
2nt l n-—i—\/p’-—u’

I3 T n— 13’——‘!&'

18..
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intégrale ou I'on a déterminé la constante arbitraire par la supposi-
tion que:le.temps ¢ commence quand le rayon vecteur u = f3.

On a donc, en passant des logarithmes aux exponentielles, I'équa-

tion ‘
ant R .
T _nt+VE—w
ek ErVr—w,
n— \/p’— u?
d’out Von tire, en résolvant par rapport a «?,
’z?
u27: b2 —+ 4

TR
(‘J + g.T_> :
pour ],’vexpressio’ﬁ du rayon vecteur.z en fonction du temps .

Or' chacune des coordennées x, Y z du pole instantané 1 étant
elle-méme exprimée en #?, 'on en aura la valeur en ¢ , et, -par’ consé-
quéent, on saura quelle est, sur la surface de Iellipsoide central, Ia
position du péle I au bout d’un temps quelconque ¢.

Pour al\’rqir ﬁia‘intqnant sa position sur ,le: plan _ﬁxetdq couple d'im-
p_u]vsion», au bout du méme témps, on prendra, pour les deux coor-
données de ce point, le rayon vecteur ¢ émané du centre de I'her-
polhodie o, avec I'angle ¢ que ce rayou fait avec une droite fixe dans

le plan de cette conrbe.
Or, 4 cause de k=5, 0n a
S 2 g2 — b2,
et ’équation précédente donne sur-le-champ
2n, .

P.= =

nt’ — nt

'”e.k —+ e k

. ! . P . d , .
Ensuite, comme Jexpression différentielle de 7?—:-»(11" 13) se réduit ici

‘ .. o do &
(& cause de s = b) a Pexpression trés-simple £2 =2, on aura tout
. dt &

de snite,

en faisant commencer 'angle ¢ avec.le temps ¢.
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Gonnaissant done, en fonction de ¢, les degxr coordounées polaires.
vet ¢ dupolel sarle plan fixe duicouple d’impulsion.,.et. ayant déja.
les trois coordonnées ;. Y 3 du-méme péle sur la surface de Pellip-
soide central, on en conclura, comme on Pa dit plus haut, la position
que le corps doit occuper dans Pespace ai:u_bout du temps ¢, etla
question sera ainsi complétement résolue.

18. De Péquation ci-dessus,

P = Z/'_ta

si I'on tire ¢ en ¢, et qu'on le mette dans I'expression précédente
de v, on a

4T

& : — 2n
i — Jgt . g
e? 4t

pour l’équﬁtion polair'ei,rt‘:l,e yla,{dé)ﬁb]e sﬁir‘al.eflo- décrite par le pole Fig. 25.

instantané dans I’espace absolu; ce qui s’accorde parfaitement avec ce
3 . 1y ’ . z § - . ’ .
quon avait déja trouvé dans la seconde partie de ce Mémoire.

}H} ‘

Cas particuliers relatifs & 1 ‘espéce du eorps.

L'ellipsoide central dii corps peut étre wn sphéroide "ej]iptikiﬁe
allongé, ou aplati vers les pdles, ce qiﬁ‘covnViefi't'é'toil‘siilses’iébi'})s 'de
révolution, et 4 une infinité d’autres ou le corps a deux de ses trois
moments principaux d’inertie égaux entre eux : et enfin, Pellipsoide
central peut étre une sphére parfaite, ce qui convient, non-seulement
aux corps sphériques ou réguliers, mais encore A une infinité d’autres.

49. Soit d’abord le cas d’un sphéroide a]]ongé; c’est-a-dire le cas de

- RN
PR T i

b=c; "
on- trouve alors -
s s a (@ EYVR— b =
W= ﬁ - 'y'zz = ___‘:_I_)h?_ B, o] A .C?nStan_‘tgz.L“ it N
et, par conséquent,
s W P Y
2 (@ - b?
Vi = _162 5 ,{2? —'——‘ﬁ) = constande : ...
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d’ou Ton voit d’abord ‘que la vitesse angulaire'¢ du corps autour du
rayon instantané u, et la vitesse’angulaire ¢ sin i autour du rayon v,
sont toutes. denx. constantes; et respectlvement egales a

3 Z.,

6=2, gsin 1; = :\/ﬁ)_ha

On trouve ensuite, 1° que la po]hodie .5 est un cercle décrit autour
de V'axe du sphéroide, d’un rayon p exprimé par

b \/la2 — h’

P= Iz \,/a’ - b2

et que la circonférence en est parcourue par le pole instantané I avec

. . L ds .
une vitesse uniforme = dont la valeur est

d b e kR B
dr o RE _k

*

LIS T s B Sl ds s ~ T
d'ou résulté, en divisant = par le rayon p,'la valeur

\/bi Rl b2 . \/’ﬁ —— b,

%

pour la vitesse angulau‘e de ce pole autour de I'axe du sphéroide.

Que 1herpolhod1° ¢ est un autre cercle d’un rayon

v = \/ﬁ’—- A2,

ou

h ?

Y=

et que la circonférence de ce cercle décrit autour de 'axe fixe du

do
ouple d lmpulsmn est parcourue avec une vitesse uniforme — par—

ds

faitement égale 3 la précédente ¢T’ d’ott résulte, en dmsant =

. . b . . . sl
par le rayon ¢, le quotient - pour la vitesse angulau‘e du pole I au-

tour de P'axe fixe dans l’espace absolu : valeur qui s’accorde parfai-
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tement, comme cela doit étre; avec célle que donnerait Pexpression
dy. ! L
generale de = si Ton 'y faisait b=c. » _ -
- On voit donc qu'ici tout est umforme et cxrculalre -et qu’il n’est

pour ainsi dire besoin dlaucune mtegratlon ‘¢ar on a 1mmed1atement

2

u=_4, v:\/ﬁ”—k2, s=c= M\/ﬁ2—k‘ , qo:;—zt

en faisant commencer I'angle ¢ et les arcs s et ¢ avec le temps ¢..

20. Dans le cas particulier de. b =a, ce qui répond au cas d’'un
sphéroide central -aplati vers les poles, on trouverait, mutatis mutan-
dis, des expressions toutes:semblables aux précédentes. -

21. Enfin, si 'on avait les‘dxes extrémes a et ¢ égaux entre eux, ce
qui entrainerait I’égalité des’ trms axes @, b, c et de la ligne £, il 0’y
aurait plus rien qui ne fat, pour ainsi dlre, évident de soi-méme.

Le corps tournerait constamment autour d'un méme dlametre 2as
avec une vitesse angulau‘e 6 =a k.

11 faut toutefois se rappeler que ce cas si particulier de

convient non-seulement aux corps homogenes qui sont sphériques ou
réguliers, mais encore 4 une infinité d’antres de- constitution quel-
conque. . L

CHAPITRE 1I.
NOUVELLE IMAGE DE LA ROTATION DES CORPS.

22. Soient toujours O le centre du-corps ;- OG 'axe du couple d'im- Fig. ar.
pulsion; OI P'axe instantané de la rotation 6, et i.I'inclinaison mu-
tuelle de ces deux: axes. . : ;
On peut toujours supposer qu'a chaque .instant d¢ la rotation
soit dec@mposee en deux: Pune autour de 'axe OG du couple, et
Pautre autour d’une droite OT perpendlculalre a OG dans, le plan
des deux axes OG et OL.
Or, par la premiére rotation § cos i autour de OG, cet axe OG reste
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ile ‘dar rps ans I’ 5 mais ,paj e sini
immobile ‘dans le corps-et dans 'espace; mais,par la second

autour de OT, il y a une certaine ligne OG’ du corps qui vient se
placer sur OG dans I'espace : de sorte que OG, qui est réellement
: . & i 0 PRI | LI &
fixe dans- l’esp’ac:‘e,'"'parait=4dém'1re un angle GOG’ dans'Uintérieur du
corps."OF c’est le plan de cét angle infiniment petit, ‘et ‘dont la valeur
est N
c GOG!'=Gsini. d¢,
. , ,

qui forme; Vélément de la ~surface conique tracée par Paxe 0G du
couple dans V'intérienr du corps. .-

23 LaJigne OT, qui est.perpendiculaire au plan de cet angle, est
donc normale 4 la surface de ce cone. La -suite des normales OT cor-
respondantes & toutes les positions de la génératrice OG forme donc,
dans Uintérieur du corps, une autre surface conique de méme Asormmc.at
normale Y la .prerjaiére._ Tt il est évident que ces deux cones que -}e

représente, pour abréger, par (OG) et (OT), sont en quelque sorle

réciproques V'un de l'autre : car les .gém?rat,riggs. d‘g _l_fun, peuvent étre
regardées comme la su_i'te' d.e‘s noylnalqs ala sgrface de 1 a-utre.
24. On trouve aisément (seconde partig, n°® 76, corollaire YII) que
la surface conique, décrite par 'aie OG du couple, -a pour équation
(B? — a?) x® + (B — b*) y® + (h* — %) 2* = o;

on peuf donc en conclure que Pautre surface conique,, décrite par OT
toujours normale 4 la premiere, a pour équation

2 .9’2 . z"" — 0
Ll ronmy Rl TR Rl

S 2
’}tz— ol _llz:___ —C

95. On voit donc :

.Que ces surfaces sont celles de-deux cones droits, & bases el}iptique§ )
autour 'd5 un axe’ commun qui est, ou le grand ‘axe a, ou le petit
axe ¢, de lellipsoide central, selon qu'ona k> b, ou h<b; o

Qué, dans le cas singulier de k=0, le ppemigr cone (QG), éeczi
par‘l"afié‘du""cou’p‘le', se réduit A I'un des deux plans ~repf'esentes P

I’équation
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et le second cone (OT), 4 une simple droite OT perpendiculaire 4 ce
plan; '

Et qu’enfin, dans le cas ot Iellipsoide céntral du corps est de ré-
volution, les deux cénes sont des cones droits & bases circulaires
autour de I'axe du sphéroide.

26. Voyons maintenant, 4 I'aide de ces images, comment s’exécute
dans Pespace le mouvement d’un corps qui a recu impulsion d’un
couple dans une direction quelconque donnée.

Pour mieux fixer les idées et simplifier le discours, on peut consi-
dérer le plan MON du.couple (qui reste fixe dans Pespace) comme
étant le plan horizontal , et, par conséquent, 'axe OG de ce couple
comme la verticale. -

Cela posé, il est visible que, dans tout le cours du mouvement,
la surface du premier cone (OG) doit passer par la verticale OG, et
que la surface du second (OT) doit étre en contact avec le plan hori-
zontal MN. Car, la ligne OG étant toujours normale & la surface du
cone (OT), et perpendiculaire au plan MN, ce plan horizontal MN
ne peut étre autre chose que le plan tangent & la surface. Donc, pen-
dant le mouvement du corps, le céne (OT) demeure perpétuellement
en contact avec le plan fixe du couple appliqué.

27. Actuellement, il est bien facile de se représenter le mouvement
du corps par celui de ce céne intérieur (OT), qui est attaché.au corps
et entraine avec soi dans 'espace absolu.

En effet, par la rotation §sin/ autour de la génératrice OT, ce
cone roule sur le plan horizontal MN et ameéne en contact, au bout
d’un instant d¢, une certaine génératrice infiniment voisine OT” : par
la seconde rotation § cosi autour de la verticale OG, cette généra-
trice OT’ glisse sur ce méme plan en tournant d’un certain angle infi-
niment petit T'OT". Ainsi, par les deux rotations composantes de ¢,
la génératrice OT, ou la ligne de contact du cone avec le plan MN a
décrit sur ce plan, au bout d’up instant dt, un angle TOT” composé
des deux angles TOT’, T'OT” dont on vient dé parler.

Pour se représenter le mouvement du corps, il faut donc conce-
voir qu’a chaque instant d¢, on fait rouler le cdne (OT) sur le plan

P, 9

Fic. 21.
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fixe MN, par angle
- TOT' = dw,
dé1 3 1a rotation § sin i autour de la ligne de contact OT; et, ensuite,
qu’on le fait glisser, sur ce méme plan, par Yangle
TOT" = dy,

dti 2 la rotation 4 cosi autour de la verticale' OG : et par ces deux
mouvementis, exécutés I'un apres Pautre, on a le liea du corps au
bout de cet instant dft.

98. Dans la nature, ces denx mouvements ne sont pas exécutés I'un
aprés V'autre, ils sont simultanés, ou plutdt ils n'en font qu’un seul
qui est le composé de ces deux-la. Mais, comie on ne considere
qu'un temps infiniment petit dt, les deux espaces qu’un point quel-
conque du corps tend A décrire en vertu des deux rotations § sin 7 et
B cos i, sont censés rectilignes, comme les deux cotés d'un parallé-
logramme : et ce point étant porté d’abord le long de P'un de ces
chtés, et ensuite sur une ligne égale et parallele a I’'autre, se trouve
alors au bout de la diagonale, cest-a-dire au méme lieu de Vespace
on il serait arrivé par son mouvement naturel en suivant cette diago-
nale. Si donc on imagine que cette double opération, que je viens de
décrire, soit répétée pour chaque parlie infiniment petite dz du
temps ¢, on aura la suite des lieux oul le corps passe dans le cours de
sa rotation, ou 1-’image'ﬁdéle de son mouvement dans I’espace.

Mais si on demandait simplement de marquer le liew ou se trouvera
le corps au bout d’un temps quelconque, sans s’occuper de la route
que le corps suit pour y arviver, on n’aurait pas besoin de supposer
que la double operation dont il s’agit soit répétée a chaque instant.
On pourrait d'un seul coup faire rouler le cone (OT) par un angle
ﬁ_,niic.) égal a la somme de tous les angles TOT' que la génératrice OT
trace & la surface de ce cone pendant le temps donné ¢; et, ensuite,
le faire glisser en tourpant autour de la verticale OG par un angle
égal 4 la somme de tous les angles T'OT” qui sont dus a la rotation
du. corps autour de cetle verticale pendant le méme temps . Par ces
deux opérations, exécutées I'une aprés V'autre, et dans Pordre qu'on
voudra, le corps, il est vrai, n’aurait pas suivi le mouvement qu’il
1-dans la nature, mais il se trouverait actuellement posé dans le méme
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lieu de I'espace ou il arrive par son mouvement naturel au bout du

1] 1 ] hd \
temps ¢. D’ou I'on voit que le probléme de déterminer le lien du
B ) 2 -
corps au bout d’un temps quelconque, se réduit i chercher les deux

sommes ou intégrales :
| W = f»(—TOT'), g :f(T’OT”),
en fonction.du temps ¢.

9. Qll’al.]t 4 la seconde intégrale ¢, elle se trouve sur-le-champ;
car il est évident qu’on a 7

TOT =dy = Gcosi
= si.dit;
or on a trouvé ’ ! . ’
5 ¢ . h
COs8 1 = const. — yE
on a done

dq» =--dt,

EalI

d’ou Uon tire

By

- t,

en faisant commencer l’anglq ¢ avec le temps ¢.

Mais Pautre intégrale
@ = [(TOT)

1t:e se tr(?uve pas aussi aisément : il faut commencer par chercher
Vexpression différentielle de 'angle TOT'.
f Pourl ’cela Je remarque que cet angle TOT', ajouté a Fangle T'OT”
4 : = » ’
atzlrtme dan]g,Ie TOT” que la projection de I'axe instantané OI décrit
! ;1;11- qu axe1 du]couele; car le point T est la projection continuelle
pole 1 sur le plan de ce couple. On a d ' nor
( . onc, en no
dernier angle, g , mmant g ce
do +dy =dgp:
or on a trouvé précédemment
(72— a?) (i — b*) (A" —¢*)

do =8cosi.dt +
3. k3. 0%sin? i

-dt;

on a donc, en comparant les deux expressions de dy,

do = .(Jf!_: ﬂ_2)_(h;— ) (k2 —¢?)
ok wsnee At

19..
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d’ot1 Von tire

2"az b2 2 a2 di
o (e (=) (h )f ;

. Bk ek

Pour avoir o, il faudra donc mettre d’abord, au lieu de 62, sa valeu.r

en fonction de ¢, et puis intégrer Pexpression fdt . (k*6* — h*); mais
cette intégrale demande encore ’emploi des fonctions elliptiques.

30. 1l faut remarquer que les lignes % et k étant.essentiellement posi-

’ I} 4 3 h : * A 34

tives , et d¢ étant égal & - dt, cet angle d { peut toujours étre regardé

comme ayant le méme signe —+ ; mais I'angle dw a tantét le signe +
et tantot le signe —, selon que kest < ou > b.

Si 2 < b, le cobne OT entoure le petit axe ¢ de I'ellipsoide central,
et, dans ce cas, angle dw, de méme signe que d¢, s’ajt?ute a ceF
angle pour former I'angle d¢ que la projection de l'axe instantane
décrit autour de I’axe du couple.

Si & > b, le cone (OT) entoure le grand axe a; et, dans'c':e cas,
Pangle dew, de signe contraire & d{, doit en étre retranché pour
former Pangle dg.

34. Enfin, dansle cas singulier de 2= b, le cdne (OT) se réduit 4 une
droite OT située dans le plan des axes extrémes a et ¢, et inclinée

bz_"ca . ) .
sur a d'un angle dont la tangente est — \/ = I'angle dw est nul,

et d¢ se réduit simplement & I'angle

Ainsi, dans le cas de &= b, il existe dans le corps un axe singu-
lier'OT. quii a la propriété de décrire uniformément le plan fixe MON
du couple, avec une vitesse constante

A o.b

= =

¥k

tandis-que le corps tourne autour de cet axe singulier avec une vitesse

variable o
bz
Gsini = \/9”'— i
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Dans ce cas, on n’a besoin que des régles ordinaires du calcul inté-
gral pour déterminer la position du corps au bout d’un temps
donné ¢. Car, pour amener le corps.dans cette position , il suffirait de-
le faire tourner d’abord autour de I'axe du couple d’un angle

=
b=

et ensuite, de le faire tourner sur son axe singulier OT, d’un angle 7
égal & [Gsini.dr. Or, dans le cas de & = b, nous avons trouvé, pour
Vexpression de 6 sin i en fonction de ¢, :
nt
- &
D 20 e
0 sinrs — T u i’
1-4-e¢ k-
ou e désigne la base des logarithmes de Néper, et » la valeur du ra-
dical /@* — 5%, Multipliant donc par dt catte expression de §sin i,
intégrant, et faisant commencer I’arc 7 avec le temps £, on a

T= 2 (arc tang e®:k — 2)

32. Les deux cas de 2 = a, ou 2 = ¢ n’ont aucune difficulté; car
les axes OI, OG se confondent entre eux et avec I'axe a, ou I'axe ¢
du corps; et tout se réduit & une simple rotation constante % : k, au-
tour de cet axe a, ou ¢, qui demeure immobile dans ’espace absolu.

33. Silellipsoide central a deux de ses axes égaux entre eux, le
cone (OT') est un cone droit 4 base circulaire autour de Paxe de révo-
lution de ce sphéroide. Alors § sin i est constant;, et, par conséquent,
dw est constant, aussi bien que d¢ et dy, et 'on a sur-le-champ la
valeur de ces angles pour un temps quelconque ¢.

Si l'ellipsoide central a ses trois axes égaux et devient une sphére,
tout se réduit 4 un mouvement simple de rotation autour du diametre
qui fait 'axe du couple appliqué G.

Tous ces cas particuliers n’ont aucune espéce de difficulté et se
résdlvent d’eux-mémes : il n’y a de remarquable que le cas singu-
lier de =06 qui se résout par VUintégration de la différentielle
SOsini.dt, laquelle ne dépend que des fonctions exponentielles
et circulaires.
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Remarque 1.

34. Jai trouvé plus haut Iexpression de P'angle dw par celle de
Vangle dg, qui nous était déja connue (n° 13). Mais cet angle da),
que trace le-cone (OT) en roulant sur le plan du couple, peut se
trouver aussi d’une maniére directe, comme on va le voir dans
Tarticle suivant, ce qui servira a confirmer notre analyse.

Au point T de la surface de ce cone (OT), la ligne de moindre
courbure est évidemment la génératrice OT; et, par conséquent, la
ligne de plus grande courbure est perpendiculaire & cette génératrice.

Considérons sur cette ligne de courbure I'arc infiniment petit ds
qui se couche en un instant dt sar le plan MN quand le cone ,r01.116
sur ce plan en vertu de la rotation 6 sini qu’il a sur sa génératrice
actuelle OT. 11 est évident que 6 sin i.dt est I'angie de contingence ,
c’est-a-dire 'angle formé par les deux tangentes menées aux extrémités
de Tarc ds, ou, cé qui revient au méme; P'angle formé par les deu~x
normales menées 2 1a surface du cone en ces deux points. Or cet angle

. ds .
est exprimé par —, en nommant ® le rayon de la courbure. On a

donc
" @ sin idt = &
R
Mais I’angle formé par les deux génératrices voisines OT et OT' qui
vont du point O aux deux bouts du méme arc ds, et que nous
avons nommé dw , est évidernment exprimé par

ds ds

do =—0’_I‘='kesini:’

on a donc; pour 'expression de dw,

dew = —2— dt,

ot & désigne le rayon de la plus grande courbure 4 la surface du
cbne (OT), au point T extrémité de la génératrice

OT = kOsinti.
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Or, I’équation de la surface conique (OT) étant

Lz yz ( z? 1
R a7 + h”—b”+ A2 Oy

le rayon & de la courbure en un point quelconque dont les coor-
données seraient x, 7, z, est exprimé par

T g2 (hr— b2 2 "(/La__ca)z 2 . (kev—cl)2 2 X
(h a)(} b /I:\/Z_F(‘hz__bz)ny -+ (]lz__az)ﬂ'x .
(/z’—c”)(.z"+_y’+z’) 2

R =

et, comme le point T dont il s’agit n’est pas un point quelconque de
la surface du cone, mais un point qui doit se trouver en méme temps
sur la surface de Pellipsoide dont I'équation est

x? y? F AN 1

Tay By T ey R

(B2 *)?
R

En substituant cette valeur, il -vient donc pour g, cette expression

le trindbme qui est sous le radical se réduit ici 4 la constante

(h*— a®) (h*— B (B — c?)
B (2~ i 57 '

Orona
C x4 y? 4 22 = OT? = A*6% sin* i;

il vient donc, pour 'expression de d W = % dt,

(1 — a?) (k2 — b?) (B — c?)
B B8 sin?i dt,

dw =

ce qui s’accorde parfaitement avec ce qu’on avait trouvé plus baut par
une voie différente.

Remarque 11.

35. Je ferai encore ici une remarque importante pour montrer com- g, o3,
ment, dans le cas de 2> b, le mouvement angulaire dg du pole in-
stantané I de rotation est égal & la différence dy — dw de P'angle d¢
par lequel le cone {OT) glisse sur le plan du couple, a I'angle dewpar
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lequel ce cone roule sur le méme plan; tandis que, dans le cas de
h< b, Vangle dp est égal a la somme d§ + dw de ces deux angles.
Pour plus de clarté, considérons les choses au moment ou le pole
instantané I traverse Vellipse moyenne (ac) de Pellipsoide central. Si
Ton méne en I la tangente 2 cette ellipse, qu’on abaisse sur elle la
perpendiculaire OP, et qu’on achéve le rectangle IPOT ; on voit que
OP sera la direction de Vaxe du couple d'impulsion, et OT la géné-
ratrice actuelle du céne (OT); et comme OT est situé dans Pangle
droit COA des axes extrémes c et a, il est clair que la perpendicu-
laire OP & la tangente en I sera située aussi dans le méme angle droit :
donc OT perpendiculaire 2 OP tombera au-dessous de P'axe OA par
rapport aux axes Ol et OP que je regarde comme étant au-dessus.
Or, si Yon a 2 > b, on sait que le cone décrit par OT a pour axe
le grand axe OA = a de ]'e‘l]ipsoi’de central : done, si 'on n}éne a ce
cone le plan tangent snivant OT, ce qui sera le plan méme du couple
d?implilsion, le cone (OT) sera situé au-dessus de ce plan du méme
coté que les points 1 et P. Si donc, en vertu de la rotation 0 cos{
autour de OP, ce cone glisse en un instant dt, d’'un angle d{ sur ce
plan tangent, il est clair qu’en vertu de ia rotation 9 sini autour
de OT, il roule sur le méme plan par un angle dw de signe contraire
a dy : de sorte que le mouvement angulaire dy de la génératrice OT
est exprimé par la différence dy — dw de ces deux angles. |
Mais si ’on a A < b, ce n’est plus autour du grand axe OA, mais
autour du petit axe OC, que le cone (OT) se trouve décrit. Et alors ce
cone, au lieu d’étre situé au-dessus du plan qui le touche en OT, du
méme coté que le pole T et le point P, se trouve situé au-dessous, du
coté opposé. Si donc ce cone, par la rotation autour de OP, glisse sur
le plan d’un angle dy, il est clair que par Pautre retation autour
de OT, il roule sur.ce plan d’un angle dw de méme signe que dy : de
sorte que, dans ce cas, le mouvement angulaire de du point T est
exprimé par la somme dy + dw de ces deux angles.

36. On voit par la comment il arrive que, dans le cas singulier
de & = b, on a simplement”

do=dy=0cosi.dt=1dt:
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car, le cas de . = b pouvant étre considéré comme appartenani a la
fms. a Pun et & Pautre des deux cas précédents, I'angle de devrait
a‘wmr également le signe -+ et le signe — ; ce qui ne peut étre ici,
a moins qu’on n’ait dw = o : c’est, en effet, ce qui a lieu, et réduit
alors do & dy, c’est-a-dire que, dans ce cas singulier, la vitesse an-
gulaire du pole instantané, autour de I'axe fixe du couple, est con-

. , b
stante et mesurée par = dans toute la suite du mouvement.

Résumé de notre theorie.

| 37. On peut donc considérer, dans ’intérieur du corps, trois cones
du second ordre, savoir
1°. Le cone (OT) décrit par I'axe instantané OI;
2% Le cone (OT) décrit par la projection continuelle de OI sur le
plan fixe MN du couple d’impulsion ; )
-. 3°. Le cone (OG) décrit par I'axe fixe OG de ce couple dans l'inté-
rieur du mobile.

Ces trois cOnes sont droits, a bases elliptiques, et tous trois décrits
autour d’'un méme axe, qui est, ou le grand axe a, ou le petit
axe c¢ de Iellipsoide central, selon que & est > ou < que Paxe
moyen b de cet ellipsoide.

Dans le cas singulier de 2 =4, le cone (OI) se réduit 4 un plan

) LA \
passant par Paxe moyen. Le cbne (OG) se réduit 4 un autre plan
passant par ce méme axe, et le-cone (OT) se réduit & une droite per-

A

pendiculaire 4 ce dernier plan.

Les surfaces de ces cOnes sont toutes trois décrites et achevées dans
le méme temps. ‘

?
L’axe OG du couple trace la sienne avec une vitesse angulaire

- - . ' . 2

651nz=\/02—-i-

l.2

3 * . . B
L’axe OT trace la sienne avec une vitesse angulaire

do _ (I a)(h'— b*) (K —c)
‘dt Rk (Zz 62— /17) ’
P, 20
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L’axe Ol trace la sienne avec ume vitesse angulaire que l'on trouve

égal"e A

V(Q —H) A —R

1.3 92
expression oulon a
Q_H:(n?[ﬂ—{- b’c’-—’r—c’,a’)h’-éza’b’c?. c
h? ’
et
R — a2 ﬁ2 72‘

%8. Mais, au lieu de ces trois cones, on peut ne considérer que
trois lignes courbes, et simplifier ainsi les images. Car, I étant le pole
instantané & la surface de Dellipsoide central, T la projection de ce
point sur le plan du couple, et P sa projection sur 'axe 0OG, on
peut considérer les trois orbes elliptiques, 4 double courbure,.s, 7
et 7 décrits par les points I, T et P dans Vintérieur du corps, et re-
garder ces orbes comuie lés bases de nos trois surfaces conigues dont
le commun sommet est au centre O. Faisant donc abstraction de tout
le reste, pour ne plus voir que ce-centre O et une de ces trois es-
peces de roues s, T, 7, que je viens de définir, le mouvement du
corps pourrait se peindre des trois maniéres-suivantes :

1. Si I'on suppose que 'orbe s, mis en contact avec le plan fixe MIN
paralléle au plan du couple, roule sans glisser sur ce plan, et de

maniére qu’il tourne sans cesse sur son rayon Ol avec. une vitesse an-
gulaire ¢ proportionnelle & ce rayon, on aura le mouvement précis
du corps dans I'espace : c’est I'image la plus claire de ce mouvement.
1. Si, sur le plan MON du couple (qu’on suppose ici mené par

- . . . do
le centre O), on fait rouler Vorbe 7 avec la vitesse angulaire — trou-
vée ci-dessus, et gqi’en méme temps on le fasse glisser avec la vitesse

Lo h - .
angulaire constante 7, on aura de méme la représentation exacte du
Al

mouvement du corps : c¢’est une autre image de ce mouvement, mais

N

un peu moins simple que la précédente.

111. Enfin, si 'on imagine que Porbe n, dont le rayon OP est
constant et de longueur %, glisse le long de sa tangente au point P
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avec une vitesse angulaire ———— et tourne. sur son rayon OP avec
une vitesse angulaire constdnte %, on aura nne troisiéme image dﬁ
mouvement du corps; mais peut-étre encore moins simplé que la
seconde. On pourrait donc écarter P'une et 'autre; mais, dans une
matiére aussi difficile, cette variété de démonstrations ne peut que
jeter plus de jour sur le fond des choses, et je n’ai pas cru devoir les
supprimer. Au reste, de toutes ces démonstrations, la meilleure, je
veux dire celle ot Desprit trouve 'appui le plus naturel et le plus
sensible, est celle de Vellipsoide central, dont on retient le centre
immobile au méme point de l’espacé, et qu’on fait rouler sur le plan
fixe du couple, sans aucun mouvement de rasion sur ce plan.

Equations des trois orbes s, T, 7, que nous venons de considérer.

39. On a déja vu que I'orbe s, décrit 4 la surface de Tellipsoide
central, par le pdle instantané I, est donné par intersection de cet
ellipsoide, dont équation est

' z" 2 z
(I) pry —‘-'}bf—, + - =1,
avec la surface d’un autre ellipsoide, dont I'équation est

A2 v h?y’ﬂ y A%
(2) at -+ b4 -+ P .: I’

x, y', z' étant. les coordonnées du pbdle I paralléles aux axes res-
pectifs a, b, ¢ de Pellipsoide central.

On a vu que le plan du couple, supposé conduit par le centre O de
cet ellipsoide ,.a pour équation

(3) e i el

Donc, si du p(“)le‘l on abaisse une perpendiculaire IT sur ce plan, on
aura, pour les équations de cette droite,

(4) Az (x—x)—ctx'(3—2")=0,

(5) az_j/(x _sT’)'I_— b“",x'()"-.—)”)=0-

20..
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Or, si de ces trois derniéres équations, on tire les valeurs de x, 7, 2
coordonnées du pied T de la perpendiculaire, on trouvera [en faisant
les réductions qui proviennent des deux premiéres équations (1) et (2)],
ces expressions trés-simples,

R—a* At — bt ht— ¢?
"

x, J’: vb? ]’ -7 == s z!;

X =

a'h’
d’ou l'on tire

; a@:x , b2 . , oz
X == == ey 2 = ——
h— a? hi— ¢

Donc, en mettant ces valeurs de z', ', z' dans les équations (1) et (2),
on aura en x, ¥, z les deux équations
atx? bei ct 22
(hz__ aa)z -+ (]l’—-b’)’ + (hz _ch)z
h2$2 hz‘y-? h? zﬂ

(h*—ary e (" — bz)?+ =y =

=1,

qui appartiennent & deux nouveaux ellipsoides dont l'intersection
donne Porbite t décrite par le point T qui est la projection continuelle
du pole I sur le plan du couple.

Remarque 1.

40. Si l'on retranche ces deux équations I'une de l'autre, on a .

z? },2
(OT) ht e g2 + At — b2 +

hre—c?

équation de la surface conique décrite par la ligne OT dans linte-
rieur du corps. Et c’est ce qui s’accorde parfaitement avec ce que nous
avons trouvé d’une autre maniére, en cherchant cette surface co-
nique, comme la suite des normales OT & la surface du cone décrit
par I'axe OG du couple dans P'intérieur du mobile. Et, en effet, cette
derniére surface décrite par OG a pour équation

(0G) (B — a?)a?+ (h* — b))y + (h* — ¢*) 2 = o.

Or il est clair que I'une de ces deux surfaces coniques peut étre re-
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gardée comme la svite des normales & la surface de l'autre: d’ou
Pon voit qu'il suffit d’en connaitre une pour les avoir toutes deux.

41. Dans le cas singulier de 2 =5, le cone (OG) se réduit 4 un
plan passant par I'axe moyen &, et dont I’équation est

¢ [far— b?
=z Ve—a

JIw

et le cone (OT') a une simple ligne droite perpendiculaire 4 ce plan, et

dont Péquation est
z ¢ b—c
z a Va—b

Par conséquent, I'orbite v décrite par le point T ne peut étre ici
qu’une ligne terminée OT, allant du centre O jusqu'au point T qui
répond 2 la distance maximum /3* — b* de ce point au centre O.

42. Dans les deux cas particuliers de 2 =a, ou &= c, l'orbite =
se réduit & un point qui est le centre O de Pellipsoide central,

Remarque 11

43. Si 'on ne combinait ensemble que les équations (1), (2), (4)
et (5) pour en éliminer &, y', z’, et qu'on n’employat point I’équa-
tion (3) du plan du couple, on aurait en x, ¥, z une équation qui
répondrait & la surface tracée par la suite des normales IT que I'on
ménerait 4 la surface de P'ellipsoide central, le long de 'orbite s dé-
crite par le podle instantané I; et si 'on portait ensuite sur chaque nor-
male IT, & partir de son pied I, et du méme coté que Vellipsoide ,
une longueur IT égale a la ligne %, la suite des extrémités de toutes
ces lignes formerait encore I'orbite = décrite par le point T.

‘Au lieu de I’équation (3) on pourrait donc employer I’équation
suivante :

N

(P) (x— 2P+ (y—g' )P+ (z— &) =07,

qui exprime que la ligne IT est de longueur constante ~. Mais comme
cette équation exprimerait également que la ligne IT peut étre portée
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de Pautre c6té du plan tangent, la combinaison des cinq équations (1),
(2), (4), (5) et (P) donnerait, non-seulement I’orbite = décrite par le
pied de la perpendiculaire IT au plan du couple, mais une autre
orbite 7/ décrite par le point T’ situé a la méme distance TT" au
dehOPS de l’ellipsoide : courbe tout i fait différente dans l'espace re-
latif, et qui est ici étrangére 2 la question; mais, dans V'espace absolu,
la route-du point T’ serait parfaitement égale et paralléle a la route
du point T. :

Remarque TI1.

44. La combinaison des cinq équations (1), (2), (4), (5) et P est
peut-étre encore plus facile que celle des quatre premieres avec I'équa-
tion (3). Car, en tirant des équations (4) et (5) les valeurs de (z — 2'),
(y — ') pour les porter dans I'équation (P), on a tout de suite

§ /2 U
(x —a')? [l—l—'% <% -+ %)] = h?,

sy A ym z!z . 1 x/z ., , s .
d’ou, en mettant pour 5+ — sa valeur .- — — tirée de I'équation (2),
on a
ai
N2 — 52
(.r—.r ) 'bz‘z.fz'—b ?
ce qui donne
a’x

L .
T ErES

et il est évident qu’on aurait de méme

expressions toutes semblables a celles du n° 39, mais ou des deux
signes == il ne faut prendre que le signe —, si I'on veut ne considérer,
sur la normale 1T, que le point T qui tombe du méme coté que la sur-
face de Vellipsoide central & ’égard du plan tangent en I: car, en pre-
nant les signes -+, on aurait un point T situé de Pautre coté de ce
plan tangent, et la ligne OT, menée du centre O, ne serait plus per-
pendiculaire & la normale IT, comme on le veut dans la question pro-
posée.
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48. Au reste, pour lever toute équivoque, il est évident que les
coordonnées du point T qui sont x, ¥, 2 doivent étre telles, qu’elles
satisfassent 4 I’équation du plan du couple, qui est

xx' yy .z

a’

Or, en y mettant pour x, ¥, z les doubles valeurs

(krta) o’ (2= b))y’ : (hidzet) 7
- - = — — 9

X = ==—b—z-———, = -

a* c?

on aurait

= ) 4T B+ D (B e = o,

ou, d’aprés I'équation (2),

N 7 —_-
'+Fi7§i.— S+ 1= 0;

mais celle<ci, & cause de I'équation (1), n’est évidemment possible
gu’en adoptant 4 la fois les trois signes inférieurs —, ce qui nous
raméne aux expressions simples de x, y, z trouvées par la premiere
analyse. ‘

Enfin, quant & l'orbe n décrit par le point P pris & la distance
OP = % sur axe OG du couple d’impulsion, il est trés-facile d’en
trouver les équations. Il est évident que cette courbe n’est autre
chose que I'intersection de la sphére dont I'équation est

2+ g+ 2 =FR,
avec la surface conique décrite par OG, et-dont I’équation est
(B2 —a*)a® + (B* — b*) y* + (B* — c*)z" =0,
D’ou on voit que cette courbe 7 est un orbe sphérique, a double

courbure , comme les orbes elliptiques 7 et s, et qu'elle est décrite au-
tour du méme axe. ' '

46. En considérant les deux cones (OP) et (OT) terminés par ces
orbes % et  qui leur servent de bases, le mouvement du corps se fait
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de telle maniére que le corps tourne, a chaque instant dt, sur les
génératrices OP et OT de ces deux cones, avec des vitesses angulaires
proportionnelles aux longueurs mémes de ces génératrices : de sorte
que la premiére vitesse ¢ cos i est constante comme la ligne OP, et
que la seconde 0 sin 7 est variable comme la ligne OT.

CHAPITRE TII.

MOUVEMENTS ANGULAIRES DES AXES PRINCIPAUX DU CORPS
DANS L ESPACE ABSOLU.

1.

Nous n’avons considéré jusqu’ici que le mouvement de l’axe in-
stantand, parce qu'il suffit de le connaitre, et dans le corps et dans
Iespace, pour avoir le mouvement du corps lui-méme, et, par suite,
les mouvements des trois axes principaux que le corps entraine avec
soi dans I’espace absolu.

Mais il n’est peut-étre pas inutile d'indiquer en peu de mots ces co-
rollaires, et de montrer, & 'égard de chacun de ces axes principaux a,
b, ¢, le mouvement qu’il a pour tourner autour de l'axe fixe du
couple d’impulsion ; pour s’abaisser et se relever alternativement sur
le plan de ce couple: ce qui répond aux mouvements qu’on ap-
pelle, en Astronomie, la précession des noeuds, la nutation de Vaxe;
quantités analogues a celles qui, dans 'analyse précédente (relative a

Iaxe et & 'équateur instantanés), sont désignées par % et t—j—:? et dont
a

les valeurs en fonction de 6, et par conséquent, du temps ¢, sont
exprimées par
de _ h° Va

& R R (R —#)

di _ db Ao

dr — dt g ~//r192__ X
47. Soient donc ici A, p, v les trois angles que les rayons prin-
cipaux a, b, ¢ font avec I'axe fixe du couple d’impulsion, et repre-
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nons les lettres x, y, z pour désigner les lignes kp, kg, kr; il est
aisé de voir qu’on a les trois équations suivantes :

: hx - Ay “hz
(1) COSh = 7+ COS M =172, COSY = 5>
et, par conséquent, celles-ci :
3 i — Rt . b‘-—h’.'? . ¢ — h2z?
2y — 2 I X giptym SN2
(2) sin®h = — 0 sin'p = ——, st

s

D’on1 I'on peut conclure en passant, que si Von ppolonge les réyons a,
b, ¢ jusqu’aux points A’, B’, C-o ils vont rencontrer le plan du
couple d’impulsion (lequel est i la distance  du centre O), on aura,
en faisant les lignes variables

OA'= Pas OB = £b OC,: Pes
les équations N :
at b ¢t

2 . 2 — . .
Pa =20 Po =50 P T 0

ce qui donne ces deux propriétés assez remarquables,

! —+ ! -+ ! = constante — !

of ek opd T TR

a* B c .
-~ 4 = 4 5 = constante — 1.

F; - Fb Pc

. . dn, dry dnw
48. e 20, e
8. Maintenant, soient = & &
vitesses angulaires des projections des trois axes a, b, ¢ sur le plan

du couple, je dis qu'on aura les trois équations suivantes :
Pi€, ] q , q

» ou simplement 7., m;, 7, les

Ty ==

z
. h bz__l},a
=7 Fenep
. —‘ﬁ €2 e Z?
Te=7F%" Zsmis

dont la démonstration directe est tres-facile.

Et, en effet, il est clair que n, d¢ ne désigne autre chose que I'angle
P. 21
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décrit par la projéction du rayon a sur le plan. du couple pendant
Iinstant dt. Or la projection de a'est asin ), et, par conséquent, Pex-
pression a* sin*X.m, dt représente I'aire décrite par, cette projection
dg a: mais Taire décrite sur un plan par la projection d’une ligne
n’est autre chose que la"proj,ection" de P’aire décrite dans espace par
la ligne elle-méme. Nous n’avons donc qu'a chercher l'aire que le
rayon a décrit dans I’espace, 4 la projeter sur le plan du couple, et 2
Pégaler.a Vexpression a® sin® A, r,dt.

Or, -dans ifi"; instant d#, le corps tourne autour de a d’un angle
p dt; mais; pé} ";(::E’r'tfé .f)kr"erﬁi‘ére rotation , la ligne 2 demeure immobile
et ne produit aucune aire dans éspace : il ne reste donc 4 considérer
que les deux autres rotations qdt, rdt qui ont lieii dans le méme
instant autour des deux- autres axes b et ¢.

Par la premiére, le corps tourne autour de b d’un angle g dt; et,
par conséquent, le rayon a déerit un secteur a® gdt dans un plan
perpendiculaire 4 &, lequel, étant projeté sur le plan du couple,
donne ’aire :

a® g dt > cos .

par 1a dérniére rotation, le corps tourne autour de ¢ d'un angle
£ 4 : : . - . A
rdt, et le rayon a décrit un secteur a® rdt perpendiculaire a ¢,
lequel,, projeté sur le plan du couple, donne Vaire

a? rdt > cosv.
On a donc équation

a?sin? 1. n,dt = (a?q cos® p. + a®rcosv) dt,

ou bien, en divisant de part et d’attre par a® dt, et remettant, au
lieu de q et r, leurs valeurs % et %,

. - hfy z? k x?
sm”)\.rra:: -/_c(—b_':' -+ §> =Z‘<I":— E)’

ce qui est la premiére de nos trois équations. Et il est évident qu’on
aurait de méme la seconde, en y changeant a en by en y, et denp;
et ensuite la troisitme, en y changeant @ en ¢, x en z, el Aen v.
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Ainsi on aura .
: h
M= Z . )
(IT) h
A J 'q be == Z . .
f o= b '
X iy s u?:,_k . T N
- S EasT w0
ce qu’il fallait - démontrer. o B
g R L X kg

T . . L - ’ N
: §9. Si 'on multiplie la premiére de ces trois équations par sin® 1},
a deuxieme 1 i fg'? £t L T RS w3ty Rt T
t deuxieme par sin® p, la'troisiéme par sin® v, et qu’on les ajoute, il
vient T V
sin?d. 7, 4 sin? . my o sin?vim, == (3.20) =
. m, + sin? g my o sin vom, =2 (3 40) = 25
o ’ ‘ prope the -
]- r, qu’ on1 pren,ne sur les ag&esjpt:ién,c;i.pau;x:, et &, partir du .centre, trois
ignes 2 ité . » i s ; - '
g- eg:.a es 2 I'unité, et 'on pourra yoir sin X, sin g1, sin v comme les
trois projections de ces lignes sur Ie plan fixe du couple; et sin® ).,
i 2 - . - 2 " ) - L . - » e '
sin® .. 3, sin® v m, comme les fluxions des trois aires .décrites par ces
projections sur le méme plan. Donc, en considérant la somme de ces
trois aires, on aura, pour cette somme, I’expression trés-simple

N

N 2 7 .t. , .\'?S‘.S .'

L L h R J T L I o Ltes
oi I'on peut remarquer que  est la vitesse angulaire constante ¢ cos
du systéme autour de I'axe fixe du couple d’ir'xip;ul’sizon G

50. Si, en considérant les:mémes équations (IT), '6ii»-ifniiliipl_ie, la pre-

s sin® % . sin?p - T, abeg it ‘
ml 3 ; SN n Ly T
ere par —-—,. la dqux1§mq par —; E, la troisiéme par.—-» il vient
. S Tragd, . )
1 . 2 . ) h h
S SNt A, = e — s %
LIRS : R W%
i 2 : ey
-5 SIL . T e e e
b? m 4[1' ﬂb kb! - Vli'b"
LS.y et BRY JRa2R
Fﬁlp?'v.ﬂc:,——?_.’f_;;
AR o .,.:kc ] :g&:c“t i

21..
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d’ot1, en ajoutant, on tire cette équation remarquable,

1.2.-.,,‘_1‘.2_,--___&1 1 1
7; Sin [L.-Tl'b—l-'g‘ﬁln.v.ﬂc»——z: ;’”—]-F—'—C_‘{—-’-Z; 4

. '
;sm2 AT+ 7

Or b’ ! ne sont autre chose que les bras de I'inertie du corps au-
tour des axes pr1nc1paux 31 donc A partu‘ du centre O on porte sur

les: axes trois. llgnes ega]es aux bras respectfs de l’inertie autour des

1

mémes axes, on pourra cons1dérer ~sin X, Z,-sm:p., - sin vy comme les

. ,( ~u

) ¥ ;‘
trom prOJectlons de ‘ces hgnes sur le plan du couple Pt = sm2 X, Tas

;,211‘3

.bz sin® p. 1, -sm V. 1zc comme 1eq ﬂuxmns des trois aires que ces

projections decrwent sur le méme plan pendant le mouvement du
corps; donc, en multipliant par dt et intégrant, on aura pour la
somme: de ces aires decrltes danslé temps £,

h ot I 1% T -:‘_ 'l‘l-_“ I t
F\ahEhaTE) Y

B1. Voila’ donc deux proprletes nouvel]es du mouvement d’un
corps hbl'e qm tourne sur son centre de” grav1te

Sz P! partzr de ce centre, on porte sur les axes principaux du
corps, trois lignes égales entre elles-ct d’une longueur quelconque =,
la somme des aires décrites par leurs trois projections sur le plan fixe
du couple d'impulsion sera _p(opqrt;'onnelle aw temps; et elle sera
exprime’e par %% R ¢;

. Si lU'on porte sur les mémes axes principauzx, trois lignes pro-
'portzonnelles aux trois bras de; Dinertie du corps autour des mémes
axes, la somme des trois airés décrites par leurs projections sur le
plan du couple sera aussi proportionnelle au temps; et cette somme
sera exprimée par

h. ‘ 1
] l. a’+b’+ Y -2,

j étant le commun rapport dés trois lignes aux trois bras d'inertie;
ce qui forme deux théorémes tres-rema?‘quables dans la théorie de la
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rotation d’un corps libre de toute action étrangére : théorémes en
quelque sorte géométriques, et qu’il ne faut pas confondre avec ceux
qui regardent le principe 'ordinairé de la conservation des aires, quoi-
qu’ils en dépendent au fond, et qu’on puisse en rapprocher les expres-
sions, comme on peut le\vo‘ir dans ’article suivant.

52. Et, en effet, si I'on considére tous les rayons vecteurs menés
du centre 4 toutes les molécules égales du corps, et la moyenne de
toutes les aires que leurs projections tracent sur le plan fixe du
couple, on aura évidemment, pour cette aire moyenne, l'expres-

. G , . . .
sion —; G étant la grandeur du couple d’impulsion, et m la masse
du corps, ou le nombre de toutes ses molécules. Ainsi, comme on
’ 7 m . .
a représenté G par ;> on aura, pour Pexpression de cette aire

moyenne, décrite dans le temps Z,

I
’h—kft.

. . . , k
53. Si donc on voulait que Vaire précédente 2 ;- »*.£, due aux
mouvements des trois rayons égaux R, pris sur les trois axes du
corps, fut égale a cette aire moyenne - Hz -t du systéme de tous les
rayons vecteurs menés aux particules du corps, il faudrait choisir la
longueur du rayon r de maniére qu'on etit
‘ Y/ 1
-r?P=
2N T
ce qui donne, pour r, I'expression

I
=WV
Ainsi, en prenant, sur les axes principaux du corps, trois lignes

d

trois lignes projetées sur le plan du couple y décrivent trois aires dont
la somme est égale & I’aire moyenne du systéme : de sorte qu'en mul-
tipliant cette aire par la masse m du corps, on a I'aire totale due au
couple d’impulsion G.

égales a = on peut dire que, pendant le mouvement du corps, ces
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54. On pourrait chercher de méme les rayons inégaux =, &, R,
mais proportionnels aux bras respectifs de Tinertie i, %7 57 qu’il

faudrait prendre sur les axes, pour que I’aire décrite ftit égale 4 I'aire
moyenne du systéme. En désignant, comme ci-dessus, par j le rap-

) L1 L1 1 . .
port inconnu de r, a — de r; a 7 de R, & > on.aurait, pour déter-

miner j, I’équation

o R i.,.. _l_+ 1 r\ 1
I'' i\ T a " %) T m
d’ot1 I'on tire
. a*b*e?
] - B (ar b+ b’c’+a’c’)—-a“b’c’7

et, par conséquent, en faisant 4* b2+ b2ct+ atc?=Bet a’b’c*=C,
R — " be
= JBR—C .
-ac
Rp = ———>
VBR—C
ab

Re = VBh—C

Ainsi, en prenant les aires décrites par les projections de ‘ces trois
lignes, on aurait en somme une aire égale a I'aire moyenne du
systeme.

IIL.

Propriétés des mouvements de nutation des trois axes principaux
vers l’axe fixe du couple d’impulsion.

53. Les trois équations (2) du n° 47 donnent :
a*sin* N=a? — k* 3,
(75
posint = bt — B L

c?sin?y = ¢ — A% =
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donc, en ajoutant, on a 'équation
(A) a?sin? X + b*sin® p + ¢ siﬁ” v = a®+ b* + ¢* — k® = constante.
Les mémes équations (2) donnent

. e ,.z‘“ <2 2_72 - g 5 2
sinA=1—h*>, sin p=1—h*=, sin yv=1— =,
a b ¢

donc, en ajoutant; on a
(B) sin? A + sin® . + sin?v = 3 — 1 = 2 = conslante,
ce qui revient & I’équation connue
cos? A -+ cos? . 4+ cos’v =1,
comme cela doit étre.

Donc, si I’on considére les trois pbles A, B, C de Dellipsoide central,
il résulte de Uéguation précédente (A), que la somme des carrés de
leurs distances & Paxe fixe du couple d’impulsion est constante dans
tout le cours du mouvement.

On peut regarder sin® A comme a’ sin? A ;I—,,. c'est-a-dire comme
Je produit du carré de la distance du péle A & Paxe du couple,
multipliée par le carré du bras % de Vinertie du corps. Il résulte
donc de I'équation (B) cet autre théoréme :

La somme des carrés des bras de Uinertie du corps respectivement
multipliés par les carrés des distances variables des poles a Paxe
du couple, est constante dans tout le cours du mouvement.

111

Des courbes ¢,, o3, o, décrites sur le plan du couple par les
projections des trois pbles A, B, C de Lellipsoide central.

56. Si 'on considére les trois courbes o, 5, 0, que décrivent les
trois poles A, B, C projetés sur le plan du couple, on voit que ces
trois courbes, dont le cours est infini, et qui, en général, ne se fer-
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ment point, sont de méme genre que Iherpolhodie ¢ décrite sur le
méme plan par.le pole instantané de rotation.

Si h est > b, par exemple, et que a soit ainsi I'axe que Porbe el-
liptique s du pole instantané entoure comme un essieu , la courbe a,
décrite, sur le plan du couple, par la prOJectlon du pole A, sera,
comme I’ herpolhodie ¢, formée par une suite d’ondes égales et régu-
lieres autour du méme centre P. Et méme, comme le maximum du
" rayon vecteur v, = a sin A répond au minimum de x, et ce minimum
au minimum du rayon vecteur ¢ de la courbe ¢, on voit que les
sommets supérieurs des ondes de la courbe o, répondent aux som-
mets inférieurs de la courbe o, et les inférieurs aux supérieurs.

57. Pendant ce temps, les projections des poles B et C décrivent
aussi, autour du méme centre P, des.courbes ¢;, o, qui ont des som-
mets alternatifs de maximum et de minimum, ou ces deux poles
passent aux mémes epoques, mals lun B passant par un sommet
supeneur quand Pautre C passe & un sommet inférieur, et récipro-
quement et cela, a un angle droit de” distance entre le rayon vec-
teur v; de I'un et le rayon vectear v, de Tautre.

Si k est < b, auquel cas I'orbe elhpthue s entoure le petit axe ¢
comme son essieu, on aura les mémes proprletes pour les courbes
décrites par les projections des trois poles.

Ce qu’on peut remarquer dans les deux cas, c’est que la courbe g;,
décrite par le pole moyen B, est la seule dont les sommets répondent
toujours 4 des sommets de méme nom dans !’ herpolhodie ¢, et que le
contraire a toujours lieu pour les deux autres courbes ¢,, o,.

/ Cas singulier de h = b.

58. Enfinsi k= b, auquel cas singulier I'orbe s est une ellipse pas-
sant par I'axe moyen b, et la courbe ¢ une spirale autour du centre P,

o le pole moyen B décrira de méme une spirale autour du méme
centre, se rapprochant sans cesse de ce point comme la spirale ¢, sans
]amals pouv01r Patteindre; 2° le poble A décrira aussi une spirale,
mais qui ira sans cesse en séloignant du méme centre, depuis sa

a®— b*

distance minimum a - —— jusqu’a sa distance maximum a
’ —

P
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quelle ne pourra jamais atteindre i cette spirale , décrite par le pole A,
va donc sans cesse en s’épanouissant vers une circonférence de cercle
du rayon a, qui en est comme’asymptote; 3° enfin, il en sera de
meme de la spirale décrite par Te pole C, et dont le plus petit rayon

, b*—c o
sera = c. \/ag_ﬁ, et le plus grand = c.

Cas ou Uellipsoide central est de révolution.

59. Si I'ellipsoide central est de révolutlon Porbe s est un cercle
autour de P'axe de revo]utmn la courbe ¢ est un cercle sur le plan
du couple, etla projection du_pole de la figure décrit aussi un cercle
concentriqué. Dans ce cas, il n’y a point, 4 proprement parler, d’autre
pole de la figure que celui qui fait Pextrémité de I'axe de révolution.
Mais si 'on 'voulait en marquer arbitrairement deux autres sur I'équa-
teur du sphéroide, pris 2 un angle droit de distance I'un de lautre,
et cons1derer les deux courbes que leurs projections decrlvent, on
aurait deux courbes parfaltement égales, qui ne seraient point circu-
laires, mais qui formeraient des- ondulations réguliéres autour du
méme - centre : les sommets de noms-différents sur les deux courbes
étant toujours a un angle droit de distance angulaire ’'un de I'autre.

Remarque 1.

I3 . . d A . g ’
60. On a trouvé pour la vitesse angulaire d_;P du pole instantané I
autour du centre, de I'axe du couple,

dy _ by (P ) (B ) (B )
@ kT Brpyr :

v étant le rayon vecteur de I'’herpolhodie ¢. Voyons quelle est, en
fonction -de son rayon.vecteur ¢,, I'expression de la vitesse angu-

. dmg A ’ e .. - A
laire —[—Z— du pole A de Pellipsoide autour du méme axe fixe.

Cette vitesse angulaire est exprimée, comme on I’a va plus haut,

par

drs h at—2*:
dt ~ k a'sin’) -
P. 22

T
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Or, a®sin® ) étant le carré du rayon vecteur v, de la.courbe ¢,, on a
d’abord

dr, kra'— z°

dt Z" PP

mais, de
at — hz z?

0= a’sin®’ A = -
a

?
on tire

a® — x*:%—i(ua—l— h* — a*);

on a donc, en mettant pour a* — x* cette valeur,’

dr, _ a at(h—a?)
dr — kh ' Kkl

. : : . : . d s
d’ot1 'on voit que I’expression de la vitesse angulaire 7’;5 du pole A de

lafigure est semblable 4 celle de la vitesse angulaire ‘%’ du pole in-

stantané I, 'une et Pautre se composant d’une partie constante et
d’une partie réciproque au carré du rayon vecteur.

Et il est évident qu’on peut dire la méme chose des deux autres
poles B et G, puisque leurs mouvements angulaires sont donnés par

la méme expression que la précédente en y changeant simplement a
en b, et a en c.

Remarque 11.

61. Sile corps était de révolution , autour de l'axe principal a par
. . . . dm, . .
exemple, il est certain que la vitesse angulaire — dl/L Pol,e A serait

égale A celle du pole instantané I. On doit done trouver, dans le cas
de b =c,
drg __ dg

dt — dr

+

Cest, en effet, ce qui a lien, car il est aisé de voir que, dans le cas
de b = ¢, le carré du rayon vecteur ¢ de I'herpolhodie ¢ est constant
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et qu’il a pour valeur
(@ — I2) (h* — b°)
2 5

.v2=

d’un autre coté, on a, pour le carré du rayon vecteur ¢, de Ja
courbe g,

k2 {a® — h?)
93: };2_62 3

or, en mettant ces valeurs de ¢* et v2 dans les expressions respectives

d d
de -‘g et tZ“, on trouve.d’abord

dg _h | (B— &) (B— ). b

RR—b) B
dt k' Bk (a*— ) (2—b?)

T EBE '

A
—F

et ensuite

(h—a?) (B —b) _h h R—b B
B (a — h?) ko kR kh

_h e h
= k p z .
méme valeur que la précédente, comme cela devait étre.

Remarque 1I1.

1

62. Comme dans notre analyse la quantité 77 eXprime la grandeur-

du couple d’impulsion, on tire de 'expression précédente,

dr, '__ b

dar k&’ .
qui ne renferme que le produit %k et le carré de b?, ceite conséquence
remarquable : cest que, dans un corps dont I'ellipsoide central est de

7 . d a ) . 3 s
révolution, le mouvement —% des nceuds de I'équateur sur le plan

fixe du couple ne dépend que de la grandeur de ce couple, et point
du tout de sa direction; que ce mouvement ne dépend pas mon plus
du moment d'inertie autour de I'axe a du corps, mais du seul moment
d’inertie autour du rayon b de I’équateur. Ainsi, quelles que soient
la position du couple par rapport a I’axe, et la valeur du moment

. . I ”
d’inertie — autour de cet axe, le ptle A du corps tournera toujours avec

22..
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la méme vitesse angulaire ;t" autour de 'axe fixe du couple d’impul-

sion.

Or il n’est pas difficile de reconnaitre que, méme sans changer la
inasse d'un corps, on en pourrait changer la figure d’une infinité de
maniéres telles; que le sphéroide central y aurait pour tous un équa-
teur de méme rayon b, mais un‘axe a qui différerait de I'un & I'autre.
On peut donc dire qu'un méme couple G, appliqué comme on voudra
a I'un quelconque de ces corps, y produirait exactement la méme
précession, ¢’est-a-dire le méme mouvement angulaire de la ligne des
noeuds de P’équateur sur le plan fixe de ce couple.

.

V.
Equations différentielles des courbes a,, Gy, ..

63. Silon voulait avoir I'équation polaire de 'une des courbes a,,
entre son rayon vecteur ¢, et angle 7, quil décrit sur le plan fixe,

. ) . de, .
il suffirait de chercher I'expression de —57 en fonction de v¢,, et de la

s drm, . o :
comparer a celle de —77:— qui nous est déja connue.

Ainsi, comme on a
h?
2 92 ——m 2
a? — gl =—

et d’ailleurs

at
x* = ('aﬂ_'.- b?) (a"—cz) ‘ (u2 - a2)1

on aura, en faisant, pour abréger,

a’h?

(az__ba) (a’-'——c’) = n7
Péquation
(1) a* — vi=n(ut —a?),
d’ott ’on tire
vadba udu

a o ar
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Or on a trouvé précédemment (n° 8)
wdu 1 -
= V(@ =) (B — ) (2 — ),

et'on a, d’apréé P’équation (1) ci-dessus,

al—v,
u— o= 3
n

n(f— o) — (@)

2 L
ﬁﬁ“u-— n k

n(at—q’) +(a"—vz)

u— =

'

donc, en substituant ces valeurs, on aura

dv, ,
e = @) (r (F— @) — (@ —vE)][(a—vd) (2t — )]
dt /“/; -
- L . . . D) . d'".'a
Maintenant, comme on a pour ’expression de =
dry __ a¥ ht— (@ —0})
ar T RE i

on aura, en divisant cette équation par la ‘précédente,

dw, at \/; p2 —a*~+ k.
— . 3
L b g \(vi—a')[vi — @+ k(7P — @) ] [n(e* — ) —va]

ce qui est, entre le rayon vecteur v, et Vangle m, qu'il décrit sur le
plan fixe du couple d’impulsion, I'équation cherchée de la courbe o,.

On trouverait de méme les équations polaires des deux autres
courbes g, o, décrites sur le méme plan par les projections des deux
poles B et C de I'ellipsoide central : il suffirait de changer @ en b, et
a en ¢ dans I'équation précédente , mais avec cette attention de faire
le méme changement dans I'expression du nombre 7, qui étant ici,

alp
pour o, n = (a*— &%) (a‘—'—f’)’
. . b:hz .
serait pour o;, = (a,_bg)(bz__cz)’
cth?
et pour o, = =) (a—c)
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64. Si, au lieu de la courbe o,, décrite par la projection du pole A,
on voulait considérer la courbe o, tracée par le point A’ o1 l'axe a
prol'ongé va rencontrer le plan du couple, il est clair qu’en ‘nom-
'mant‘aar le rayon vecteur de cette nouvelle courbe ¢y, on aurait
- d’abord entre ¢, et v, cette relation -

‘ a’u,’,,:'
(R) G o
Or, ces deux rayons vecteurs ¢, et 9, étant toujours dans une méme
direction, il est évident que le mouvement angulaire du rayon ¢, est
parfaitement égal & celui du rayon ¢,, et -que, par conséquent, pour

d;"' du rayon v, il suffit de mettre, dans
A )

d;;“ » au lieu de v,, sa valeur en v, qui est

R . s .
donnée ci-dessus. On aura donc de suite I’équation

avoir la vitesse angulaire

Iexpression précédente de

duy b oi-rh—al

dt k L e
[

A présent, pour obtenir 'équation polaire de cette nouvelle herpol-

. doy .
hodie g, il faudrait chercher l’exprzassmn de — en fonction de v,.

Or Péquation (R) étarit différentiée donne d’abord
e s 3
. 2

' ‘dv;:", e (7?4 0i) de,.

T a(ve— avd + I?) e

S L do, I ,
il ne reste donc qu'a trouver le facteur —= en fonction du rayon v,.

[ . i dp, ST ] . :
Mais nous avons trouvé plus haut —df en fonetion du rayon:'y,, et

r. o 2 , - i ) M .- , . ) ) ces
celui-ci, par I'équation (R), est donné en ¢,; donc, en faisant ce

avyt . ‘
. W e dvd e
substitutions, on aura I'expression de ~— en fonction du rayon

teur vu.

".

dr,/

dt

- Vdu,,fr .
Donc enfin, si Uon divise I'expression de par celle de —— il
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viendra ‘
EI(-I,—:-E? = fOnction de ¢,

7

ce qui donnera ’équation polaire de la courbe .
. On trouverait les deux autres courbes g;, ¢, par le simple change-
ment de 2 en b, et de a en c-dans la précédente.

65. On peut remarquer entre ces nouvelles courbes et les pre-

mieres une différence assez notable. Chacune des trois prémiéres -

courbes a;, &3, o, est, comime Therpolhodie o, toujours renfermée
entre deux cercles de rayons finis; dont elle va toucher alternative-
ment 'une et Pautre circonférences. Mais, des trois courbes oy, oy,
oy, il 0’y en a qu’ine seule qui circule ainsi éntre deux :circonférences
finies; et cette courbe est ou ¢y ou o- selon qu’on a

h>b ou h<hb.

Pour les deux autres, elles vont porter les sommets supérieurs de
leurs ondes sur des circonférences de cercle d’un rayon infini. Clest
ce qu'il est facile de reconnaitre par la simple comparaison -du rayon
vecteur ¢, au rayon vecteur v ; etc, K

66. Par les deux variables n, et v,, déterminées en fonction du
temps ¢, on aurait la projection du péle A sur le plan fixe, et comme
la hauteur de ce point au-dessus du plan est exprimée par \/-a_"_—T,?,
on connaitrait la position du pole A dans I'espace absolu: et ainsi

pour les deux autres poles B et C du corps. Mais I'intégration de ces

dr, dy,

7 €t ; a les mémes difficultés et demande 'emploi des

expressions

A . . e : . de d
mémes fonctions elliptiques que les précédentes 2,2

% I relatives au pole

instantané I de la rotation, etc., etc.

67. Mais je n’irai pas plus loin dans ces détails : nous n’avions ici
d’autre but principal que de bien démontrer notre théorie nouvelle
de la rotation des corps, et de I’élever 4 un point de clarté ou elle
devint, pour ainsi dire, élémentaire: or il- me semble que, par les
nouyveaux théorémes et les images variées qui précédent, cet impor-
tant objet se trouve entiérement rempli.

RSP CUSR Y A
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Pajouterai seulement, sur la nature du mouvement de rotation
d’un corps libre, ce dernier corollaire : ¢est que Pellipsoide central
du corps est perpétuellement coupé par le plan fixe du couple d’im-
pulsién suivant une ellipse dont la forme. varie; ,mais . dont Paire est
constante.

. Cela se voit presque i-mmédiatemé‘ilt“'si=l’;(,m,cons"iidéf‘ei'qu‘é tous les
rh_orﬁboides construits sur trois diamétres conju‘gu;és de I’ellipsoide
sont égaux en volume, et qu’il en est de méme_de tous les cylindres
ins;_cri,ts_ﬁ ce‘sji _i_'homboidésj que, pa‘;‘-‘conséquen:tn; de cette infinité de
cylindres égaux, ceux qui ont méme hauteur, ont des bases équiva-
léptés._‘ Or Clest préciséu;ent'éé qui a lieu pqﬁ’rr'lqg‘cy]indres dont les
deux bases paralléles touchent Pellipsoide central. aux deux bouts

de Vaxe instantané de rotation.
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