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1. Introduction

On s’intéresse dans ce mémoire à l’étude des formes modulaires clas-
siques et des formes modulaires de Siegel. L’étude des formes modu-
laires remonte aux travaux de Klein sur les courbes elliptiques à la fin
du dix-neuvième siècle. L’un des premiers exemples de formes modu-
laires est la fonction ∆ de Jacobi

∆(z) = q
∞∏
n=1

(1− qn)24 =
∞∑
n=1

τ(n)qn,

où q = e2iπz. Les propriétés mystérieuses des coefficients τ(n) attira
plusieurs grands mathématiciens à investir ce domaine. C’est ainsi que
Ramanujan conjectura que τ(mn) = τ(m)τ(n) dès que m et n sont
premiers entre eux, τ(pk+1) = τ(pk)τ(p)− pτ(pk−1) pour p premier ou
encore que |τ(p)| ≤ 2p 11

2 pour tout nombre premier p. La démonstra-
tion des deux premières propriétés est due à Hecke qui eut l’idée de
faire agir une algèbre d’endomorphisme sur l’espace des formes modu-
laires, connue maintenant sous le nom d’algèbre de Hecke. Quant à la
seconde propriété, elle fut démontrée par Deligne en plusieurs étapes,
d’abord en se ramenant aux conjectures de Weil, puis en démontrant
les conjectures de Weil.
L’étude des formes modulaires de Siegel fut initiée, comme son nom
l’indique, par Siegel. Il s’agit cette fois de considérer des fonctions dé-
finies sur le demi espace de Siegel Hg pour g entier naturel non nul.
On sait associer, dans un sens qui sera clair plus tard, à ces formes
modulaires des représentations galoisiennes `-adiques, pour ` nombre
premier. Le résultat principal de ce mémoire sera de démontrer que
ces représentations sont irréductibles et de donner la forme de leurs
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images, pour g = 2 et pour ` assez grand avec une borne calculable
explicitement.
Je tiens à remercier Gaëtan Chenevier pour ses nombreuses explications
et le temps précieux qu’il m’a accordé. Je tiens à remercier également
Quentin Guignard pour les corrections qu’il a apportées à ce document.

2. Formes modulaires classiques

2.1. Introduction. Nous introduisons dans cette partie les objets de
base de la théorie des formes modulaires classiques, à savoir le demi-
plan de Poincaré et les sous groupes discrets de Sl2(Z). Nous nous
inspirerons de l’exposition donnée dans [15] et [5]. On se place dans le
demi plan de Poincaré H = {z ∈ C/z = x+ iy, y > 0}
Le groupe spécial linéaire SL(2,R) agit sur H via :

γ =
(
a b
c d

)
: H → H, z 7→ γz = az + b

cz + d

Il est facile de voir que l’action est bien définie à partir de l’identité

Im(γz) = Im(z)
|cz + d|2

et qu’elle est transitive.
On s’intéressera plus particulièrement à la restriction de cette action

à des sous groupes discrets de SL(2,R).
On fixe un entier naturel N non nul. On définit :

Γ(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z), a ≡ d ≡ 1 (mod N); b ≡ c ≡ 0 (mod N)

}

Γ1(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z), a ≡ d ≡ 1 (mod N); c ≡ 0 (mod N)

}

Γ0(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z), c ≡ 0 (mod N)

}
.

Ce sont tous des sous-groupes de SL(2,Z). Le quotient Γ0(N)/Γ1(N)

s’identifie à (Z/NZ)× via
(
a b
c d

)
7→ d mod N . On peut vérifier qu’ils

sont d’indice fini dans SL(2,Z) et on a les formules suivantes :

[SL(2,Z) : Γ0(N)] = N
∏
p/N

(1 + 1
p

),

[SL(2,Z) : Γ1(N)] = N2 ∏
p/N

(1 + 1
p

),
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où p parcourt l’ensemble des nombres premiers. Notons Γ un des sous-
groupes Γ(N), Γ1(N) ou Γ0(N). Le quotient de H par l’action de Γ
peut être muni d’une structure de surface de Riemann pour laquelle
l’application de passage au quotient π : H → Γ\H est holomorphe.
On notera alors Y (N) := Γ(N)\H, Y1(N) := Γ1(N)\H, Y0(N) :=
Γ0(N)\H. On peut compactifier ces surfaces en rajoutant un nombre
fini de points (voir [5], chapitre 2) pour obtenir des surfaces de Riemann
compactes notées respectivement X(N), X1(N), X0(N).
Le groupe Γ agit à droite sur l’ensemble des fonctions f définies sur H
à valeurs dans C via :

f [γ]k(z) = (cz + d)−kf
(
az + b

cz + d

)

avec γ =
(
a b
c d

)
∈ Γ et k ∈ N.

Définition 2.1. Soit k un entier naturel. On appelle forme modulaire
de poids k et de niveau Γ une fonction f : H → C qui vérifie :
(1) f est holomorphe sur H

(2) f [γ]k(z) = f(z) pour tout γ =
(
a b
c d

)
∈ Γ

(3) Pour tout γ ∈ SL2(Z), f [γ]k vérifie f [γ]k(z + N) = f [γ]k(z)
pour tout z dans H, donc admet un développement en série de
Fourier de la forme f [γ]k(z) = ∑n=∞

n=−∞ anq
n
N avec qN = exp 2iπz

N
.

On requiert alors que an = 0 pour n < 0.
Elle est dite parabolique, si de plus dans tous les développements pré-
cédents, a0 = 0.

On notera Mk(Γ) l’espace vectoriel sur C des formes modulaires de
poids k et de niveau Γ. Son sous-espace vectoriel des formes parabo-
liques est noté Sk(Γ). Notons égalementM(Γ) := ⊕

k≥0Mk(Γ) l’algèbre
graduée sur C des formes modulaires de niveau Γ et S(Γ) := ⊕

k≥0 Sk(Γ)
son idéal des formes paraboliques.
Les espaces Mk(Γ) et Sk(Γ) sont de dimension finie (voir [5], chapitre
3). Comme Γ1(N) est distingué dans Γ0(N), il agit naturellement sur
Sk(Γ1(N)). Cette action se factorise par le quotient Γ0(N)/Γ1(N) =
(Z/NZ)×. On notera alors 〈d〉 l’action d’un élément d dans (Z/NZ)×,
dit opérateur de diamant . L’espace Sk(Γ1(N)) se décompose alors sous
la forme

Sk(Γ1(N)) =
⊕

ε:(Z/NZ)×→C×
Sk(N, ε)
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où ε parcourt l’ensemble des caractères de (Z/NZ)× et
Sk(N, ε) = {f ∈ Sk(Γ1(N)), 〈d〉 f = ε(d)f, ∀d ∈ (Z/NZ)×}.

Remarquons que Sk(N, 1) = Sk(Γ1(N))Γ0(N).

Exemple 2.2. On définit les séries d’Eisenstein :

Gk(z) =
∑

(m,n)∈Z\(m,n)6=(0,0)

1
(cz + d)k

; (k > 2, z ∈ H).

Ce sont des formes modulaires de poids k et de niveau Γ(1).
Leur q-développement est donné par (voir [15]) :

Gk(z) = 2ζ(k) + 2 2πik

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn = 2ζ(k)Ek(z)

où σk−1(n) = ∑
d\n d

k−1 et Ek = 1 + 2πik
ζ(k)(k−1)!

∑∞
n=1 σk−1(n)qn. On peut

montrer que la C-algèbre Mk(Γ(1)) est égale à C[E4, E6].
On définit la fonction ∆ par :

∆(z) = 1
123 (E3

4 − E2
6) = q

∞∏
n=1

(1− qn)24 =
∞∑
n=1

τ(n)qn

C’est l’unique forme parabolique de poids 12 de niveau Γ(1) et norma-
lisée (c’est-à-dire τ(1) = 1).

2.2. Opérateurs de Hecke. Nous introduisons dans ce paragraphe
une algèbre d’opérateurs, dite algèbre de Hecke, qui agit sur l’espace
des formes modulaires paraboliques, et dont les éléments sont normaux
pour un produit scalaire hermitien, dit de Petersson. La commutativité
de l’algèbre de Hecke assure l’existence d’une base formée de valeurs
propres. Nous ne donnerons ici que des rappels. Pour plus de détails,
nous renvoyons au chapitre 5 du livre de Diamond et Shurman [5].
Soient N un entier naturel non nul et p un nombre premier. Pour
f ∈ Mk(Γ1(N)), on rappelle que l’action de l’opérateur de Hecke Tp
sur f est donnée par :
(1) Tpf = 1

p

∑p−1
j=0 f

(
z+j
p

)
si p | N .

(2) Tpf = 1
p

∑p−1
j=0 f

(
z+j
p

)
+ pk−1 < p > f(pz) si p - N .

Si f ∈ Sk(Γ1(N)) a pour développement ∑n an(f)qn, alors :
(Tpf)(z) =

∑
n

anp(f)qn + 1N(p)pk−1∑
n

an(〈p〉 f)qnp

où 1N est la caractère trivial modulo N . On étend ensuite l’opérateur
diamant à Z tout entier de la manière suivante : si n est un entier
premier à N alors 〈n〉 est l’opérateur donné par la classe de n modulo
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N . Sinon, 〈n〉 est l’opérateur nul.
Ensuite, on pose :

— T1 = 1 ;
— Tmn = Tm ◦ Tn si (m,n) = 1 ;
— Tpr = Tp ◦ Tpr−1 − pk−1 〈p〉Tpr−2 pour r ≥ 2, et p premier.
Ils commutent entre eux sur Sk(Γ1(N)) et satisfont l’identité formelle
∞∑
n=1

Tnn
−s =

∏
(p,N)=1

(1− Tpp−s + 〈p〉 pk−1p−2s)−1 ∏
p\N

(1− Tpp−s)−1.

On peut munir Sk(Γ1(N)) d’un produit scalaire hermitien, dit produit
scalaire de Petersson (voir [5]), pour lequel les opérateurs Tn et 〈n〉,
avec (n,N) = 1, sont normaux, donc simultanément diagonalisables.

Une forme parabolique f = ∑
n anq

n propre pour tous les opérateurs
de Hecke est dite normalisée si elle vérifie en plus a1 = 1. Dans ce
cas, on a Tn(f) = anf , pour tout entier n ≥ 1. On note Q(f) le corps
engendré par les (an)n∈Q. Alors Q(f) est une extension finie de Q (voir
[5]).

On définit la série L de Dirichlet d’une forme parabolique par l’ex-
pression suivante

L(f, s) =
∑
n≥1

an
ns
.

Proposition 2.3 ([5], Chap.5). Si f ∈ Mk(Γ1(N)) est parabolique
alors L(s, f) converge absolument pour tout s tel que Re(s) > k

2 + 1.
De plus, si f ∈Mk(N, ε), alors f est une forme propre normalisée si et
seulement si L(s, f) admet un développement en produit eulérien sous
la forme

L(s, f) =
∏
p

(1− app−s + ε(p)pk−1−2s)−1
.

2.3. Représentations galoisiennes. Soit Q une clôture algébrique
de Q. Pour tout nombre premier p, on fixe des clôtures algébriques Qp

et Fp du corps des nombres p-adiques Qp et du corps fini Fp respec-
tivement. Le choix d’un plongement Q → Qp définit un plongement
de GQp = Gal(Qp/Qp) dans GQ = Gal(Q/Q). Ainsi, vu comme sous-
groupe de GQ, GQp s’appelle groupe de décomposition en p et il est
bien défini à conjugaison près. On a

Qp ⊃ Qmr
p ⊃ Qnr

p ⊃ Qp

où on note Qnr
p = Qp(ξm, (m, p) = 1) la sous-extension maximale non

ramifiée sur Qp, et Qmr
p la sous-extension maximale modérément ra-

mifiée sur Qp. On note Ip := Gal(Qp/Qnr
p ), appelé groupe d’inertie en

p, et Isp = Gal(Qp/Qmr
p ) appelé le groupe d’inertie sauvage en p, c’est
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un pro-p groupe. Le quotient Ip/Isp est un groupe profini commutatif
d’ordre premier à p, appelé groupe d’inertie modéré. Le quotient GQp/Ip
s’identifie canoniquement à GFp = Gal(Fp/Fp). L’élément de GFp défini
par a 7→ ap engendre topologiquement GFp et s’appelle morphisme de
Frobenius. Sa pré-image dans GQp est définie modulo Ip et s’appelle
substitution de Frobenius en p, notée Frobp.
Soient ` un nombre premier, L une extension finie de Q` et V un
espace vectoriel de dimension finie sur L. Une représentation conti-
nue ρ : GQ → GL(V ) est appelée représentation `-adique de GQ. Si
dimL(V ) = n, alors GL(V ) est isomorphe en tant que groupe topolo-
gique à GLn(L). Une représentation `-adique est dite non-ramifiée en
p si Ip ⊂ Ker(ρ). Dans ce cas ρ(Frobp) est bien défini.
Définition 2.4. Soient f = ∑

n anq
n ∈ Sk(N, ε) une forme propre

normalisée et Q(f)→ E un plongement dans une extension finie de Q`.
Une représentation `-adique V de dimension 2 sur E est dite associée
à f si, pour tout nombre premier p qui ne divise pas N`, V est non
ramifiée en p et

det(1−XFrobp : V ) = 1− ap(f)X + ε(p)pk−2X2.

On a alors le théorème suivant :
Théorème 2.5 ([15]). Soient N ≥ 1 et k ≥ 2 des entiers et ε :
(Z/NZ)∗ → C× un caractère. Soient f ∈ Sk(N, ε) une forme propre
normalisée et λ une place de Q(f) au dessus de `. Alors il existe une
représentation `-adique Vf,λ définie sur Q(f)λ associée à f .
Remarque 2.6.

Étant donné une forme modulaire comme dans le théorème, on sait
donc qu’il existe une représentation continue ρ : GQ → GL(V ) associée
à cette forme modulaire, où V est espace vectoriel de dimension 2 sur
une extension finie F de Q`. On peut trouver un réseau L de V stable
par ρ. En effet, partant de n’importe quel réseau L, la représentation
étant continue, l’ensemble {g ∈ GQ, g.L = L} est un sous-groupe ou-
vert de GQ donc d’indice fini. On prend alors le réseau engendré par les
g.L, pour g ∈ GQ. On considère ensuite le quotient L/πL, où π est une
uniformisante de l’anneau de valuation de F . C’est une représentation
de GQ de dimension 2 telle que que pour tout nombre premier p ne
divisant pas N`, on a det(1 − XFrobp) = 1 − ãp(f)X + ε̃(p)pk−2X2,
où x̃ signifie la réduction d’un élément entier x de F modulo π. Réci-
proquement, étant donné une représentation continue de dimension 2
sur F`, une question intéressante serait de savoir quand est ce qu’elle
est la réduction d’une représentation galoisienne associée à une forme
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modulaire. On dira dans ce cas que la représentation est modulaire.
L’objectif du paragraphe suivant est de donner une condition suffisante
de modularité.

3. Conjecture de Serre

Soient p un nombre premier et Fp une clôture algébrique du corps
fini Fp. On se donne un morphisme continu ρ : GQ → GL(V ) où V est
un espace vectoriel de dimension 2 sur Fp. Considérons un plongement
de Q dans C. On note alors c l’élément de GQ donné par la conjugaison
complexe. On dira que la représentation ρ est impaire si det(ρ(c)) = −1.
Remarquons que cela est indépendant du plongement choisi de Q dans
C, car on ne change c qu’à conjugaison près. On a introduit la notion de
modularité dans la remarque qui suit le théorème 2.5. Serre a conjecturé
dans [19] le résultat suivant : :

Théorème 3.1 (Conjecture de Serre-Version faible). Si ρ est irréduc-
tible et impaire alors ρ est modulaire.

En fait, Serre donne encore plus de détails sur la forme modulaire
de laquelle proviendrait la représentation en précisant son niveau, son
poids et son caractère. La recette proposée par Serre est la suivante :

3.1. Niveau de la représentation. il est donné par le conducteur
d’Artin de la représentation. De façon plus précise, soit ` un nombre
premier, avec ` 6= p. Choisissons une extension à Q de la valuation
`-adique sur Q. Considérons alors la suite des groupes de ramifications
(voir [17], Partie 2, chap.4)

G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gi ⊃ · · · ,

où G0 est le groupe d’inertie en `. On pose alors

n(l, ρ) =
∞∑
i=0

dim V/V Gi

[G0 : Gi]
.

C’est un entier positif, égal à 0 si et seulement si la représentation
est non ramifiée en `, et n(l, ρ) = dimV/V0 si, et seulement si, la
représentation est modérément ramifiée en `. Le conducteur de ρ est
donné par

N(ρ) =
∏
l 6=p

ln(l,ρ).
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3.2. Caractère de la représentation. Le caractère associé à la re-
présentation est défini de la manière suivante : le déterminant det ρ :
GQ → Fp

× est un morphisme de groupes, d’image un sous-groupe cy-
clique fini de Fp

×, d’ordre premier à p.
Le conducteur de det ρ divise pN . Il induit donc d’après le théorème

de Kronecker-Weber, un homomorphisme de (Z/pNZ)× dans Fp
×, ou,

de manière équivalente, un couple d’homomorphismes

φ : (Z/pZ)× → Fp
×

et
ε : (Z/NZ)× → Fp

×

ce qui définit le caractère ε.
Avant de définir le poids de la représentation, faisons un petit intermède
sur les caractères fondamentaux. On pourra aussi consulter à profit la
partie préliminaires de l’article [18] de Serre.

3.3. Caractères fondamentaux. On se donne un nombre premier p,
et on fixe une clôture algébrique Qp du corps des nombres p-adiques
Qp et Fp du corps fini Fp. On fixe un isomorphisme σ : Znrp /pZnrp → Fp,
où Znrp désigne l’anneau des entiers de Qnr

p . Le groupe d’inertie en p est
Ip = Gal(Qp/Qnr

p ).
Si N > 0, on notera xN une racine (pN − 1)-ième de p dans Qp On

définit alors le caractère fondamental de niveau N par la composée
ψN : Ip → µpN−1 → Fp

donnée par

τ 7→ τ(xN)
xN

7→ σ

(
τ(xN)
xN

)
.

Ceci est indépendant du choix de xN car Ip agit trivialement sur les
racines (pN−1)-ième l’unité dans Qp. L’image de ψN est alors le groupe
multiplicatif de l’unique sous-corps de Fp de cardinal pN .

Lemme 3.2. ψ1 est le caractère cyclotomique modulo p restreint à Ip.

Si M divise N alors ψM = ψN
pN−1
pM−1 .

Démonstration. Notons ξp une racine p-ième de l’unité etK = Qp
nr(ξp)

alors p = (1 − ξp)p−1.u avec u = ∏
a∈(Z/pZ)×

1−ξa
p

1−ξp
. Remarquons que

u est une unité de OK car il est dans OK et son inverse aussi. Par
ailleurs, pour σ ∈ Ip, on a par définition du caractère cyclotomique χp,
σ(ξp) = ξp

χp(σ). On va construire une racine (p− 1)-ième de u dans K.
Considérons le polynôme P (X) = Xp−1−u. Sa réduction modulo l’idéal
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maximal de OK est un polynôme séparable dans Fp donc il est scindé
dans une extension finie de Fp, disons Fpr pour r ≥ 1. Soit L le corps
des fractions de W (Fpr), l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients
dans Fpr . L est donc une extension finie non ramifiée de Qp de corps
résiduel Fpr . Alors P est scindé dans le corps résiduel de L(ξp), qui est
une extension finie de Qp, donc par le lemme de Hensel, il existe v dans
L(ξp) ⊂ K qui soit racine de P , donc racine (p − 1)-éme de u et qui
soit de réduction égale à une racine de P dans Fpr . En particulier, σ(v)
est congru à v modulo l’idéal maximal de K. Ainsi, (1 − ξp)v est une
racine (p− 1)-ième de p. D’où :

ψ1(σ) = σ(v)
v

1− ξχp(σ)
p

1− ξp
= σ(v)

v

χp(σ)−1∑
t=0

ξtp


≡ v

v

χp(σ)−1∑
t=0

1
 (mod `)

≡ χp(σ) (mod `).

Pour le deuxième point, il suffit de remarquer que x
pN−1
pM−1
N est une racine

(pM − 1)-ième de `. �

3.4. Poids de la représentation. Soit ρp la restriction de ρ à Dp :=
GQp , le groupe de décomposition en p. Rappelons que Ip désigne le
sous-groupe d’inertie en p. Alors l’action de Ip est donnée dans une
base convenable sous l’une des formes suivantes [19] :

(1) ρ|Ip =
(

1 0
0 1

)
;

(2) ρ|Ip =
(
ψα+pβ

2 0
0 ψβ+pα

2

)
, avec 0 ≤ α < β ≤ p− 1 ;

(3) ρ|Ip =
(
χαp 0
0 χβp

)
, avec 0 ≤ α ≤ β ≤ p− 2 et (α, β) 6= (0, 0).

(4) ρ|Ip =
(
χβp ∗
0 χαp

)
, avec 0 ≤ α ≤ p − 2 et 1 ≤ β ≤ p − 1 et

β 6= α + 1 ;

(5) ρ|Ip =
(
χα+1
p ∗
0 χαp

)
, avec 0 ≤ α ≤ p− 2, l’action de Ip n’étant pas

semi simple et peu ramifiée ;

(6) ρ|Ip =
(
χα+1
p ∗
0 χαp

)
, avec 0 ≤ α ≤ p− 2, l’action de Ip n’étant pas

semi simple et très ramifiée ;
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Les poids correspondants sont respectivement :
(1) k(ρ) = p ;
(2) k(ρ) = 1 + pα + β ;
(3) k(ρ) = 1 + pα + β ;
(4) k(ρ) = 1 + p inf(α, β) + sup(β, α) ;
(5) k(ρ) = 1 + pα + (α + 1) ;
(6) k(ρ) = 1 +pα+ (α+ 1) +p−1 = (α+ 1)(p+ 1) si p 6= 2, k(ρ) = 4

si p = 2 ;
Dans les cas (5) et (6), le groupe d’inertie sauvage agit non trivialement.
Il y a alors deux types possibles de ramification sauvage : peu ramifié
et très ramifié. On les définit comme suit : le groupe ρp(Ip) définit
une extension finie K totalement ramifiée de Qnr

p , alors que le groupe
d’inertie sauvage ρp(Isp) définit la plus grande extension modérément
ramifiée de Qnr

p dans K, notée Kmr. On montre alors (voir [19]) que

K = Kmr(x
1
p

1 , ..., x
1
p
m), où pm = [K : Kmr],

les xi étant des éléments de Qnr
p
×/Qnr

p
×p. Si vp est la valuation de

Qnr
p , normalisée par vp(p) = 1, nous dirons que l’extension K (ou la

représentation ρp) est peu ramifiée si
vp(xi) ≡ 0 (mod p), pour i = 1, ...,m.

Dans le cas contraire, nous dirons que K et ρp sont très ramifiées.
Théorème 3.3 (Conjecture de Serre - Version forte). Soit ρ une re-
présentation de de GQ dimension 2 sur Fp. On suppose que ρ est ir-
réductible et impaire. Alors ρ provient d’une forme modulaire de poids
k(ρ), de niveau N(ρ) et de caractère ε(ρ).

La conjecture de Serre a été démontrée par Chandrashekhar Khare
et Jean-Pierre Wintenberger (voir [11]).

4. Un peu de théorie de Hodge p-adique

On parlera dans ce paragraphe des principaux résultats de la théorie
de Hodge p-adique dont on aura besoin dans ce mémoire. On se conten-
tera dans la plupart des cas de citer des résultats sans démonstrations
en renvoyant à la référence appropriée.
Le but de la théorie de Hodge p-adique est de comprendre et de clas-
sifier les représentations p-adiques du groupe de décomposition Dp de
GQ au dessus d’un nombre premier p. Ce groupe s’identifie naturelle-
ment à GQp , le groupe de Galois absolu de Qp . La théorie fut initiée
par Tate et son élève Sen, puis ensuite développée par Fontaine, Breuil,
Colmez... .
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4.1. Représentations p-adiques. Soit k un corps parfait de caracté-
ristique p. On note F = W (k)[ 1

p
] le corps des fractions de l’anneau des

vecteurs de Witt de k. Soit K/F une extension totalement ramifiée,
et soit C = K̂ une complétion d’une clôture algébrique de K. Dans le
cas où k se plonge dans Fp, on notera C = Cp, le corps des nombres
complexes p-adiques. On se placera sous cette hypothèse dorénavant.
On rappelle que Cp est algébriquement clos. Si k est une extension fi-
nie de Fp alors K est une extension finie de Qp et F en est l’extension
maximale non ramifiée.
Pour n entier naturel, soit µn(K) = {x ∈ K, xn = 1}. On fixe une
fois pour toute un système compatible de racines primitives pn-ème de
l’unité (εn)n∈N avec ε0 = 1 et εn ∈ µm(K) tel que εpn+1 = εm et µp∞ =
∪n∈Nµpn . Soit Km = K(εm), K∞ = ∪n∈NKn. Soit GK = Gal(K/K) et
χp : GK → Zp× le caractère cyclotomique, i.e : σ(ξ) = ξχp(σ), σ ∈ GK ,
ξ ∈ µp∞ . On alors Ker(χp) = Gal(K/K∞) et ΓK = Gal(K∞/K)
s’injecte continument dans Zp×, c’est même un isomorphisme quand
K = Qp. Une représentation p-adique de GK est un Qp-espace vec-
toriel V de dimension finie d et muni d’une action linéaire continue
de GK . Les représentations p-adiques forment une catégorie abélienne,
avec comme morphismes les applications Qp-linéaires GK-invariantes.
On la note RepQp(GK).

Exemple 4.1. Pour r ∈ Z, on note Qp(r) = Qp.er avec l’action de
GQp donnée par σ.er = χp(σ)rer. C’est la r-torsion de Tate de Qp. Un
autre exemple est donné par le module de Tate d’une courbe elliptique
E, V = Qp ⊗ TpE. C’est une représentation p-adique de dimension
2. Plus généralement, si on considère X une variété projective lisse
sur K, alors la cohomologie étale de la variété H i

et(XK ,Qp) est une
représentation p-adique de GQp.

Le dernier exemple est d’une importance capitale, le deuxième en
étant juste un cas particulier, et c’est l’une des motivations de l’étude
des représentations p-adiques.
L’une des méthodes d’étude des représentations p-adiques est celle dé-
veloppée par Fontaine. On définit d’abord un anneau de périodes B :
c’est une algèbre topologique sur Qp munie d’une action linéaire conti-
nue de GK et des structures additionnelles compatibles avec l’action de
GK , de telle manière à ce que le BGK -module DB(V ) = (B ⊗Qp V )GK ,
qui hérite de ces structures, soit un invariant intéressant de V . L’action
deGK surB⊗QpV est ici l’action diagonale. Pour que cette construction
marche, il faudrait en plus supposer que B est GK-régulier, c’est-à-dire
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que BGK est un corps.
Soit V une représentation p-adique de GK .
Définition 4.2. La représentation V est dite B-admissible si V ⊗Qp B
est une B-représentation triviale de GK, i.e isomorphe à Bn pour un
certain entier n.

L’action de GK sur V ⊗Qp B est semi-linéaire, car GK agit non tri-
vialement sur B en général. On va donner une autre caractérisation
des représentations B-admissibles, si B est un anneau de période GK-
régulier. Tout d’abord, on dispose de l’application naturelle

αV : DB(V )⊗K B → V ⊗Qp B, v ⊗ λ 7→ λv

.
Théorème 4.3 ([8, 2]). L’application αV est injective, et on équiva-
lence entre les propriétés suivantes :
(1) La représentation V est B-admissible ;
(2) Le morphisme αV est un isomorphisme ;
(3) On a l’égalité dimBGK DB(V ) = dimQp V

Il en résulte notamment du théorème que l’on a toujours
dimBGK DB(V ) ≤ dimQp V.

Dans ce qui suit, les représentations que l’on va définir correspondent
à des choix particuliers d’anneaux de périodes.

4.2. Représentations de Hodge-Tate. SoitH un sous-groupe fermé
de GK . Une des propriétés importantes de Cp est que l’on sait décrire
CH
p , le sous-corps des éléments de Cp invariants par l’action de H. On

a clairement KH ⊂ CH
p . Comme CH

p est complet, le complété de KH ,

noté K̂H , est inclus dans CH
p .

Théorème 4.4 (Le théorème d’Ax-Sen-Tate). Soit H un sous-groupe
fermé de GK. On a alors l’égalité CH

p = K̂
H .

On définit l’anneau de Hodge-Tate BHT = Cp[T, T−1] = ⊕
i∈ZCp(i),

avec Cp(i) = CpT
i, et on fait agirGK sur T i par χip, pour i ∈ Z, χp étant

le caractère cyclotomique. On a donc BGK
HT = K, et par conséquent,

BHT est GK-régulier. Si V est une représentation p-adique, on notera
DHT (V ) = (BHT ⊗Qp V )GK .
Définition 4.5 (Représentations de Hodge-Tate). Soit V une repré-
sentation p-adique continue de GK. On dit que V est de Hodge-Tate,
si V est BHT -admissible.
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Du fait que chaque composante Cp(i) est GK-stable, on a DHT (V ) =⊕
i∈Z(Cp(i) ⊗Qp V )GK . Donc si V est de Hodge-Tate, il n’existe qu’un

nombre fini de i tel que (Cp(i) ⊗Qp V )GK soit non nul, et si on les
compte avec une multiplicité égale à dimK (Cp(i)⊗Qp V )GK , on obtient
exactement n entiers. On les appelle les poids de Hodge-Tate de V .

4.3. Représentations de de Rham. On définit

Ẽ+ = lim←−
x 7→xp

OCp = {(x0, x1, ...), (xi+1)p = xi}.

On peut munir cet ensemble d’une structure d’anneau : pour deux
éléments x = (x(i)) et y = (y(i)) de Ẽ+, l’addition est définie par
(x + y)i = limj→∞

(
x(i+j) + y(i+j)

)pj

et la multiplication par (xy)(i) =
x(i)y(i). Ces deux lois font de Ẽ+ un anneau local parfait de caractéris-
tique p. Soit ε = (εn) l’élément de Ẽ+ correspondant au système com-
patible des racines primitives pn-ième de l’unité déjà introduit. Alors
Fp((ε − 1)) ⊂ Ẽ = Ẽ+[(ε− 1)−1]. En fait, Ẽ est un corps et c’est la
complétion de la clôture algébrique de Fp((ε− 1)).
On définit une valuation sur Ẽ par v

Ẽ
(x) = vp(x0). L’anneau de la va-

luation n’est rien d’autre que Ẽ+. On a une application naturelle θ de
Ẽ+ vers OCp/p définie en envoyant x = (xi) vers la classe de x0 modulo
p, qui est un morphisme d’anneaux. Soit Ã+ = W (Ẽ+) l’anneau des
vecteurs de Witt sur Ẽ+. On définit :

B̃+ = Ã+[1
p

] = {
∑

k>>∞

pk[xk], xk ∈ Ẽ+},

où [x] ∈ Ã+ désigne le relèvement de Teichmüller d’un élément x ∈ Ẽ+.
L’application θ s’étend alors en un morphisme surjectif B̃+ → Cp qui
envoie ∑ pk[xk] vers

∑
pk[(xk)0]. Soit [ε1] = [(ε1, ...)], de telle manière

à ce que εp1 = ε, et soit ω = ([ε]−1)
([ε1]−1) . Alors θ(ω) = 1 + ε1 + ... + εp−1

1 =
0. En fait, le noyau de θ est l’idéal engendré par ω ([2]). On définit
l’anneau BdR

+ = lim←−n B̃
+/ker(θ)n. Tout élément de BdR

+ s’écrit alors
sous la forme ∑+∞

n=0 xnw
n. C’est naturellement une F -algèbre. Comme

θ(1− [ε]) = 0, la série

−
+∞∑
n=1

(1− [ε])n

n

converge vers un élément de BdR
+ noté t.

On définit alors BdR = BdR
+[1

t
]. C’est un corps muni d’une filtration

définie, pour i ∈ Z, par FiliBdR = tiBdR
+. Il est aussi muni d’une
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action de GK . On peut montrer ([8]) que BGK
dR = K, ce qui en fait un

corps GK régulier.

Définition 4.6 (Représentations de de Rham). Soit V une représen-
tation p-adique continue de GK. On dit que V est de de Rham, si elle
est BdR-admissible.

Rappelons que cela veut dire que, étant donné une représentation
p-adique V , dimK DdR(V ) = dimQp V , où l’on a noté

DdR(V ) = BdR ⊗Qp V
GK .

C’est un espace vectoriel filtré sur K, la filtration étant FiliDdR(V ) =
FiliBdR ⊗Qp V

GK pour i ∈ Z. On peut aussi montrer ([8]) que l’action
d’un élément g ∈ GK sur t est simplement la multiplication par le
caractère cyclotomique χp(g), ce qui fait que le i-ème gradué de la
filtration GriBdR = FiliBdR/Fili+1BdR est isomorphe à Cp(i) comme
GK-modules. On en déduit que GrBdR = ⊕

i∈Z GriBdR est isomorphe
à ⊕Cp(i) comme GK-modules. D’où l’isomorphisme GrBdR

∼= BHT .

Proposition 4.7. Soit V une représentation p-adique. Si V est BdR-
admissible alors elle est BHT -admissible.

Démonstration. On a la suite exacte

0→ Fili+1BdR → FiliBdR → Cp(i)→ 0,

Ce qui donne

0→ Fili+1BdR ⊗Qp V → FiliBdR ⊗Qp V → Cp(i)⊗Qp V → 0,

en prend alors les GK−invariants

0→ Fili+1BdR ⊗Qp V
GK → FiliBdR ⊗Qp V

GK → Cp(i)⊗Qp V
GK .

On obtient une injection

GrDdR(V ) =
⊕
i∈Z

GriDdR(V ) ↪→
⊕
i∈Z

Cp(i)⊗Qp V
GK = DHT (V ).

Il s’ensuit que si V est de de Rham, alors

dimQp(V ) = dimK(GrDdR(V )) ≤ dimK DHT (V ) ≤ dimQp(V ).

Il a donc égalité et V est alors de Hodge-Tate. �



16 SALIM TAYOU

4.4. Représentations cristallines. On a construit dans le paragraphe
précédent l’anneau B+

dR et on avait vu que tout élément de cet anneau
s’écrit sous forme ∑n≥0 xnω

n, où xn ∈ B̃+. On définit

B+
cris = {x ∈ B+

dR, x =
∑
n≥0

xn
ωn

n! , xn → 0 dans B̃+}.

On définit Bcris = B+
cris[1

t
]. Ce n’est pas un corps (ω − p est dans Bcris

mais pas son inverse) ; on peut montrer que BGK
cris = F , l’extension

maximale non ramifiée de K. Il existe une extension naturelle continue
du Frobenius à Bcris qui commute avec l’action de GK et qu’on note φ.

Définition 4.8 (Représentations Cristallines). Soit V une représenta-
tion p-adique. On dit que V est cristalline si elle est Bcris-admissible.

On note Dcris(V ) = (Bcris ⊗Qp V )GK . C’est un F -espace vectoriel,
muni d’une application σ-semi-linéaire φ : Dcris(V ) → Dcris(V ) (σ
étant le relèvement du Frobenius à F ) tel que Dcris(V )K=Dcris(V )⊗F
K est muni d’une filtration (Fili(Dcris(V )K))i∈Z exhaustive (∪i∈ZFili
(Dcris(V )K) = Dcris(V )K) et séparée ∩i∈ZFili(Dcris(V )) = {0}. C’est
ce qu’on appelle un φ-module filtré. L’endomorphisme φ est appelé
Frobenius. Un morphisme entre deux φ-modules filtrés D et D′ est
une application F -linéaire f : D → D′ compatibles aux Frobenius
f ◦φ = φ′ ◦ f , et tel que fK : DK → D′K soit compatible aux filtrations
(fK(FiliDK) ⊂ FiliD′K ,∀i ∈ Z). Un sous-φ-module filtréD′ deD est un
φ-module filtré tel que l’inclusion de D′ dans D soit un morphisme de
φ-modules. On note MFφK la catégorie formée par les φ-modules filtrés.

4.5. Admissibilité des modules filtrés. Soit D un φ-module filtré.
Il est donc muni d’un Frobenius et on dispose d’une filtration sur DK .
Ces deux aspects n’ont aucune raison d’avoir une compatibilité entre
eux. Or, dans le cas des φ-modules qui proviennent des représentations
cristallines, ces deux attributs sont compatibles en un sens que nous
allons préciser. On associe àD deux entiers : l’entier de Hodge et l’entier
de Newton.

4.5.1. Entier de Hodge. Pour i ∈ Z, on note
GriDK = Fili(D)/Fili+1(Dcris(V ))

et on définit
tHD =

∑
i∈Z

i dimK(GriDK).

Cet entier s’appelle le nombre de Hodge de D et ne dépend que de la
filtration.
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4.5.2. Entier de Newton. On fixe une base de D sur F . Soit A la ma-
trice de φ dans cette base. Le déterminant de A dépend du choix de
la base, par contre sa valuation n’en dépend pas. On pose tN(D) =
vp(det(A)). C’est le nombre de Newton de D. Il ne dépend que du
Frobenius de D.

Définition 4.9. — On dit qu’un dit φ-module filtré D est faible-
ment admissible s’il est de dimension finie, de Frobenius bijec-
tif, tH(D) = tN(D) et pour tout sous-φ-module filtré D′ de D,
tH(D′) ≤ tN(D′).

— On dit qu’un module D est admissible s’il existe une représenta-
tion cristalline p-adique V tel que Dcris(V ) = D.

Théorème 4.10 ([8, 7]). Le foncteur Dcris est une équivalence de ca-
tégories entre la catégorie RepcrisGQp

des représentations cristallines de
dimension finie de GQp et la catégorie des φ-modules filtrés faiblement
admissibles.

4.6. Poids de Serre d’une représentation. Soit V une F`-représentation
continue de dimension finie d de Gal(Q`/Q`). On définit les poids modé-
rés de Serre de la représentation comme suit : c’est un d-uplet d’entiers
dans [0, `− 1] où d = dimV vérifiant les conditions suivantes : si V est
une extension de V1 par V2, on définit les poids modérés de V comme
la réunion des poids modérés de V1 et de V2. Si V est irréductible, alors
la restriction de V à I` est somme directe de d caractères de la forme

ψd
n`t , t = 0, 1..., d− 1,

où n < `d − 1 qui n’est pas divisible par aucun `d−1
`r−1 pour r < d, et

ψd est le caractère fondamental de niveau d. Les poids de V sont alors
par définition les chiffres de l’entier n dans son écriture en base `. Au-
trement dit, si n = a0 + a1` + ... + ad−1`

d−1, ce sont les entiers a0,
a1...,ad−1 comptés avec multiplicités. Soit maintenant V une représen-
tation cristalline de GQ`

de dimension d. Alors V admet un réseau W
stable par l’action de GQ`

, et donc W/`W est une représentation de
GQ`

sur le corps fini F`. Les poids de Serre de cette représentation sont
alors donnés par le théorème suivant, dû à Fontaine et Lafaille.

Théorème 4.11 ([?]). Soient V une représentation cristalline de GQ`

de dimension d sur Q` etW un réseau stable. Soient λ1 ≤ ...λd les poids
de Hodge-Tate de V . On suppose que λd < ` − 1. Alors les (λi)0≤i≤d
sont exactement les poids de Serre de la représentation W/`W .
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5. Sous-groupes maximaux du groupe symplectique

L’objectif de cette partie est de classifier les sous-groupes maximaux
du groupe des similitudes d’une forme bilinéaire alternée sur un espace
vectoriel de dimension 4 sur un corps fini. Dans un premier temps, on
rappellera des résultats généraux sur les groupes symplectiques ainsi
que quelques résultats spécifiques à la dimension 4 qui nous permet-
tront de déduire un isomorphisme exceptionnel. On passera ensuite à
la classification proprement dite. Nous en donnerons plusieurs formu-
lations.

5.1. Quelques rappels sur les groupes symplectiques. On fixe k
un corps de caractéristique différente de 2. Soit V un espace vectoriel de
dimension 2n sur k, muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée
A. C’est un élément de ∧2 V ∗. On définit le groupe des similitudes
symplectiques de A comme suit :

GSp(A) := {g ∈ GL(V ),∃η(g) ∈ k×,∀x, y ∈ V,A(g(x), g(y)) = η(g)A(x, y)}.

Le scalaire η(g) s’appelle facteur de similitude de g et l’application
η : GSp(A) → k× est un morphisme de groupe, de noyau le groupe
Sp(A), le groupe symplectique associé à A, et on a la suite exacte
courte :

1→ Sp(A)→ GSp(A) η→ k× → 1.
Si on se place dans une base convenable, la matrice de A peut être

mise sous forme J =
(

0 In
−In 0

)
et on note alors

GSp2n(k) := GSp(A), Sp2n(k) := Sp(A)

et on a donc :

GSp2n(k) = {M ∈ M2n(k),∃η(M) ∈ k× : M tJM = η(M)J}.

On note PGSp(A) le quotient du groupe GSp(A) par son centre formé
des homothéties. De même, PSp(A) est le quotient de Sp(A) par {±IdV },
où IdV désigne l’application identité de V . On a alors la suite exacte :

1→ PSp(A)→ PGSp(A) η→ k×/k×
2 → 1.

5.2. Quelques résultats spécifiques à la dimension 4.

5.2.1. Construction d’une forme quadratique sur ∧2 V . On suppose
maintenant que n = 2. On dispose alors d’une application bilinéaire :

b :
2∧
V ×

2∧
V →

4∧
V
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induite par l’application multilinéaire alternée

V × V × V × V →
4∧
V

(u, v, w, z) 7→ u ∧ v ∧ w ∧ z

L’application b est symétrique car les tenseurs d’ordre 2 commutent.
Elle est non dégénérée. Ceci peut se voir simplement en écrivant sa
matrice dans une base de tenseurs purs donnés par une base de V . Si
on fixe une base (e0, e1, e2, e3) de V , alors l’application

k →
4∧
V, α 7→ αe0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3

est un isomorphisme. Via cet isomorphisme, on peut voir b comme une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée, canonique à un scalaire non-
nul près, car un changement de base de V ne modifie b qu’à un scalaire
non nul près. La matrice de b dans la base (ei ∧ ej)i<j est diagonale

par blocs, avec des
(

0 1
1 0

)
sur la diagonale. En particulier, b admet

un espace totalement isotrope de dimension 3. On notera q la forme
quadratique associée à b, définie par q(x) = b(x, x) pour tout x ∈ ∧2 V .
Pour tout u, v dans V , q(u ∧ v) = 0. L’ensemble des tenseurs purs est
donc inclus dans le cône isotrope de q. Notons K ce cône isotrope.

Lemme 5.1. Le cône isotrope K de q est formé des tenseurs purs.

Démonstration. Choisissons une base (e0, e1, e2, e3) de V et soit a un
vecteur isotrope pour q. On écrit a = ∑

i<j aijei ∧ ej, alors a ∧ a =
(a01a23−a02a13 +a03a12)e0∧ e1∧ e2∧ e3 et donc a01a23−a02a13 +a03a12
est égal à 0. Si a23 6= 0, on peut écrire a = (a03e0 +a13e1 +a23e2)∧ (e3−
a12
a23
e1− a02

a23
e0) . Sinon, si a02 = a03 = 0 alors a = (a01e0−a12e2−a13e3)∧

(e1) et si ce n’est pas le cas, alors on peut supposer par exemple que
a03 6= 0 auquel cas a = (a03e0 + a13e1 + a23e2) ∧ (a02

a03
e2 + e3). �

5.2.2. Lien avec la forme symplectique. Pour clarifier les idées, on va
fixer une base (e0, e1, e2, e3) de V dans laquelle la matrice de A est J .
Cela ne nuit nullement à la généralité de la situation mais simplifiera
les démonstrations et certains énoncés. La forme b est donc un accou-
plement non dégénéré, et induit un isomorphisme entre ∧2 V et ∧2 V ∗.
Notons Ã l’élément de ∧2 V qui correspond à la forme symplectique A
via cet isomorphisme.

Lemme 5.2. Le vecteur Ã est non isotrope pour b.
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Démonstration. En effet, comme la matrice deA dans la base (e0, e1, e2, e3)
est J , on a alors A = e∗0 ∧ e∗3 + e∗1 ∧ e∗2. Par suite, Ã = e0 ∧ e3 + e1 ∧ e2.
D’où Ã ∧ Ã 6= 0 �

Il découle de ce lemme que la restriction de la forme b à H := Ã⊥ est
non dégénérée. Notons bH cette restriction. Remarquons que bH admet
un espace totalement isotrope de dimension 2, car l’intersection de H
et d’un espace totalement isotrope de b est de dimension au moins 2. Il
est exactement de dimension 2 car la forme bH est non dégénérée. La
matrice de bH peut donc être mise dans une base convenable sous la
forme 

0 1
1 0

0 1
1 0

a

 , où a ∈ F×q .

Le groupe linéaire de V agit de manière naturelle sur ∧2 V . Tout
élément de GL(V ) est une similitude pour b, c’est-dire un élément de
GO(b). De plus, le facteur de similitude d’un élément g ∈ GL(V ) pour
la forme b est le déterminant de g. En effet, cela découle de l’égalité,
valable pour u, v, w, z des éléments de V :

∧4g(u ∧ v ∧ w ∧ z) = det(g)u ∧ v ∧ w ∧ z.
Le sous-groupe GSp(A) agit, par définition, de manière scalaire sur

A, et par suite sur Ã aussi. Il stabilise donc H = Ã⊥. On obtient un
morphisme naturel ι : GSp(A)→ GO(bH). Soit G̃O(bH) le sous-groupe
de GO(bH) constitué des éléments qui ont un facteur de similitude
qui est carré parfait. Alors l’image de GSp(A) par le morphisme ι est
incluse dans G̃O(bH). En effet, cela découle du lemme suivant :

Lemme 5.3. Soit g ∈ GSp(A). Alors det(g) = η(g)2.

Démonstration. Soit α une racine carré de η(g) dans un extension finie
L de k. On a alors 1

α
g ∈ Sp(AL), AL étant la forme symplectique

obtenue par extension des scalaires à L. Or, Sp(AL) ⊂ SL(V ⊗k L),
donc det( 1

α
g) = 1. Ce qui implique det(g) = α4 = η(g)2.

�

Comme toute homothétie de H est de facteur de similitude carré
parfait, le centre de G̃O(bH) est constitué de toutes les homothéties.
Notons P̃GO(bH) et PO(bH) les quotients de G̃O(bH) et O(bH) par leurs
centres respectifs. Alors le morphisme naturel PO(bH) → P̃GO(bH)
est un isomorphisme. L’injectivité est claire. Pour la surjectivité, tout
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élément g de G̃O(bH) a un facteur de similitude de la forme α2, avec
α ∈ k× donc α−1g appartient à O(bH). Mais, α−1g et g ont la même
image dans P̃GO(bH).
Finalement, on récupère un morphisme GSp(A) → PO(bH). Le noyau
de ce morphisme est formé des éléments qui stabilisent les points de∧2 V , donc les plans de V , par suite les intersections de plans, donc
les droites. Par conséquent, le noyau est formé des matrices scalaires.
D’où un morphisme injectif PGSp(A)→ PO(bH).

5.3. Isomorphisme entre PGSp(A) et PO(bH). On se propose dans
cette partie de montrer que le morphisme PGSp(A)→ PO(bH) est un
isomorphisme lorsque le corps k est fini. On sait qu’il est injectif, il
reste à montrer la surjectivité. Pour ce faire, on va montrer qu’ils ont
les même cardinaux. Faisons quelques rappels qui nous seront utiles
pour la suite.

5.3.1. Théorème de Witt. On donne ici une version adaptée à notre si-
tuation du théorème de Witt. Pour plus de détails, on pourra consulter
[14].
Théorème 5.4 (Théorème de Witt). Soient (E, b), (E ′, b′) deux es-
paces vectoriels munis de formes bilinéaires (symétriques ou alternées).
On suppose que (E, b) et (E ′, b′) sont isométriques. Soient F un sous
espace de E et u : F → E ′ une isométrie. Alors u admet un prolonge-
ment v : E → E ′ qui est encore une isométrie.
5.3.2. Classification des plans quadratiques. Un plan quadratique est
un espace vectoriel de dimension 2 sur k, muni d’une forme bilinéaire
symétrique. Soit (P, bP ) un plan quadratique.
Définition 5.5. On dit que P est :
(1) parabolique si la forme bP est de rang 1 ;
(2) hyperbolique si bP est non dégénérée et admet au moins un vecteur

isotrope ;
(3) elliptique si bP est non dégénérée et n’admet pas de vecteurs iso-

tropes ;
Remarque 5.6.

Si bP est non dégénérée, il est équivalent de dire que P est hyperbo-
lique ou que l’opposé du discriminant de bP est un carré parfait dans
k. Il est aussi équivalent de dire que P est elliptique ou que l’opposé
du discriminant de bP n’est pas un carré parfait. On rappelle que le
discriminant est la classe modulo les carrés de k× du déterminant de
la matrice de bP dans n’importe quelle base de P .
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5.3.3. Calcul des cardinaux de PGSp(A) et PO(bH). On suppose doré-
navant que le corps k est fini de cardinal q.
Proposition 5.7. (1) PGSp(A) est de cardinal q4(q4 − 1)(q2 − 1) ;
(2) PO(bH) est de cardinal q4(q4 − 1)(q2 − 1) ;
La démonstration de cette proposition passe par plusieurs lemmes

intermédiaires. Tout d’abord, le groupe GSp(A) agit transitivement sur
les plans hyperboliques de V , comme on peut le voir par le théorème
de Witt. Soit P un plan hyperbolique et GP son stabilisateur dans
GSp(A). Alors l’indice de GP dans GSp(A) est égal au nombre de
plans hyperboliques de V . Or, un plan hyperbolique est engendré par
deux vecteurs u, v tel que u∧v∧ Ã 6= 0, i.e u∧v /∈ H. Réciproquement,
si on se donne un vecteur de ∧2 V isotrope pour b et qui ne soit pas
dans H, on peut l’écrire sous forme u ∧ v, avec u, v des vecteurs de V
qui vérifient u ∧ v ∧ Ã 6= 0. Le couple (u, v) engendre alors un plan
hyperbolique de V . Deux vecteurs isotropes de ∧2 V donnent le même
plan hyperbolique si, et seulement si, ils sont colinéaires. On déduit
que le nombre de plans hyperboliques est égal au nombre de droites de∧2 V isotropes, non orthogonales à Ã.
Lemme 5.8. (1) L’ensemble des vecteurs isotropes de ∧2 V est de

cardinal q5 + q3 − q2 − 1 ;
(2) L’ensemble des vecteurs isotropes de H est de cardinal q4 − 1 ;

Démonstration. (1) La matrice de b peut être écrite dans une base
convenable sous la forme

0 1
1 0

0 1
1 0

0 1
1 0


.

Il suffit donc de calculer le nombre de solutions non nulles de l’équation
x0x1 + x2x3 + x4x5 = 0.
(2) De même, la matrice de bH peut être mise sous forme

0 1
1 0

0 1
1 0

a

 , où a ∈ k×.

On calcule ensuite le nombre de solutions de l’équation x0x1 + x2x3 +
ax2

4 = 0. �
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Il découle de ce lemme que le nombre de droites de ∧2 V isotropes
non orthogonales à Ã est q2(q2 + 1).
Soit AP la restriction de la forme A à P . Le morphisme de restriction
r : GP → GSp(AP ) = GL(P ) est surjectif par le théorème de Witt. Le
noyau de ce morphisme est constitué des éléments qui agissent trivia-
lement sur P . Il résulte de la décomposition orthogonale V = P ⊕ P⊥,
que ce noyau est égal à Sp(AP⊥) = SL(P⊥). On a donc

#GSp(A) = #Gp.[GSp(A) : GP ]
= #GL(P ).#SL(P⊥).[GSp(A) : GP ]
= (q2 − 1)(q2 − q)(q)(q2 − 1)q2(q2 + 1)

Enfin,

#PGSp(A) = #GSp(A)
q − 1 = q4(q4 − 1)(q2 − 1).

Passons au calcul du cardinal du groupe O(bH). L’idée est de calculer
le nombre de plans hyperboliques de H pour ensuite se ramener à
des groupes orthogonaux plus petits. Soit Phyp l’ensemble des plans
hyperboliques de H.

Lemme 5.9. Phyp est de cardinal q
3(q2+1)(q+1)

2 .

Démonstration. L’application suivante
F = {(u, v) ∈ H2, b(u, u) = b(v, v) = 0, b(u, v) = 1} → Phyp,

définie en associant à un couple (u, v) la plan qu’ils engendrent, est de
fibres de cardinal constant égal à 2(q − 1). Reste à calculer le cardinal
de F . Par le lemme 5.8, il y a q4 − 1 vecteurs isotropes dans H. On
se donne un vecteur u isotrope. Comme b est non dégénérée, il existe
au moins un élément v de H tel que b(u, v) = 1. L’ensemble E de tels
éléments est un espace affine de cardinal q4. Il est la réunion disjointe
des sous-ensembles Dw := {w+λu, λ ∈ k}, où w parcourt un ensemble
Θ de cardinal fini. Ce sont tout simplement les classes de la relation
d’équivalence définie sur E par

v ∼ w ⇔ ∃λ ∈ k : v − w = λu.

Chaque ensemble Dw est de cardinal q et contient exactement un
vecteur isotrope. Il y a donc exactement q3 vecteurs isotropes dans E.
Il s’ensuit que F est de cardinal q3(q4 − 1). D’où

#Phyp = q3(q4 − 1)
2(q2 − 1) = q3(q2 + 1)(q + 1)

2 .

�
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Soit P un plan hyperbolique. On note GP son stabilisateur dans
O(bH). Le théorème de Witt nous dit que l’action de O(bH) sur Phyp est
transitive. Donc, GP est d’indice q3(q2+1)(q+1)

2 dans O(bH). Par ailleurs,
GP est isomorphe à O(bP )×O(bP⊥). Un calcul direct montre que O(bP )
est de cardinal 2(q − 1). Le calcul du cardinal de O(bP⊥) se fait en
procédant de même : on compte le nombre de plans hyperboliques
et on calcule le cardinal du stabilisateur d’un plan hyperbolique. On
trouve #(O(bP⊥)) = 2q(q2 − 1).

Au final

#(O(bH)) = q3(q2 + 1)(q + 1)
2 .2(q−1).2q(q2−1) = 2q4(q4−1)(q2−1).

Corollaire 5.10. On suppose que le corps k est fini. Alors le mor-
phisme PGSp(A)→ PO(bH) est un isomorphisme.

Démonstration. Il est injectif et on a égalité des cardinaux. �

5.4. Sous-groupes maximaux du groupe projectif symplectique.
Rappelons les notations du paragraphe précédent : k est un corps fini,
V est un espace vectoriel de dimension 4 sur k muni d’une forme bili-
néaire alternée non dégénérée A. On supposera, à chaque fois que cela
est nécessaire, que V est muni d’une base (e0, e1, e2, e3) dans laquelle
la matrice de A est J . Le but ultime de ce qui suit est de classifier
les sous-groupes maximaux de PGSp(A) = PGSp4(k). On commence
d’abord par PSp(A) = PSp4(k). On suppose que k = Fq avec q une
puissance d’un nombre premier `.

5.4.1. Première formulation. Mitchell a classifié dans [13] les sous-
groupes maximaux de PSp4(Fq). Elle est reprise par King dans [12],
page 8 sous la forme qui va suivre. Les définitions des objets évoqués
sont expliqués après le théorème.

Théorème 5.11. Soit ` > 3 un nombre premier et q = lr, r ≥ 1. Soit
G un sous-groupe maximal de PSp4(Fq). Alors G a l’une des formes
suivantes :
(1) Stabilisateur d’une droite de V , d’indice q3 + q2 + q + 1 ;
(2) Stabilisateur d’une congruence parabolique, d’indice q3+q2+q+1 ;

(3) Stabilisateur d’une congruence hyperbolique, d’indice q2(q2+1)
2 ;

(4) Stabilisateur d’une congruence elliptique, d’indice q2(q2−1)
2 ;

(5) Stabilisateur d’une quadrique, d’indice q3(q2+1)(q+1)
2 ;

(6) Stabilisateur d’une quadrique, d’indice q3(q2+1)(q−1)
2 ;
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(7) Stabilisateur d’une cubique tordue de P(V ), d’indice q3(q4 − 1)
(pour q > 7) ;

(8) Groupe contenant E16 = (Z/2Z)4, avec G/E16 = A5 ou S5 ;
(9) Groupe isomorphe à A6,S6 ou A7 ;

(10) Groupe conjugué sous PSp(4,Fq) à PSp(4,Flk), avec r
k
un nombre

premier impair ;
(11) Groupe conjugué sous PGSp(4,Fq) à PSp(4,Flk), avec r

k
= 2 ;

De plus, les cas (8) et (9) ne peuvent arriver que si r = 1.

5.4.2. Explication des termes du théorème. SiW est un espace vectoriel
de dimension finie, on note P(W ) l’espace projectif associé. On dispose
de l’application naturelle de Plücker (P(V )×P(V ))\∆→ P(∧2 V ), où
∆ désigne la diagonale de P(V )×P(V ). Un élément de (P(V )×P(V ))\∆
détermine une droite de P(V ), ou de manière équivalente, un plan de V .
La forme bilinéaire b n’est pas très bien définie sur P(∧2 V )×P(∧2 V ).
Par contre, on peut toujours parler d’orthogonalité et d’isotropie. Deux
droites de P(V ) s’intersectent si, et seulement si, leurs images dans
P(∧2 V ) sont orthogonales. Les vecteurs isotropes de P(∧2 V ) sont
exactement les droites de P(V ). Ainsi, le cône isotrope de b fournit
une paramétrisation des droites de P(V ). Ce n’est qu’une simple refor-
mulation des résultats dans le cas affine.
Une congruence parabolique est l’ensemble des droites de P(V ) qui in-
tersectent une droite Q fixe de P(V ) telle que l’image de Q dans ∧2 V

est orthogonale à Ã.
Soit R un point de P(∧2 V ) non isotrope pour b. Il correspond à une
droite (R) de ∧2 V . On suppose que la restriction de b au plan engen-
dré par Ã et (R) est non dégénérée. Supposons que la droite projective
(ÃR) intersecte K en deux points, disons R1 et R2, qui correspondent
alors à deux droites D1 et D2 de P(V ). D1 et D2 ne s’intersectent pas,
sinon la restriction de b au plan engendré par Ã et R serait dégénéré.
Une congruence hyperbolique est l’ensemble des droites de P(V ) qui
sont d’images dans P(∧2 V ) orthogonales à la droite projective (ÃR),
ou de manière équivalente, c’est l’ensemble des droites de P(V ) qui in-
tersectent les droites D1 et D2. Si l’intersection de (ÃR) et K est vide,
une congruence elliptique est alors l’ensemble des droites de P(V ) qui
sont d’images dans P(∧2 V ) orthogonales à la droite projective (ÃR).
Soit D une droite de P(H), où H = Ã⊥. Elle correspond à un plan D̃
de ∧2 V . On suppose b|D̃ est non dégénérée. Une quadrique de P(V )
est l’ensemble des droites de P(V ) qui sont d’images dans P(∧2 V ) or-
thogonales à la droite projective D. Selon que la droite D intersecte K
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en deux ou aucun point, on obtient les situations (5) et (6) du théo-
rème qui correspondent respectivement à la situation où le plan D̃ est
hyperbolique et elliptique.

On suppose ` > 3. Soit W un espace vectoriel de dimension 2 sur Fq.
Une cubique tordue est donnée par l’image du plongement de Veronese

P(W ) → P(S3W )
x 7→ x3

où S3W est la puissance symétrique troisième de W . Notons C cette
image. Hirschfeld montre dans [10], page 228, que le stabilisateur de C
dans PGL(S3W ) est PGL(W ) qui agit naturellement sur P(S3W ). Les
valeurs propres de tels éléments sont donc de la forme {λ3, λ2µ, λµ2, µ3}.
On retiendra donc qu’ils sont de quotients successifs constants.
Pour voir ce groupe comme un sous-groupe d’un groupe général sym-
plectique, on choisit une base (x, y) de W et on définit l’application
suivante :

ψ : W 3 ×W 3 → Fq

(x1, x2, x3, y1, y2, y3) 7→ 1
6
∑
σ∈S3

3∏
i=1

det(xi, yσ(i))

ψ est indépendante du choix de la base deW à un scalaire non nul près.
Elle est symétrique en les trois premières et trois dernières coordonnées,
donc se factorise à travers S3W × S3W . L’application obtenue, qu’on
note ψ̃, est bilinéaire alternée. Elle est non dégénérée car sa matrice
dans la base (x3, 3x2y, 3xy2, y3) de S3W est

−1
1

−1
1

 .
Par ailleurs, d’après l’expression de W , pour tout f ∈ GL(W )

ψ(f(x1), f(x2), f(x3), f(y1), f(y2), f(y3), ) = det(f)3ψ(x1, x2, x3, y1, y2, y3).

On en déduit l’inclusion GL(W ) ↪→ GSp(ψ̃). Le facteur de similitude
d’un élément f de GL(W ) est det(f)3. L’image dans PSp(ψ̃) de l’in-
tersection de GL(W ) avec Sp(ψ̃) est le sous-groupe cherché.

Dans toutes les configurations qu’on vient définir, un stabilisateur est
un sous-groupe de PSp4(Fq) qui préserve globalement la configuration
considérée.
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5.4.3. Deuxième formulation. On va maintenant reformuler les cas (2)
à (6) du théorème 5.11 en termes plus exploitables. La situation est la
suivante : on dispose d’un groupeG qui stabilise l’ensemble des tenseurs
purs de l’orthogonal d’un plan P de ∧2 V . On voudrait alors voir que
c’est équivalent au fait de stabiliser P tout court. C’est le but de ce qui
suit.

Lemme 5.12. Soit un P un plan de ∧2 V , i.e un sous espace vectoriel
de dimension 2. Alors P⊥ ∩ K engendre P⊥.

Démonstration. La restriction de la forme b à P est soit nulle, soit de
rang 1 soit de rang 2.
(1) Dans le cas où le rang est nul, il est facile de voir, en vertu du

lemme 5.1, que le plan P peut être engendré par deux tenseurs
purs qui ont un élément en commun et qu’on peut donc en écrire
une base sous la forme (u ∧ v, u ∧ w) avec (u, v, w, z) base de V.
On peut vérifier que (u ∧ v, u ∧ w, u ∧ z, v ∧ w) est une base de
P⊥. Il s’ensuit donc que P⊥ ∩ K engendre P⊥.

(2) Dans le cas où le rang de la restriction de b à P est 1, P admet

une base (a, d) tel que la matrice de q soit
(

0 0
0 1

)
, de manière

équivalente a est un tenseur pur, d ∧ d 6= 0 et d ∧ a = 0. On
peut alors trouver une base (u, v, w, z) de V tel que a = u ∧ v,
d = u∧w+ v ∧ z. On peut vérifier que la famille (u∧ v, u∧ z, v ∧
w, (u− v) ∧ (w + z)) est une base de P⊥.

(3) Le cas où le rang est 2 se scinde en deux sous-cas : dans le premier,
q admet une base formée de vecteurs isotropes notée (u0∧u1, u2∧
u3) avec u0∧u1∧u2∧u3 6= 0. La famille (u0, u1, u2, u3) forme une
base de V et on peut vérifier que (u0∧u2, u0∧u3, u1∧u2, u1∧u3)
est une base de P⊥. La deuxième et dernière possibilité est que

q soit anisotrope et se représente par la matrice
(

1 0
0 ν

)
avec ν

non carré parfait dans Fq, on se place alors dans une extension
quadratique de Fq et on se ramène au cas hyperbolique.

�

Corollaire 5.13. Soient P un plan de ∧2 V et g un élément de GL(V )
tel que g(P⊥ ∩ K) ⊂ P⊥ ∩ K. Alors g(P ) ⊂ P .

Démonstration. Comme P⊥ est engendré par ses vecteurs isotropes, g
stabilise P⊥ et par suite P aussi car g est une similitudes pour b. �

On peut maintenant reformuler le théorème 5.11.
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Théorème 5.14. Soit ` > 3 un nombre premier et q = lr, r ≥ 1. Soit
G un sous-groupe maximal de PSp4(Fq). Alors G a l’une des formes
suivantes :
(1) Stabilisateur d’une droite de V , d’indice q3 + q2 + q + 1 ;
(2) Stabilisateur d’un plan parabolique engendré par Ã et par un vec-

teur isotrope de H. Il est d’indice q3 + q2 + q + 1 ;
(3) Stabilisateur d’un plan hyperbolique contenant Ã. Il est d’indice

q2(q2+1)
2 ;

(4) Stabilisateur d’un plan elliptique contenant Ã. Il est d’indice q2(q2+1)
2 ;

(5) Stabilisateur d’un plan hyperbolique contenu dans H. Il est d’in-
dice q3(q2+1)(q+1)

2 ;
(6) Stabilisateur d’un plan elliptique contenu dans H. Il est d’indice

q3(q2+1)(q−1)
2 ;

(7) Stabilisateur d’une cubique tordue de P(V ), d’indice q3(q4 − 1)
(pour q > 7) ;

(8) Groupe contenant E16 = (Z/2Z)4, avec G/E16 = A5 ou S5 ;
(9) Groupe isomorphe à A6,S6 ou A7 ;

(10) Groupe conjugué sous PSp(4,Fq) à PSp(4,Flk), avec r
k
un nombre

premier impair ;
(11) Groupe conjugué sous PGSp(4,Fq) à PSp(4,Flk), avec r

k
= 2 ;

De plus, les cas (8) et (9) ne peuvent arriver que si r = 1.
5.5. Calculs des indices. L’objectif de cette partie est de calculer les
indices des cas (1) à (6) du théorème 5.14. On admettra plusieurs faits
sur les groupes classiques, démontrés dans le livre de Dieudonné [14].

On rappelle que la flèche ι : PGSp(A) → PO(bH) est un isomor-
phisme. Soit SO(bH) le sous-groupe de O(bH) constitué des matrices
de déterminant 1. La flèche SO(bH) → PO(bH) est injective, donc
un isomorphisme par égalité des cardinaux. On a donc un isomor-
phisme PGSp(A) → SO(bH). Le sous-groupe PSp(A) est d’indice 2
dans PGSp(A). Comme PSp(A) est simple, c’est le groupe dérivé de
PGSp(A). De l’autre côté, le groupe dérivé D(SO(bH)) de SO(bH) est
d’indice 2 et engendré par les carrés (voir [14]). La flèche ι se restreint
donc en un isomorphisme PSp(A)→ D(SO(bH)).

Le quotient SO(bH)/D(SO(bH)) peut être décrit explicitement. Pour
ce faire, on aura besoin d’introduire la norme spinorielle.
Proposition 5.15 (Norme spinorielle [16], page 334). Il existe une
application

θ : O(bH)→ F×q /F×q
2
,
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appelée norme spinorielle, qui vérifie :
(1) θ est un morphisme de groupes ;
(2) Pour tout vecteur non isotrope x de H, si τx est la réflexion par

rapport à x, alors
θ(τx) = q(x).

La norme spinorielle induit une application θ : SO(bH) → F×q /F×q
2.

On admet pour le moment qu’elle reste surjective. Le noyau contient
le sous-groupe engendré par les carrés, il est donc égal à D(SO(bH)).
Ainsi, le calcul des indices se fera en deux étapes : étant donné un
sous-groupe maximal G de PSp(A) , on construit un sous-groupe G′
de PGSp(A) tel que G soit d’indice 2 dans G′. On exhibera pour cela
un élément de G′ de norme spinorielle non triviale, et cela démontrera
au passage que l’application θ reste surjective sur SO(bH). On calcule
ensuite l’indice de G′ dans PGSp(A). Les résultats de ces calculs nous
permettront dans la partie suivante d’établir la liste des sous-groupes
maximaux de PGSp(A).

5.5.1. Stabilisateur d’une droite. Soit G un sous-groupe de PSp4(Fq)
qui stabilise une droite de V . Comme toute droite de V est isotrope, le
théorème de Witt nous dit que l’action de PSp4(Fq) est transitive sur
les droites de V . L’indice de G dans PSp4(Fq) est donc égal au nombre
de droites de V .

5.5.2. Stabilisateur d’un plan parabolique. Soit G est un sous-groupe
de PSp4(Fq) qui stabilise un plan P parabolique de ∧2 V . Soit G′ le
sous-groupe de PGSp4(Fq) qui stabilise P . P est engendré par Ã et
un vecteur isotrope w appartenant à H. Comme G′ stabilise H et P , il
stabilise leur intersection qui est la droite engendrée par w. Il s’identifie
en fait au stabilisateur de cette droite dans PO(bH). Or, on sait par le
théorème de Witt que l’action du groupe PO(bH) est transitive sur les
droites isotropes.

Il s’ensuit donc que l’indice de G′ dans PSp4(Fq) est le nombre de
droites isotropes de H, qui est égal à q3 + q2 + q+1 par le lemme 5.8. Il
reste maintenant à voir que G est d’indice 2 dans G′. Il suffit d’exhiber
un élément dans SO(bH) qui soit de norme spinorielle non-triviale et
qui soit dans G′. Soit c un élément de Fq× qui n’est pas un carré parfait.

On peut trouver une décomposition H = P1⊕P2⊕Fq.x telle que P1
et P2 soient des plans hyperboliques, de base hyperboliques (w,w′) et
(z, z′) respectivement, et x est un vecteur non isotrope. Soit f l’élément
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de GL(H) défini relativement à cette décomposition par la matrice


1 0
0 1

0 − q(x)
c

0 c
q(x) 0

−1

 .

C’est bien un élément de SO(bH), et on a f = τy ◦ τx, où y = z+ c
q(x)z

′.
D’où θ(f) = q(y)q(x) = c.

5.5.3. Stabilisateur d’un plan hyperbolique et elliptique : cas (3) et (4).
Soit G un sous-groupe de PSp(A) qui stabilise un plan P , contenant Ã
et telle que la restriction de b à P soit non dégénérée. Notons toujours
G′ le sous-groupe de PGSp(A) qui stabilise P . Soit R un élément de P
tel que la matrice de b dans la base (Ã, R) soit diagonale. En particulier,
le droite engendrée par R, notée (R) par la suite, est l’intersection de
P et H. Elle est donc stable par l’action de G′. En fait, un élément de
PGSp(A) qui stabilise (R) stabilise clairement le plan P . Donc G′ est
exactement le stabilisateur de (R) dans PO(bH). Il est donc d’indice
égal au cardinal de l’orbite de (R) sous l’action de PO(bH).

Soit ε : Fq× → Fq×/Fq×
2. C’est un morphisme de groupes, surjectif,

d’image de cardinal 2 et de noyau constitué des carrés de Fq×. Notons
c un élément de Fq× qui n’est pas un carré parfait. Le groupe Fq×/Fq×

2

est isomorphe à {−1, 1}. L’image par cet isomorphisme de ε(d), pour

d dans F×q est le symbole de Legendre de d. On le note
(
d

q

)
.

Pour toute droite non isotrope D de ∧2 V , la quantité ε(q(D)) est
bien définie, où q(D) est la valeur de q en n’importe quel générateur de
la droite D. En effet, changer de générateur de D revient à multiplier
par un scalaire non nul, ce qui multiplie la valeur de q par un carré.
Or, ε est trivial sur les carrés.

On suppose toujours que la matrice de bH est


0 1
1 0

0 1
1 0

a

 .
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La matrice de b dans la décomposition H ⊕ FqÃ est donc

0 1
1 0

0 1
1 0

a 0
0 q(Ã)


.

Le discriminant de b est alors ε(aq(Ã)). Par ailleurs, on sait qu’il
vaut ε(−1).

L’orbite de (R) sous l’action de PO5(Fq) sur l’ensemble des droites
de H est constituée des droites qui ont même image par ε ◦ q . Cela
résulte du théorème de Witt.
On a, pour x ∈ H

q(x) = q(R)⇔ x0x1 + x2x3 + ax2
4 = q(R).

Le nombre de solutions de cette équation est q2(q2 +
(
q(R)a−1

q

)
).

Comme deux solutions opposées déterminent la même droite, le cardi-
nal de {D ∈ P(H), ε(q(D)) = 1} est donc

q2(q2 +
(
q(R)a−1

q

)
)

2 .

Si P est hyperbolique, l’opposé du discriminant de la restriction de b
à P est un carré parfait. Dit autrement, ε(q(R)) = ε(−q(Ã)). Mais on
sait que ε(−q(Ã)) = ε(a). Il s’ensuit que q(R)a−1 est un carré parfait.

Donc,
(
q(R)a−1

q

)
= 1. L’indice est donc q2(q2+1)

2 .

Si P est elliptique, l’opposé du discriminant de la restriction de b à P
n’est pas un carré parfait. On alors ε(cq(R)) = ε(−q(Ã)). Donc q(R)a−1

n’est pas un carré parfait. D’où l’indice est q2(q2−1)
2 .

La dernière étape est de montrer que G est d’indice 2 dans G′. Pour
cela, on complète R en une base (R,R1, R2, R3) de H telle que bH ait
pour matrice dans cette base

q(R)
0 0 1
0 1 0

1
t

 , où t ∈ F×q .
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Soit alors f l’automorphisme linéaire de H défini relativement à cette
base par la matrice 

−1
0 − q(R)

c
− c
q(R) 0

1
1

 .

C’est bien un élément de SO(bH), et on a f = τy◦τR, où y = R1+ c
q(R)R2.

D’où θ(f) = q(R).( c
q(R)) = c.

5.5.4. Stabilisateur d’un plan hyperbolique et elliptique : cas (5) et (6).
Soit G un sous-groupe de PSp(A) qui stabilise un plan P non dégénéré
inclus dans H. Notons toujours G′ le sous-groupe de PGSp(A) qui
stabilise P . Il est d’indice égal au cardinal de l’orbite de P sous l’action
de PGSp(A) = SO(bH).

Soit P l’ensemble des plans de H sur lesquels la restriction de b
est non dégénérée. L’action de PO(bH) sur P a deux orbites : l’une est
formée des plans hyperboliques, l’autre est formée des plans elliptiques.
Cela résulte du théorème de Witt.

Le nombre de plans hyperboliques est donné par le lemme 5.9.

Lemme 5.16. Le nombre de plans elliptiques dans P est q3(q2+1)(q−1)
2 .

Démonstration. On procède de manière différente. On sait que le nombre
cherché est l’indice du stabilisateur d’un plan elliptique P dans O(bH).
Soit GP ce stabilisateur. Il est isomorphe à O(bP ) × O(bP⊥). Par un
calcul direct, O(bP ) est de cardinal 2(q + 1). Le cardinal de O(bP⊥) a
déjà été calculé dans la preuve du lemme 5.9. Il vaut 2q(q2 − 1). D’où
l’indice vaut

2q4(q4 − 1)(q2 − 1)
2(q + 1)(2q(q2 − 1)) = q3(q2 + 1)(q − 1)

2 .

�

Enfin, l’indice de G dans G′ se calcule de manière similaire : on peut
trouver une décomposition H = P ⊕ P ′ ⊕ Fq.x et une base (yi)1≤i≤5
adaptée à cette décomposition telle que P ′ soit un plan hyperbolique
et la matrice de bH dans cette base soit

1
0 d

1
1

d′

 , où d, d′ ∈ F×.q
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Soit alors f l’automorphisme linéaire de H défini relativement à cette
base par la matrice 

−1
1

0 −c−1

−c 0
1

 .

C’est bien un élément de SO(bH), et on a f = τy ◦ τy1 , où y = y3 + cy4.
D’où θ(f) = q(y1).q(y) = c.

5.5.5. Stabilisateur d’une cubique tordue. Soit G un sous-groupe de
PSp(A) qui stabilise une cubique tordue de P(V ). D’après la partie
5.4.2, c’est l’intersection d’un sous-groupe G′ avec PSp(A). Le groupe
G′ provient de l’action du groupe linéaire d’un espace vectorielW de di-
mension 2 sur S3W . Le facteur de similitude d’un élément f ∈ GL(W )
est det(f)3. Le morphisme η : pGSp(A)→ F×q /F×q

2 est donc non trivial
sur G′, de noyau G. D’où G est d’indice 2 dans G′.

5.6. Sous-groupes maximaux du groupe projectif des simili-
tudes symplectiques. On détermine dans cette partie les sous-groupes
maximaux de PGSp(A). Le travail a été essentiellement fait dans la par-
tie précédente sur le calcul des indices des cas (1) à (7). En effet, on a
montré que dans les cas (1) à (7), un groupe maximal G de PSp(A) est
l’intersection d’un sous-groupe G′ de PGSp(A) et de PSp(A) tel que G
est d’indice 2 dans G′.

Lemme 5.17. Soit G′ un sous-groupe de PGSp(A). On suppose que
G := G′ ∩ PSp(A) est maximal dans PSp(A) et d’indice 2 dans G′.
Alors G′ est un sous-groupe maximal de PGSp(A).

Démonstration. En effet, si G′ ⊂ H ( PGSp(A) alors G ⊂ H∩PSp(A)
donc H ∩ PSp(A) = G ou H ∩ PSp(A) = PSp(A).
Si H ∩ PSp(A) = PSp(A), alors H = PSp(A), et dans ce cas G′ =
PSp(A), mais alors G ne peut pas être d’indice 2 dans G′.
Sinon, on alors H ∩ PSp(A) = G. Soit τ un élément de H\PSp(A),
alors H = G t τG. Il s’ensuit que [H : G] = 2. Or, [H : G] = [H :
G′][G′ : G] = 2[H : G′]. Par suite, G′ = H. �

On a donc la nouvelle liste suivante :

Théorème 5.18. Soient ` > 3 un nombre premier et q = lr, r ≥ 1.
Soit G un sous-groupe maximal de PGSp4(Fq). Alors G a l’une des
formes suivantes :
(1) Stabilisateur d’une droite de V , d’indice q3 + q2 + q + 1 ;
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(2) Stabilisateur d’un plan parabolique engendré par Ã et par un vec-
teur isotrope de B⊥. Il est d’indice q3 + q2 + q + 1 ;

(3) Stabilisateur d’un plan hyperbolique contenant Ã. Il est d’indice
q2(q2+1)

2 ;
(4) Stabilisateur d’un plan elliptique contenant Ã. Il est d’indice q2(q2+1)

2 ;
(5) Stabilisateur d’un plan hyperbolique contenu dans H. Il est d’in-

dice q3(q2+1)(q+1)
2 ;

(6) Stabilisateur d’un plan anisotrope contenu dans H. Il est d’indice
q3(q2+1)(q−1)

2 ;
(7) Stabilisateur d’une cubique tordue de P(V ), d’indice q3(q4 − 1)

(q > 7) ;
(8) Groupe contenant un sous-groupe H d’indice 2, tel que H contienne

E16 = (Z/2Z)4, H/E16 = A5 ou S5 ;
(9) Groupe contenant un sous-groupe H d’indice 2 isomorphe à A6,S6

ou A7 ;
(10) Groupe conjugué sous PSp4(Fq) à PGSp4(Flk), avec r

k
un nombre

premier impair ou égal à 1 ;
(11) Groupe conjugué sous PGSp4(Fq) à PSp4(Flk), avec r

k
= 2 ;

De plus, les cas (8) et (9) ne peuvent arriver que si r = 1.

6. Formes modulaires de Siegel

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit aux formes modulaires
de Siegel. Nous suivrons de près l’article de Van der Geer dans [21]
aulequel nous renvoyons pour certaines démonstrations.

6.1. Groupe modulaire de Siegel. Soit g un entier naturel non nul.
On rappelle que le groupe symplectique est le groupe d’isométries de
la forme bilinéaire alternée non dégénérée de R2g donnée dans la base

canonique par la matrice J =
(

0 Ig
−Ig 0

)
. Sous forme matricielle, il est

donné par
Sp2g(R) = {M ∈ GL2n(R),M tJM = J}.

Si on écrit ses éléments par blocs
(
a b
c d

)
, a,b,c,d sont dans M(g,R) et

doivent satisfaire
abt = bat

cdt = dct

adt − bct = 1g
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ou de manière équivalente :

cta = atc

dtb = btd

dta− btc = 1g.
Le groupe modulaire de Siegel de degré g est le sous-groupe discret

Sp2g(Z) de R2g, noté aussi Γg. L’analogue du demi-plan de Poincaré
sera ce qu’on appelle le demi-espace de Siegel, il est défini par

Hg = {z ∈Mg(C), zt = z, Im(z) > 0},
c’est l’espace des matrices symétriques complexes de partie imaginaire
définie positive.

Un élément
(
a b
c d

)
du groupe Sp2g(R) agit sur H via :

z 7→ (az + b)(cz + d)−1.

L’action est bien définie (voir [21]) et se restreint en une action du
groupe Γg. L’action de Sp2g(R) est transitive et le stabilisateur du point
i1g est le groupe unitaire

U(g) =
{(

a b
−b a

)
∈ Sp2g(R), a.at + b.bt = 1g

}
.

L’action du sous-groupe discret Γg est propre et discontinue au sens
où tout point z de Hg admet un voisinage ouvert U tel que l’ensemble
{γ ∈ Sp2g(Z)/γ(U) ∩ U 6= ∅} soit fini. Il est alors naturel de chercher
un domaine fondamental de cette action. Il s’avère que, contrairement
à la dimension 1, le domaine, construit par Siegel, est un peu plus
compliqué et donné par les conditions suivantes :
(1) | det(cz + d)| ≥ 1 pour tout (a, b, c, d) ∈ Γg ;
(2) La matrice y = Im(z) est réduite au sens de Minkowski ;
(3) La matrice x = Re(z) vérifie |xij| ≤ 1

2 .
La deuxième condition veut dire que y vérifie les deux conditions htyh ≤
ykk pour k ∈ {1, ..., g} et pour tout vecteur primitif h de Zg, et yk,k+1 ≥
0 pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ g. Même lorsque g = 2, le bord
reste assez compliqué à décrire (voir [21]).

6.2. Formes de Siegel. On commence d’abord par généraliser le fac-
teur d’holomorphie "(cz + d)j". Pour ce faire, considérons une repré-
sentation algébrique ρ : GL(g,C)→ GL(V ) avec V espace vectoriel de
dimension finie sur C.
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Définition 6.1. On appelle forme modulaire de Siegel de poids ρ toute
fonction f : Hg → V holomorphe qui vérifie :

f(γ.z) = ρ(cz + d)f(z)

pour tout γ =
(
a b
c d

)
∈ Sp2g(Z) et z ∈ Hg.

Pour g = 1, on requiert en plus que f vérifie les conditions de la défi-
nition 2.1.

La condition d’holomorphie aux bords lorsque g > 1 est automatique
comme on le verra plus tard par le principe de Koecher.
On notera Mρ = Mρ(Γg) l’espace vectoriel sur C des formes modu-
laires de poids ρ. On montre (Cf. [21]) que cet espace est de dimension
finie. Remarquons que si ρ = ρ1 ⊕ ρ2 est somme directe de deux re-
présentations, alors Mρ = Mρ1

⊕
Mρ2 . On peut donc se restreindre aux

représentations irréductibles de GL(g,C), qu’on sait classifier via leurs
poids [3].
Posons M(Γg) := ⊕

ρ irré. Mρ(Γg). Pour g = 1, on a vu que cette
somme directe admet une structure d’anneau gradué de type fini sur
C. Pour g = 2, on peut encore munir M(Γg) d’une structure d’anneau
gradué. Il s’agit d’abord de voir que les représentations irréductibles de
GL(2,C) sont les représentations ρj,k associées à Symj(W )⊗det(W )k,
où W est la représentation naturelle de GL(2,C). Elles correspondent
aux représentations de plus haut poids (λ1, λ2) = (j + k, k). En regar-
dant alors Symj(W ) comme l’espace des polynômes de degré j en deux
variables, on a des applications naturelles Symj1(W ) ⊗ Symj2(W ) →
Symj1+j2(W ) et det(W )k1 ⊗ det(W )k2 , ce qui définit la multiplication
M(j1,k1) ⊗M(j2,k2) → M(j1+j2,k1+k2), où l’on a noté M(j,k) = Mρj,k

(Γ2).
On montrera que cet anneau n’est pas type fini. Pour g ≥ 3, il est en-
core possible de munir M(Γg) d’une structure d’anneau gradué, nous
référons à [23] pour plus de détails.

En prenant pour ρ la puissance k-iéme du déterminant, on retrouve
la définition suivante, un peu plus habituelle des formes modulaires.

Définition 6.2. Une forme modulaire de Siegel classique de poids k et
degré g est une fonction holomorphe f : Hg → C telle que :

f(γ(z)) = det(cz + d)kf(z)
avec γ = (a, b, c, d) ∈ Sp2g(Z) et z ∈ Hg. Si g = 1, on requiert de plus
la condition d’holomorphie à l’infini comme dans la définition 2.1.

On désignera par Mk = Mk(Γg) l’espace vectoriel complexe des
formes modulaires classiques de poids k.
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6.3. Développement en série de Fourier. Les formes de Siegel ad-
mettent un développement en série de Fourier analogue à celui des
formes modulaires classiques.

Définition 6.3. Une matrice symétrique n ∈ GL(g,Q) est dite demi
entière si 2n est une matrice à coefficients entiers et dont tous les
coefficients diagonaux sont paires.

Une matrice demi entière définit une forme linéaire à coefficients
entiers sur Hg via la formule

Tr(nz) =
g∑
i=1

niizii + 2
∑

1≤i<j≤g
nijzij

avec z = (zij)1≤i≤j≤g ∈ Hg. Écrivons z = x + iy pour z ∈ Hg, x
étant la partie réelle et y la partie imaginaire. De même que dans le
cas g = 1, une fonction f : Hg → C qui est périodique au sens où
f(z + s) = f(z) pour toute matrice symétrique à coefficients entiers s,
admet un développement en série de Fourier

f(z) =
∑

n demi entière
a(n)e2iπTr(nz)

avec les coefficients a(n) donnés par

a(n) =
∫
z∈D

f(z)e−2iπTr(nz)dx

où D = {z = x + iy,∀i ≤ jxij ∈ [−1
2 ,

1
2 ]}. La série est uniformément

convergente sur les compacts. On suppose maintenant que f est une

forme de Siegel de poids ρ, comme f est invariante par
(

1g s
0 1g

)
pour

toute matrice s de taille g à coefficients entiers, on a alors de même un
développement en série de Fourier

f(z) =
∑

n demi entière
a(n)e2iπTr(nz)

où les a(n) sont cette fois des vecteurs, donnés par la même formule
qu’en haut.

Lemme 6.4. (1) Pour tout u ∈ GL(g,Z), et toute matrice n demi
entière, on a(utnu) = ρ(ut)a(n).

(2) Une forme modulaire de Siegel classique de poids k avec gk ≡ 1
(mod 2) est identiquement nulle.
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Démonstration. Pour le premier point, il suffit d’écrire

a(utnu) =
∫
x (mod 1)

f(z)e−2iπTr(utnuz)dx

= ρ(ut)
∫
x (mod 1)

f(uzut)e−2iπTr(nuzut)dx

= ρ(ut)a(n).
Pour le deuxième point, si on prend u = −1g, on obtient pour toute ma-
trice demi entière : a(n) = det(−1g)ka(n) = (−1)gka(n) ce qui permet
de conclure. �

Théorème 6.5. Soit f ∈ Mρ(Γg). Alors f est bornée sur tout sous-
ensemble de Hg de la forme {z ∈ Hg, Im(z) > c.1g} avec c symétrique
définie positive.

Démonstration. Le résultat pour g = 1 découle de la condition dans la
définition. On suppose donc g ≥ 2 et écrivons f = ∑

n a(n)e2πiTr(nz) ∈
Mρ(Γg). Par convergence absolue en z = i1g, il existe une constante
M > 0 telle que pour tout n on ait |a(n)| ≤ Me2πTr(n). Si n n’est pas
positive, il existe alors un vecteur x à coordonnées entières primitives
tel que xtnx < 0. Par ailleurs, il existe une matrice u ∈ GL(g,Z) telle
que x en soit le premier vecteur colonne. Quitte à considérer a(utnu) =
ρ(ut)a(n), on peut donc supposer que le coefficient n11 < 0. Pour m ∈

Z, posons v =

1 m 0
0 1
0 0 1g−2

 ∈ GL(g,Z) ; il vient alors

|a(n)| ≤ |ρ(vt)−1||a(vtnv)| ≤Me2πTr(vtnv)|ρ(vt)−1|.
Mais, Tr(vtnv) = Tr(n)+n11m

2+2n12m qui tend vers −∞ quandm
tend vers +∞, et |ρ(vt)−1| est polynomiale en m, il s’ensuit que a(n) =
0. On peut donc écrire f = ∑

n≥0 a(n)e2πiTr(nz) et on peut alors majorer
par la valeur en ci.1g de f , i.e ∑n≥0 |a(n)|e−2πTr(cn) uniformément en
z.

�

Au cours de la preuve précédente, on a montré le théorème suivant,
dit principe de Koecher.

Théorème 6.6 (Principe de Koecher). Soit f = ∑
n a(n)qn ∈ Mρ(Γg)

avec qn = e2πiTr(nz) une forme modulaire de poids ρ. Alors a(n) = 0 si
la matrice demi entière n n’est pas positive.

Corollaire 6.7. Une forme modulaire classique de poids négatif est
identiquement nulle.
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Démonstration. Soit f ∈ Mk(Γg) avec k un entier négatif. La fonction
h = det(y) k

2 |f(z)| est invariante sous Γg. On peut prendre un domaine
fondamental D qui soit contenu dans un ensemble de la forme {z =
x + iy ∈ Hg, T r(x2) < 1

c
, y > c.1g} pour un c réel strictement positif

convenable. Il vient donc que pour k négatif, la quantité det(y) k
2 est

bornée sur D, et par le principe de Koecher, f est bornée sur {z ∈ Hg :
det y ≥ c}. Il s’ensuit que h est bornée sur Hg, disons h ≤ c′ et

a(n)e2πTrny =
∫
xmod1

f(z)e−2iπTrnxdx

on obtient alors
|a(n)|e2πTrny ≤ sup

xmod1
|f(x+ iy)| ≤ c′det y−

k
2

Si on fait y → 0 alors pour k < 0, on voit que a(n) → 0 pour tout
n ≥ 0. �

6.4. Opérateur de Siegel. On a vu qu’une forme modulaire de Siegel
de genre g, de poids ρ est bornée sur tout ensemble de la forme {z ∈
Hg, Im(z) > c.1g}, ce qui justifie la définition suivante :

Définition 6.8. On définit l’opérateur Φ sur Mρ(Γg) par la formule
suivante :

Φf = lim
t→+∞

f

(
z′ 0
0 it

)
avec z′ ∈ Hg−1, t ∈ R>0.

Au niveau du développement en série de Fourier, si on écrit f(z) =∑
n≥0 a(n)e2πiTr(nz) alors (Φf)(z′) = ∑

n′≥0 a(n′)e2iπTr(n′z′). L’opérateur
de Siegel définit une application linéaire de Mρ(Γg) vers Mρ′(Γg−1), où
ρ′ = ρ|GLg−1 (voir [4] page 116).

Définition 6.9. Une forme modulaire f ∈Mρ(Γg) sera dite parabolique
si Φf = 0. On notera Sρ(Γg) le sous espace des formes paraboliques.

Il est facile de voir que f est une forme parabolique si, et seulement
si, pour toute matrice n positive demi entière dont la coordonnée (g, g)
est nulle, le coefficient a(n) est nul. Comme toute matrice qui admet
un vecteur isotrope s’écrit dans une base avec une coordonnée (g, g)
nulle et en utilisant la relation a(utnu) = ρ(ut)a(n), on voit que c’est
équivalent à a(n) = 0 pour toute matrice n qui n’est pas définie.

Lemme 6.10. [1] Soient j > 0 et k > 4. L’application Φ : Mj,k(Γ2)→
Sj+k(Γ1) est surjective.

Par application successive de l’opérateur de Siegel, on obtient des
formes de Siegel dans Mρ(Γr) pour r ≤ g, Soient maintenant f1 et
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f2 deux formes modulaires de poids ρ dont l’une est parabolique. On
définit le produit scalaire de Petersson par la formule

(f1, f2) =
∫
F

(ρ(Im(z))f1(z), f2(z))dz

avec dz = det(y)−(g+1)∏
i≤j dxijdyij qui est une mesure invariante sur

Hg. Ici, F est un domaine fondamental pour l’action de Γg sur Hg, et
(, ) est un produit scalaire hermitien sur V .

6.5. Algèbre de Hecke. Les opérateurs de Hecke sont, sans nul doute,
parmi les ingrédients essentiels de la théorie des formes modulaires
classiques. Il parait donc raisonnable d’en construire une généralisa-
tion en genre g > 1. Pour plus de détails, on pourra consulter [21],
paragraphe 16, ou [4], chapitre 4 pour un traitement plus complet. On
pose G := GSp2g(Q) = {γ ∈ GL2g(Q), γtJγ = η(γ)J, η(γ) ∈ Q×}
et G+ = {γ ∈ G, η(γ) > 0}. On définit l’algèbre de Hecke abstraite
H(Γg, G) comme les combinaisons linéaires formelles à coefficients ra-
tionnels des doubles classes [ΓgγΓg] avec γ élément de G+. Le groupe
Γg agit à gauche sur une double classe [ΓgγΓg] et on peut donc l’écrire
comme union disjointe de représentants ΓgγΓg = ∪iΓgβi. Cette union
est finie en vertu du lemme suivant.

Lemme 6.11. Soit m un entier naturel. L’ensemble Og(m) = {γ ∈
M2g(Z), γtJγ = mJ} peut être écrit comme réunion finie disjointe de
classes à droite. Toute classe à droite admet un représentant de la forme
(a, b; 0, d) avec atd = m1g et a triangulaire.

On déduit donc qu’à toute double classe on peut associer une combi-
naison linéaire formelle de classes à droite. Notons L l’espace vectoriel
sur Q engendré par les doubles classes à droite, on a alors une applica-
tion linéaire naturelle injective H(Γ, G) → L, dont l’image est formée
par les éléments invariants sous l’action de Γg, l’action d’un élément
γ de Γg étant donnée par Γgα 7→ Γgαγ. On munit H(Γg, G) d’une
structure d’algèbre via la loi suivante :

[ΓgγΓg].[ΓgδΓg] =
∑
i,j

Γγiδj,

où [ΓgγΓg] = ∑
i Γgγi et [ΓgδΓg] = ∑

j Γgδj.

Proposition 6.12. Soit γ ∈ G+ à coefficients entiers. Alors la double
classe ΓγΓ admet un unique représentant de la forme

α = diag(a1, ..., ag, d1, ..., dg)
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avec ai, di des entiers strictement positifs vérifiant aidi = η(γ), pour
tout i. De plus, ag divise dg et ai divise ai+1, pour i = 1, ..., g − 1.

La proposition précédente montre qu’on peut prendre pour repré-
sentants des doubles classes les matrices diagonales. On a alors que
H(Γg, G) est commutative et on a un isomorphisme d’algèbres ([9])

H(Γg, G) = ⊗pHp,

où Hp = H(Γg, G ∩ GL(2g,Z[ 1
p
])). Hp a un sous-anneau engendré par

les matrices à coefficients entiers. On note H0
p cet anneau. On a alors

Hp = H0
p [ 1
T

], avec T = Γg(p12g)Γg.

Théorème 6.13 ([9]). L’algèbre de Hecke H0
p est engendrée par les

éléments T (p) donnés par Γg
(

1g 0g
0g p1g

)
Γg et les éléments Ti(p2) pour

i = 1, ..., g donnés par

Γg


1g−i

p1i
p21g−i

p1i

Γg

.

Pour m ≥ 1 entier naturel, par le lemme 6.11, Og(m) est réunion
finie de doubles classes, dont la somme définit un élément de H(Γg, G),
qu’on note T (m).

Exemple 6.14. On retrouve l’opérateur T (p) introduit précédemment
pour m = p. Pour m = p2, on a T (p2) = ∑g

i=0 Ti(p2).

On va maintenant faire agir l’algèbre de Hecke sur les formes mo-
dulaires de Siegel. Soient ρ : GL(g,C) → GL(V ) une représentation
irréductible de plus haut poids (λ1, ..., λg), γ un élément de GSp+

2g(Q).
Pour une fonction f : Hg → V , on définit

f [γ]ρ(z) = ρ(cz + d)−1f(γ(z)),

où γ = (a, b, c, d). On vérifie que cela définit une action à droite de
GSp+

2g(Q) sur l’ensemble des fonctions complexes sur Hg. Une forme
modulaire est donc tout simplement une fonction holomorphe inva-
riante par cette action restreinte à Γg, du moins pour g > 1. Soit
maintenant ΓgγΓg une double classe, on définit alors

[ΓgγΓg]f =
∑
i

f [γi]ρ,
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où [ΓgγΓg] = ∑
i Γgγi. Il est aisé de voir que c’est indépendant des choix

des représentants des classes à droites, et que cela définit un endomor-
phisme linéaire deMρ(Γg). Les opérateurs de Hecke T (m), pour m ∈ N
fixent Sρ(Γg) et sont normaux pour le produit scalaire de Petersson,
donc sont simultanément diagonalisables en base orthonormée.

6.6. Les formes modulaires en genre 2. On s’intéressera désormais
aux formes modulaires de Siegel de genre 2. On rappelle qu’on a défini
une structure d’anneau sur M(Γ2) = ⊕

ρMρ(Γ2), où ρ parcourt l’en-
semble des représentations irréductibles de GL(2,C). Chaque ρ est don-
née par un couple (j, k) tel que ρ = Symj(W )⊗det(W )k,W étant la re-
présentation naturelle de GL(2,C). En termes de plus haut poids, c’est
la représentation associée au poids (λ1, λ2) avec (j, k) = (λ1 − λ2, λ2).
On peut donc écrire M(Γ2) = ⊕

j,k≥0Mj,k(Γ2). Comme on l’avait déjà
annoncé, cet anneau n’est pas de type de fini.
Lemme 6.15 (Grundh). L’anneau M(Γ2) n’est pas de type fini.
Démonstration. En effet, supposons que ce soit le cas, et notons fn, n =
1, ..., r une famille de générateurs, de poids respectifs (jn, kn). Si h est
une forme modulaire non nulle de poids (j, k), avec j > max{jn, n =
1, ..., r}. Alors h est somme de produits des fn. Dans chaque produit,
il existe au moins deux fn tels que jn > 0. Comme φ est un morphisme
d’anneaux, Φ(g) se trouve dans l’idéal engendré par ∆2. Or, on sait par
6.10 que Φ : Mj,k(Γ2) → Sj+k(Γ1) est surjective pour j > 0 et k > 4.
Soit g dans Sj+k(Γ1) qui soit dans l’idéal engendré par ∆ mais pas dans
celui engendré par ∆2, avec k > 4 et j > max{jn, n = 1, ..., r}. Soit
h dansMj,k(Γ2) un antécédent de g par Φ. Alors Φ(h) n’est pas dans
l’idéal engendré par ∆2, ce qui fournit la contradiction cherchée. �

Théorème 6.16. Mj,k(Γ2) = {0} si j est impair.
Démonstration. Soit f une forme modulaire dans Mj,k(Γ2). On a donc

f(γ.z) = det(cz+d)kρj(cz+d)f(z) pour tout z ∈ Hg et γ =
(
a b
c d

)
∈

Sp4(Z), ρj désignant la représentation dans le Symj(C2). On applique
cette relation avec γ = −I4, il vient pour tout z dans Hg, f(z) =
(−1)jf(z). Comme j est impair, f est identiquement nulle.

�

Soit f ∈ Mj,k(Γ2), propre pour l’action de l’algèbre de Hecke, de
système de valeurs propres (τf (n))n∈N. On définit la fonction Zeta de
Spin de f par

Zf (s) = ξ(2s− j − 2k + 4)
∑
m≥1

τf (m)
ms

.
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Théorème 6.17 ([21]). Soit f ∈Mj,k(Γ2), propre pour l’action de l’al-
gèbre de Hecke. Alors

Zf (s) =
∏
p

Qp(p−s)
−1
,

avec
Qp(X) = 1−τf (p)X+(τf (p)2−τf (p2)−pj+2k−4)X2−τf (p)pj+2k−3X3+p2j+4k−6X4

6.7. Représentations galoisiennes associées aux formes modu-
laires de Siegel. Dans le cas des formes modulaires de Siegel, on dé-
montre aussi l’existence des représentations galoisiennes qui leur sont
associées. Nous ne détaillerons pas ce point dans ce mémoire. On ad-
mettra donc le théorème suivant.

Théorème 6.18. [4, 22] Soit f une forme modulaire de Siegel parabo-
lique de niveau Γ2, de poids (j, k), et propre pour l’action des opérateurs
de Hecke. Soit Q(f) le corps de nombre engendré par les valeurs propres
an. Pour tout nombre premier ` et λ idéal premier de Q(f) au dessus
de `, il existe une représentation galoisienne continue (rf , V ) de di-
mension 4 sur Q(f)λ et une forme bilinéaire alternée non dégénérée b
sur V telles que la représentation

rf : GQ → GSp(b)
est non ramifiée en dehors de ` et vérifie :
(1) Pour tout premier p 6= ` : det(Id−Xrf (Frobp)) = Qp(X).
(2) Si η est le facteur de similitude associé à b, alors η◦rf = χj+2k−3

` .

Remarque 6.19.

La dimension de l’espace des formes paraboliques Sj,k(Γ2) est égale
à 1, pour (j, k) ∈ {(6, 8); (8, 8); (4, 10); (12, 6)} (voir [21]). La condition
d’être propre pour les opérateurs de Hecke est donc automatiquement
vérifiée. On notera dans ce cas rj,k la représentation galoisienne associée
à l’unique forme parabolique normalisée de Sj,k(Γ2). Le polynôme Qp

a été introduit dans le théorème 6.17.

7. Étude des représentations galoisiennes associées aux
formes modulaires de Siegel de genre 2

Soit ` un nombre premier. On a associé dans le paragraphe précé-
dent à toute forme modulaire de Siegel f parabolique de niveau Γ2, de
poids (j, k), une représentation galoisienne `-adique rf définie sur une
extension E finie de Q`. La représentation rf admet un réseau stable L.
Soit π une uniformisante de E. L’espace L/πL est une représentation
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galoisienne continue sur F`. On la note rf,`. L’objectif de cette par-
tie sera d’étudier l’irréductibilité et les images de ces représentations
lorsque (j, k) ∈ {(6, 8); (8, 8); (4, 10); (12, 6)}. Rappelons que dans ce
cas, il y a une unique forme parabolique normalisée, et on a noté rj,k
la représentation galoisienne associée. On note rj,k,` la représentation
résiduelle.

7.1. Étude de l’irréductibilité. On va suivre une méthode analogue
à celle utilisée dans [6] pour étudier l’irréductibilité des rj,k,l pour
(j, k) ∈ {(6, 8); (8, 8); (4, 10); (12, 6)}. Pour ces formes modulaires, Che-
nevier et Lannes montrent ([4], Chapitre 9, Paragraphe 6) que les re-
présentations rj,k,l sont définies sur F`. La proposition suivante décrit
l’action de l’inertie en `.
Proposition 7.1 ([4]). La représentation rj,k,l restreinte à Gal(Q`/Q`)
est la réduction modulo ` d’une représentation cristalline dont les poids
de Hodge-Tate sont 0, k − 2, j + k − 1, j + 2k − 3. De plus, si ` > j +
2k − 2, ce sont les poids de Serre modérés de cette restriction.
Corollaire 7.2. Soit ` > j + 2k− 2. On suppose que la représentation
rj,k,` n’est pas irréductible. Alors la restriction de rj,k,` au sous-groupe
d’inertie I` agit de l’une des manières suivantes :

1 ∗ ∗ ∗
0 χk−2

` ∗ ∗
0 0 χj+k−1

` ∗
0 0 0 χj+2k−3

`

 ,


ψj+2k−3

2 ∗ ∗ ∗
0 ψ

l(j+2k−3)
2 ∗ ∗

0 0 ψ
(k−2)+l(j+k−1)
2 ∗

0 0 0 ψ
j+k−1+l(k−1)
2



ψj+2k−3

2 ∗ ∗ ∗
0 ψ

l(j+2k−3)
2 ∗ ∗

0 0 χk−2
` ∗

0 0 0 χj+k−1
`

 ,


1 ∗ ∗ ∗
0 χj+2k−3

` ∗ ∗
0 0 ψ

(k−2)+l(j+k−1)
2 ∗

0 0 0 ψ
j+k−1+l(k−2)
2


Démonstration. Raisonnons sur la semi simplifiée V ss de la représen-
tation V . Par la proposition admise, on voit qu’il faut éliminer les cas
où un caractère fondamental de niveau 3 ou 4 apparait. L’apparition
d’un caractère de niveau 4 équivaut à dire que la représentation V ss est
irréductible. Cela équivaut à dire que dans la suite de Jordan-Hölder
de V , il n’y a que deux termes, à savoir l’espace nul et V tout entier,
ce qui équivaut à dire que V est irréductible, ce qui est exclu par hy-
pothèse. L’apparition d’un caractère de niveau 3 se traduit par le fait
que V ss est somme de deux composantes irréductibles, la première de
dimension 1, l’autre de dimension 3. L’action de I` est donc de la forme
χa0
` ⊕

⊕2
t=0 ψ3

n`t avec {a0, a1, a2, a3} = {0, k − 2, j + k − 1, j + 2k − 3}
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et n = a1 +a2l+a3l
2. Or, la représentation étant symplectique, on uti-

lise l’argument général suivant sur les valeurs propres d’une similitude
symplectique.

Lemme 7.3. Soit M ∈ GSp4(F`). L’ensemble V P (M) des valeurs
propres de M est invariant par l’application

φ : V P (M)→ V P (M), α 7→ η(M)
α

.

Admettons le lemme pour l’instant. On sait que η ◦ rj,k = χj+2k−3
` .

Donc par le lemme, l’inertie agit aussi via le caractère χj+2k−3−a0
` . La

première possibilité est qu’il soit égal à χa0
` , ce qui implique que `− 1

divise j+ 2 +k−3−2a0. Mais ceci n’est pas vrai quelque soit la valeur
de a0 dans l’ensemble {0, k − 2, j + k − 1, j + 2k − 3}. La deuxième
possibilité est que χj+2k−3−a0

` soit égal à ψn`t3 pour un t ∈ {0, 1, 2, 3}.
Or, on sait que χ` = ψ1+`+`2

3 , et que ψ3 est d’ordre exactement `3 − 1.
On a donc
χj+2k−3−a0
` = ψn`

t

3 ⇔ ψ
(j+2k−3−a0)(1+`+`2)
3 = ψn`

t

3

⇔ `3 − 1\(j + 2k − 3− a0)(1 + `+ `2)− (`tn)
Ici on peut utiliser l’unicité de l’écriture en base `, ce qui donne encore
une fois `− 1 qui divise j + 2 + k − 3− 2a0.
Il nous reste maintenant à prouver le lemme 7.3. Soit M ∈ GSp4(F`).
Soit α une valeur propre de M , alors

det(M − αI4) = 0 ⇔ det(I4 − αM−1) = 0

⇔ det(I4 −
α

η(M)JMJ) = 0

⇔ det(M − η(M)
α

I4)

Ce qui conclut la preuve. �

Pour p nombre premier différent de `, rappelons que le polynôme
caractéristique de rj,k,`(Frobp) est :

Pj,k,p(X) = X4Qp( 1
X

)

= X4 − τj,k(p)X3 + τj,k(p)2−τj,k(p2)
2 X2 − τj,k(p)p2k+j−3X + p4k+2j−6

ce qui définit τj,k(p) et τj,k(p2). Le calcul de ces coefficients ont été
effectués par Chenevier et Lannes dans [4]. Nous avons mis en annexe
quelques valeurs qui nous seront utiles. Si la représentation rj,k,` n’est
pas irréductible, on est dans l’une des situations suivantes :
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7.1.1. Existence d’une droite ou d’un quotient de dimension 1 stable.
On suppose que rj,k,` admet une droite stable ou un quotient de di-
mension 1 stable. Comme l’action est non ramifiée en dehors de `, on
conclut par 7.1 qu’elle donnée par χi` avec i = 0, k − 2, j + k − 1 ou
j + 2k− 3. Il s’ensuit que χi`(Frobp) est racine du polynôme Pj,k,p mo-
dulo `. Or, on sait que les racines de Pj,k,p sont stables par α 7→ pj+2k−3

α
.

On a donc soit χ0
`(Frobp) soit χj+k−1

` (Frobp) est racine du polynôme
Pj,k,p modulo `.
Dans le premier cas, on obtient la condition ` qui divise :

Aj,k(p) := τj,k(p)2 − τj,k(p2)
2 − τj,k(p)(p2k+j−3 + 1) + p4k+2j−6 + 1.

Dans le second cas, on doit avoir ` qui divise :

Bj,k(p) := p2k−4(1 + p2j+2)− τj,k(p)pk−2(1 + pj+1) + τj,k(p)2 − τj,k(p2)
2 .

Le calcul explicite en quelques valeurs de p permet alors d’éliminer
les valeurs ` pour lesquels cela pourrait être vrai. Le calcul est fait en
annexe.

7.1.2. Existence de deux composantes de dimension 2 reliées. C’est le
cas où après semi-simplification la représentation se décompose en deux
représentations galoisiennes irréductibles :

rj,k,`
ss ∼= π1 ⊕ π2

tel que si α, β sont les racines du polynôme caractéristique de π1(Frobp)
alors p2k+j−3

α
, p

2k+j−3

β
sont les racines de π2(Frobp).

Deux cas sont alors à envisager :
— det(π1) = χj+k−1

` det(π2) = χj+3k−5
` .

— det(π1) = χk−2
` det(π2) = χ2j+3k−4

` .
Dans le premier cas, le polynôme Pj,k,p se factorise sous la forme :

Pj,k,p(X) = (X2 − AX + p3k+j−5)(X2 − A

pk−2 + pj+k−1)

En identifiant et en éliminant A, on voit que ` doit diviser :

Cj,k(p) := (τj,k(p)
2 − τj,k(p2)

2 −pj+k−1−pj+3k−5)(1 + pk−2)2−pk−2τj,k(p)2

Dans le second cas, on doit avoir une factorisation de la forme :

Pj,k,p(X) = (X2 − AX + p3k+j−4)(X2 − A

pk−1 + pk−2)
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En identifiant et en éliminant A, on voit que ` doit diviser :

Dj,k(p) := (τj,k(p)
2 − τj,k(p2)

2 −pk−2−pj+3k−4)(1 + pk−1)2−pk−1τj,k(p)2

7.1.3. Existence de deux composantes de dimension 2 non reliées. Dans
ce dernier cas, la semi-simplifiée est somme de deux représentations
irréductibles rj,k,lss ∼= π1 ⊕ π2 avec det(π1) = det(π2) = χj+2k−3

` . Alors
π1|I− l (resp.π2|I− l) est donnée par :(

1 ∗
0 χj+2k−3

`

)
ou

(
ψj+2k−3

2 0
0 ψ

l(j+2k−3)
2

)
respectivement :(

χk−2
` ∗
0 χj+k−1

`

)
ou

(
ψ
j+k−1+(k−2)l
2 0

0 ψ
k−2+(j+k−1)l
2

)

On utilise alors le théorème de Khare (Cf. [11]) : la représentation
ρ := π2 ⊗ χ−k+2

` est irréductible. Elle est impaire car son déterminant
est χj+k−1

` et j+ k− 1 est impair. Comme elle est non ramifiée hors de
`, le conducteur N(ρ) est égal à 1. La restriction de ρ à Il est donnée
par l’une des deux possibilités :(

1 ∗
0 χj+1

`

)
ou

(
ψj+1

2 0
0 ψ

(j+1)l
2

)
Dans les deux cas, le poids k(ρ) donné par la recette décrite dans le

paragraphe 3.4 vaut j + 2. Par le théorème 3.3, ρ est associée à une
forme modulaire parabolique de niveau 1 et de poids j+2. Mais la seule
forme parabolique de poids j + 2 avec j ∈ {4, 6, 8, 12} et de niveau 1
est la forme nulle. Ce cas est donc exclu.

7.1.4. Résultats des calculs explicites. En utilisant les tables données
dans [4], on calcule Aj,k(p), Bj,k(p), Cj,k(p) et Dj,k(p) pour certains
premiers p. On retiendra le fait que les conditions de réductibilité pré-
cédemment étudiées imposent à ` de diviser les éléments de chaque
ligne, dès que ` est supérieur à j+ 2k− 2. On vient donc de démontrer
le théorème suivant :

Théorème 7.4. La représentation rj,k,` est irréductible dans chacun
des cas suivants :

(j, k) = (6, 8) et l ≥ 23, (j, k) = (8, 8) et l ≥ 29

(j, k) = (12, 6) et l ≥ 23, (j, k) = (4, 10) et l ≥ 23, l 6= 41
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7.2. Étude de l’image. Dans ce paragraphe, on va étudier les images
possibles des représentations rj,k pour (j, k) ∈ {(6, 6),(8, 8),(12, 6),(4, 10)}
dans GSp4(Z`). On va montrer, sous des hypothèses précises sur `, que
l’image est

{M ∈ GSp4(Z`), det(M) ∈ (Z`×)2j+4k−6}.
Notons pour simplifier ρ l’une des représentations précédentes. Dans
un premier temps, on s’intéressera à l’image dans le groupe projectif
PGSp4(F`). On montrera que l’image contient PSp4(F`). Un résultat
de Serre permet alors de remonter à l’image dans PGSp4(Z`).

7.2.1. Calcul de l’image. On commence par montrer que l’image de ρ
dans PGSp4(F`) ne peut pas être contenue dans un sous-groupe maxi-
mal de la liste 5.18, du moins pour ` assez grand et tel que ρ soit
irréductible. Notons G` l’image de ρ dans GSp4(F`) et PG` l’image
dans PGSp4(F`). On suppose donc que c’est un sous-groupe strict de
PGSp4(F`). Par suite, G` est contenu dans l’un des sous-groupes maxi-
maux de la liste 5.18.

7.2.2. Stabilisateur d’une droite. Ce cas n’est pas possible car on sait
que la représentation est irréductible.

7.2.3. Stabilisateur d’un plan parabolique. Si G` stabilise un parabo-
lique P , il stabilise alors l’unique droite isotrope D de P . La droite D
correspond à un plan de V qui se trouve donc stable sous l’action de
G`, ce qui contredit l’irréductibilité de la représentation.

7.2.4. Stabilisateur d’un plan hyperbolique. PG` est contenu dans le
stabilisateur d’un plan P hyperbolique de ∧2 V . On voit alors que les
éléments de PG` sont des similitudes pour b, donc sont soit de la forme(
a 0
0 α

a

)
, soit de la forme

(
0 a
α
a

0

)
, avec α, a dans F×` . Les éléments de

la première forme stabilisent les deux vecteurs isotropes de b, tandis
que les deuxièmes les échangent. On construit ainsi un morphisme de
groupe ε de PG` vers {±1}, envoyant les éléments qui échangent les
droites vers −1. Ce morphisme est surjectif, car sinon le groupe PG`

stabilise deux plans de V , ce qui contredirait l’irréductibilité de son
action sur V . L’idée ensuite est de remarquer que les éléments qui pro-
viennent du groupe d’inertie en ` sont dans le noyau de ε. En fait,
on remarque que les éléments qui échangent les deux droites ont un
polynôme caractéristique de la forme X2 − α, donc ont des valeurs
propres opposées. Or, on connait les valeurs propres des éléments du
groupe d’inertie dans ∧2 V , ce sont les produits deux à deux des valeurs
propres sur V , qui sont eux données par 7.2 : ce sont des caractères.
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Remarquons que le groupe d’inertie sauvage en ` agit de manière uni-
potente et son image est un `-Sylow, tandis le groupe d’inertie modéré
en ` agit via un quotient fini, donc cyclique et engendre la partie dia-
gonale. Soit donc σ un élément de Ip qui est un générateur de la partie
diagonale de l’image de ρ. On a alors θ(σ) = −η(σ), avec θ = ψa2 et
η = ψb2, le couple (a, b) étant donné comme suit :
(1) {a, b} ⊂ {(l+ 1)(k− 2), (l+ 1)(j + k− 1),(l+ 1)(j + 2k− 3),(l+

1)(j + 3k − 5), (l + 1)(2j + 3k − 4)}
(2) {a, b} ⊂ {(l+1)(j+2k−3), k−2+ l(j+k−1), l(k−2)+1(j+k−

1),(l+2)(k−2)+(2l+1)(j+k−1),(2l+1)(k−2)+(l+2)(j+k−1)}
(3) {a, b} ⊂ {(l+1)(j+2k−3), (2l+1)(k−2)+ j+k−1,(2l+1)(j+

k− 1) + k− 2,(l+ 2)(k− 2) + j+ k− 1,(l+ 2)(j+ k− 1) + k− 2}
(4) {a, b} ⊂ {(l+1)(j+2k−3), 2(k−2)+(l+1)(j+k−1),(l+1)(k−2)+

2(j+k−1),2l(k−2)+(l+1)(j+k−1),(l+1)(k−2)+2l(j+k−1)}
Dans tous ces cas, ψa−b2 = 1, ce qui implique que dans chaque cas `2−1
divise a−b. On obtient un ensemble fini de valeurs de ` qui vérifient ces
conditions. Pour ` différent de ces valeurs, le morphisme ε est surjectif
et définit une extension de degré de 2 de Q partout non ramifiée, ce
qui n’est évidemment pas possible.

7.2.5. Stabilisateur d’un plan elliptique. Si PG` est contenu dans le
stabilisateur d’un plan P elliptique de ∧2 V , on se ramène alors au cas
précédent en se plaçant dans une extension quadratique de F`, ρ restant
toujours irréductible dans cette extension.

7.2.6. Stabilisateur d’une cubique. Si PG` est le stabilisateur d’une cu-
bique, on sait d’après la remarque qui suit 5.18 que tout élément f de
PG` vérifie la propriété suivante : il existe une énumération des va-
leurs propres de f tel que les rapports successifs soient égaux. Pour
` > j + 2k − 2 l’action de l’inertie est donnée par des matrices trian-
gulaires comme dans 7.2. En particulier, on connait explicitement les
valeurs propres des éléments du groupe d’inertie. Distinguons plusieurs
cas :
(1) Les valeurs propres de l’action de l’inertie sont {1,χk−2

` ,χj+k−1
` ,χj+2k−3

` },
on est alors dans l’un des cas suivants :

χ
(k−2)
` = χ

(j+1)
` ; χ

(k−2)
` = χ

(−j−1)
`

χ
(j+k−1)
` = χ

(k−2)
` ; χ

(j+k−1)
` = χ

(−j−1)
`

Ce qui implique que `− 1 divise k− j − 3, k− 2 + j + 1, j + 1 ou
2j + k.
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(2) Les valeurs propres de l’action de l’inertie sont {1,χj+2k−3
` , ψk−2+l(j+k−1)

2 ,
ψ
l(k−2)+j+k−1
2 }. On a alors l’une des possibilités :

ψ
(j+1)(l−1)+(l+1)(j+2k−3)
2 = 1 ; ψ

(l+1)(j+2k−3)−(j+1)(l−1)
2 = 1

ψ
k−2+l(j+k−1)
2 = 1 ; ψ

(l−2)(k−2)−(2l−1)(j+k−1)
2 = 1

ψ
(l−1)(j+2)
2 = 1 ; ψ

(l+1)(j+2)
2 = 1.

Cela implique que `2 − 1 divise l’un des exposants (j + 1)(l −
1) + (l + 1)(j + 2k − 3), (l + 1)(j + 2k − 3) − (j + 1)(l − 1),
k−2+ l(j+k−1), (l−2)(k−2)−(2l−1)(j+k−1), (l−1)(j+2)
ou (l + 1)(j + 2).

(3) Les valeurs propres de l’action de l’inertie sont {ψk−2+l(j+k−1)
2 ,

ψ
l(k−2)+j+k−1
2 , ψl(j+2k−3)

2 , ψj+2k−3
2 }. On a alors

ψ
2(l−1)(k−2)
2 = 1 ; ψ

(l−1)(2l+3k−4)
2 = 1

ψ
2(l−1)(j+k−1)
2 = 1

Ce qui implique `2 − 1 divise 2(l− 1)(k − 2), (l− 1)(2l+ 3k − 4)
ou 2(l − 1)(j + k − 1).

(4) Les valeurs propres de l’action de l’inertie sont {ψl(j+2k−3)
2 , ψj+2k−3

2 ,χk−2
` ,χj+k−1

` }.
On alors

ψ
(l−2)(j+k−1)+(2l−1)(k−2)
2 = 1 ; ψ

(l−2)(k−2)+(2l−1)(j+k−1)
2 = 1

ψ
(l+1)(j+2k−3)
2 = 1 ; ψ

(l+1)(k−2)
2 = 1

ψ
(2l+1)(l+1)
2 = 1 ; ψ

(l+1)(j+1)
2 = 1

Cela implique de même que `2 − 1 divise (l − 2)(j + k − 1) +
(2l − 1)(k − 2), (l − 2)(k − 2) + (2l − 1)(j + k − 1), (l + 1)(j +
2k − 3)2(l + 1)(k − 2) ou (2l + 1)(l + 1), (l + 1)(j + 1).

Dans tous les cas, ` ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs
calculables explicitement.

7.2.7. Cas restants. Dans les cas 7 et 8, l’image est finie. Notons N
son ordre, (égal à 1920, 3840, 360,720 ou 2520) alors tout élément de
l’image de l’inertie est d’ordre divisant N , ce qui veut dire que les
puissances N -ième des valeurs propres sont proportionnelles. On refait
le même calcul que dans le paragraphe précédent. Les cas (10) et (11)
impliquent que l’image peut être contenue dans PSp4(F`). Cela entraîne
que η ◦ ρ = χj+2k−3 est à valeurs dans les carrés de F×` , ce qui n’est pas
possible car χ` est surjectif et j + 2k − 3 est impair.
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7.2.8. L’image dans GSp4(Zl). On sait donc maintenant que l’image
dans PGSp4(F`) est égale au groupe tout entier. Pour remonter à
l’image dans GSp4(F`), remarquons que le groupe dérivé D(G`) de G`

est contenu dans Sp4(F`). Comme ce dernier est simple, montrons que
D(G`) est distingué dans Sp4(F`). SoitM ∈ Sp4(F`), on sait qu’il existe
λ ∈ F` tel que λM ∈ G`, d’où MG`M

−1 = (λM)G`(λM)−1 ⊂ G`.
Ainsi, Sp4(F`) ⊂ D(G`) ⊂ G`. Enfin, pour remonter à GSp4(Z`), on
aura besoin du lemme suivant :

Lemme 7.5 ([20]). Soit K une extension finie de Q` avec ` ≥ 5 et k
le corps résiduel de OK. Soit G un sous-groupe fermé de de GSp4(OK)
tel que son image dans GSp4(k) contienne Sp4(k). Alors G contient
Sp4(Fq).

Grâce à ce lemme , on voit donc que ρ(GQ) contient Sp4(Z`). Pour
voir que l’image est bien ce qu’on avait annoncé au début, prenons M
dans GSp4(Z`) avec det(M) = a2j+4k−6 et η(M) = aj+2k−3 où a ∈ Z`×.
Par surjectivité du caractère cyclotomique, il existe σ ∈ GQ tel que
χ`(σ) = a. On donc det(Mρ(σ)−1) = 1. D’autre part, on sait que
η ◦ρ = χ`

j+2k−3, η étant le facteur de similitude, donc η(Mρ(σ)−1) = 1
et donc Mρ(σ)−1 est dans Sp4(Z`) qui est contenu dans l’image de ρ
en vertu du lemme 7.5.

On a donc démontré le théorème suivant :

Théorème 7.6. L’image de la représentation rj,k est
{M ∈ GSp4(Z`), det(M) ∈ (Z`×)2j+4k−6}

pour ` en dehors d’un ensemble explicitement calculable.
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8. Calculs explicites

q τ(6,8)(q) τ(8,8)(q) τ(12,6)(q) τ(4,10)(q)
2 0 1344 −240 1680
3 −2700 −6408 68040 55080
4 409600 348160 4276480 6700160
9 333371700 748312020 −8215290540 1854007380

Table 1. Quelques valeurs propres des opérateurs de
Hecke en genre 2 [4]

p 2 3
A6,8(p) 33.5.37.137.197.2039 2.5.181.307.509.4776205843
B6,8(p) 212.33.5.11 2.5.7.8167.4522201
C6,8(p) 228.34.2292 26.312.23.79.2749.52837.79939
D6,8(p) 212.3372.31212 24.312.13.59.71.13951114252717

Table 2. Factorisations pour (j, k) = (6, 8)

p 2 3
A8,8(p) 32.488358740729 212.11.13.43.67.64841599673
B8,8(p) 213.32.52.13.43 217.38.52.11.13.67
C8,8(p) −213.32.17.233.37 −213.39.232.67.711097
D8,8(p) −26.33.5.7.29.61.41641 −29.36.5.41.1019.1404659131

Table 3. Factorisations pour (j, k) = (8, 8)

p 2 3
A12,6(p) 33.5.32581834951 214.5.11.121424757430201
B12,6(p) 213.35.5.7.13.19 213.38.5.7.13
C12,6(p) −214.33.7.13.257 −214.39.7.13.107.1801
D12,6(p) −24.33.5.7.4985489 −28.34.5.13.41.193.14153287

Table 4. Factorisations pour (j, k) = (12, 6)
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p 2 3
A4,10(p) 33.52.11.10861.54581 211.52.11.41.103.739.62253281
B4,10(p) 212.32.5.11.41 211.312.5.11.41
C4,10(p) −214.34.11.67.36137 −213.315.11.17.173.2689
D4,10(p) −28.32.53.979560973 28.38.52.89.271.158663.496453

Table 5. Factorisations pour (j, k) = (4, 10)
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